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I. 


lieber  reciproke  Linien  und  Flächen. 


Von 


Herrn  E.  Bacaloglo 

in  Leipzig.' 


Die  nftchste  Veranlassiing  zn  diesem  Aufsatze  gab  eine  in 
den  Berichten  der  Pariser  Akademie*)  ausgesprochene  Verroa- 
tbung,  es  gebe  für  diese  Flächen  eine  bloss  analytische,  aber 
keine  geometrische  Reciprocität.  Indessen  führte  eine  nähere 
Untersuchung  der  genannten  Flächen  und  die  Ausdehnung  der 
Reci|irücitSt  auf  Linien  zu  einigen  Resultaten,  welche,  indem  sie 
die  geometrische  Reciprocität  derselben  aufs  Deutlichste  darthun» 
nicht  ohne  jedes  Interesse  zu  sein  scheinen. 


I. 

Zwei  ebene  Linien  wilrden  demnach  reciproke  sein,  wenn  ihre 
respectiven  Coordinaten  x  und  y,  ^i  und  ^|  durch  die  Relationen 


(1) 


dy  dy 


dx 


Terbanden  sind,  woraus 


(2) 


dvt  dv. 


dxi 


dxi 


^)  Ostian  Bonnet,  Compt  rend.  de  l'Acad.  des  sc  de  Pa- 
rfi,  B.  42.  S.  486.     1866. 

TheU  XIXXYI.  1 


2  Bacaloglo:    üeber  reciprohe  Unten  und  Flächen. 

\}pxkxxs  folgt  zunächst: 

1)  Einer  gegebenen  Linie 

m 

entspricht  nicht  eine,  sondern  ein  ganzes  System  reciproker  Linien, 
welche  sich  bloss  durch  einen  variabeln  Parameter  von  einander 
unterscheiden. 

2)  Die  Gesaramtheit  dieser  letzteren  Linien  hat  ein  gemein- 
schaftliches System,  von  einander  wieder  durch  einen  variabeln 
Parameter  sich  unterscheidender  reciproker  Linien,  worunter  auch 
die  gegebene  Linie  (3)  sich  befindet. 

3)  Da  durch  die  Variation  von  m  der  Werth  von  .Ti  (resp.  a) 
allein  geändert  wird,  so  folgt»  dass  die  einem  ond  demselben  Cur- 
venpunkte  entsprechenden  Punkte  des  reciproken  Systems  auf 
einer  zu  der  A- Achse  parallelen  Geraden  sich  befinden. 

4)  Aus  der  Zusammensetzung  der  Werthe  von  yi,  y  lässt  sich 
Folgendes  schli essen:  legt  man  die  Berührenden  an  zwei  sich  ent- 
sprechende reciproke  Punkte,  so  sind  die  Hüben,  in  welchen  die 
F- Achse  von  denselben  geschnitten  wird,  den  respectiven  Ordi- 
nateo  jener  Punkte  gleich,  aber  von  entgegengesetzten  Zeichen ; 
hieraus  folgt  aber  ferner: 

5)  Legt  man  eine  beliebige  der  J^- Achse  parallele  Gerade  G 
und  an  den  Durchschnittspunkten  dieser  mit  jeder  demselben 
Systeme  gehurenden  reciproken  Curve  die  Tangenten  an  diese 
letztere,  so  laufen  alle  diese  Berührenden  in  einem  gewissen  Punkte 
P  der  F- Achse  zusammen,  dessen  Ordinate,  mit  dem  entgegen- 
gesetzten Vorzeichen  genommen,  selbstverständlich  die  gemein- 
scbaüliche  Ordinate  der  jenen  Durchschnittspunkten  entsprechenden 
reciproken  Punkte  ist.  Der  in  den  Elementen  der  analytischen 
Geometrie  für  die  Ellipse  angeführte  Satz,  worauf  die  Construction 
der  Tangente  beruht,  und  welcher  auch  für  die  beiden  andern 
Kegelschnitte  gilt,  ist  ein  specieller  Fall  des  obigen  Satzes;  indem 
ein  Kegelschnitt  mit  einem  variabeln  Parameter  ein  reciprokes 
Curvensystem  bildet. 

6)  Denkt  man  sich  die  Normalen  an  die  oben  erwähnten  Darch- 
schnittspunkte,  so  ist  der  geometrische  Ort  der  successiven  Durch- 
schnitte derselben  eine  Parabel,  deren  Brennpunkt  der  Punkt  P, 
und  deren  Scheiteltaogente  die  Gerade  G  ist. 

7)  Nicht  jctdes  System  von  Curven 
(4) /(^i,yi,  a)=0, 
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vrelcbe  yod  einander  durch  einen  variabeln  Parameter  sich  unter- 
scheiden,  besitzt  auch    eine   gemeinschaftliche   reciproke   Curve; 
dies  findet  nur    in  sofern   statt,  als   die   durch   Substitution  der 
Werthe  (1)  von   x^^  j^|  in  (4)  erhaltene   Differentialgleichung  eine 
reelle  Curve  darstellt.    Da  die  Integration  nicht  immer  zugSnglich 
ist,  so  kann   man   auch  zur  Auffindung  der  gesuchten  Gleichung 
^jj  yi  direkt  aus  (2)  und  (4)  eliminiren;   lässt  sich  dann  der  Pa- 
rameter a,   durch  gehurige  Wahl  von  m,    aus  der  Endgleichung 
fortschaffen,   so   stellt    diese    Gleichung    die   gesuchte    reciproke 
CurTe  dar. 

8)  Die  Ordnung  einer  Reciproken  ist  mindestens  gleich  der 
Anzahl  der  Maximal-  und  Minimalpunkte  der  ursprünglichen  Curve, 
indem  jedem  dieser  Punkte  ein  Durchschnitt  der  Reciproken  mit 
der   F' Achse  entspricht. 

9)  Bezeichnet  x  die  gemeinschaniiche  Abscisse  zweier  auf 
zwei  reciproken  Curven  liegenden  Punkte,  oti ,  yi\  x\  y*  die  Coor- 
dinaten  der  diesen  Punkten  respective  entsprechenden  reciproken 
Punkte,  so  wird  die  Neigung  der  Berührenden  an  diese  letztere 
respective  durch  die  Formeln: 

dyi  ^^x      d^ X 

dxi       m  *     dx'  *"  m 

bestimmt,  so  dass  dieselben  als  gieichgeneigt  auf  der  ^- Achse 
sich  ergeben. 


10)  Es  ist 


dxi  dxi^*     dx  dx^^ 


so  dass 


Hieraus  folgt,  wenn  p,^  die  Krümmungshalbmesser,  iV,  N^  die 
Normaleniängen,  di,  dtx  ^ie  Bogenelemente  zweier  entsprechenden 
Punkte  bezeichnen: 

(6).   .    W.  =  m-(l  +  ^il(l+^^l  =  «..^'.|L', 

oder  auch 
^  dx^       dxx^ 

^ 'Ä»<*>-5;7='"' 
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und 

dx  dxi       dx  dxi        tn     nt  ^ 

^^^ ^dsdTi'^^di'dri'^dx'^'' 

ds    dsi 

der  geometrische  Sinn  dieser  drei  Gleichungen  ist  leicht  zu  sehe 

11)  Es  ist  ferner 

Vl  +  Ä     ^J^  rf^sn+Ä 

so  dass 

dx 

m  —  —  -^-       d  r     ^^  =   ^^  • 


Qi 


dsi 


also    verhalten   sich    die    Quadrate    der    Bogenelemen 
wie  die  Projectionen  der  Krümmungshalbmesser  auf  d 
F"-  Achse. 

12)  Bezeichnen  dF,  dFi  die  entsprechenden  Flächenelement 
so  ergiebt  sich: 

X  ^'^^ 
(lu;    .   .    ^^.  —  ^^^  —      dy  dx-  dx  — '"SJa' 

13)  Bezeichnen  oo,  ooi  die  Contingenzwinkel  zweier  recipn 
ken  Curven,  rfS,  dS^  die  Flächenelemenle,  ilV ^  dV^  die  Voh 
menelemente  der  durch  Drehung  jener  Curven  um  die  A^*Achs 
entstandenen  Rotationsflächen,  so  findet  man 

dV         \     dx  m  dVi  m 


(odS^      in' ds^      Andxdxi  *     (OidSi^      indxdxi  '^ 

9 
woraus 

,j|v  dV        (o.dS^ 


14)  Die  Natur  der  reciproken  Curven  einer  gegebenen  Curve 
steht  in  engem  Zusammenhange  mit  der  Lage  der  (rechtwinkeli 
gen)  Coordinatenachsen  in  Bezug  auf  die  letztere.  So  findet  mai 
ffir  die  Hyperbel 
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a2—  ft«  —  i 


das  System  der  reoiprokeo  Hyperbeln 

•  A2   —  *  » 


(t)"  " 


indem  der  von  der  vorigen  bloss  durch  die  Vertauschung  der  Coor- 
dinaten  -  Achsen  sich  unterscheidenden  Hyperbel 

das  System  der  reclproken  Ellipsen 

eotspricht  Es  ist  dabei  zu  bemerken,  dass  in  beiden  Fällen  das 
Produkt  yifi  =  J:  61^,  was  schon  aus  der  analytischen  Geometrie 
bekannt  ist. 

Das   reciproke   Curvensy8tem    der    Parabel    ^^  =  2ax  bilden 

die  gleichseitigen  Hyperbeln  a^iyi  =  — ^-;  der  Parabel  a?*  =  2ay 

entsprechen  aber  die  reciproken  Parabeln  Xi^  =  — ^^i* 

15)  Aus  (1)5  (2),  (5)  kann  man  auf  die  Natur  der,  singulären 

Punkten  entsprechenden  reciproken  Punkte  schiiessen.    So  findet 

IVlax 
man  z.  B.,  dass  im  Allgemeinen  einem  «|.    *  ein    Uebergang  von 

der  ^    '  JIT- Seite  auf  die  entspricht;    einem    Wendepunkt 

neg.  pos.  '^  '^ 

entspricht  eine  Spitze  u.  s.  f.  Dieselben  Formeln  können  über- 
haupt dazu  dienen,  die  Reciproke  einer  ge<;ebenen  Curve  zu  con- 
struiren,  wenn  die  analytische  Ableitung  derselben  unausführbar 
ist.  So  findet  man  für  die  Reciproke  der  Curve  (ar^  +  y*)* 
=  fl«:r«+6V^   wenn    a>6v2,   die    Gestalt  Taf.I.  Fig.  L     Die 

nm  den  Winkel,  dessen  Tangente  =:— »  gegen  die  JT- Achse  ge* 
oeigteo  Geraden  TT  sind  Asymptoten  derselben. 
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II. 

Zivei  Fläcbeo  sind  eiuander  reciprok,  wenn  ihre  respectiven 
Coordioaten  durch  die  Relationen 

(12)  .    .    .   ar,  =mp,    yi=wj,     zx^px-\rqy—z 

verbunden  sind,  wo  py  q  die  partiellen  Differentialquotienten  -|-» 

dz 

•T-  and  m»  n  zuel  Constanten  bezeichnen.    Daraus  folgt: 

(13)  .    .    x  =  mpiy    y  =  nqi,    « =  Pi^i  +  91^1  —  2:1; 
Pi  9  Qi  bezeichnen  die  Differentialquotienten  ^-^  9     -r^- 

Die  für  reciproke  Linien  aufgestellten  Sätze  1)  bis  inclusive 
8)  lassen  sich  auf  Flächen  fast  vrörtlich  dbertragen.  Es  ist  dabei 
zu  bemerken,  dass  reciproke  Flächen  von  zw«i  variabeln  Parame- 
tern abhängen;  dass  die  einem  und  demselben  Punkte  entsprechen- 
den reciproken  Punkte  auf  einer  der  JCF*  Ebene  parallelen  Ebene 
sich  beünden;  dass  Tangenten  durch  Beriihrungsebenen  und  die 
Parabel  von  6)  durch  zwei  parabolische  Cylinder 

jBU  ersetzen  ist;  p,  q,  x,  y,  Z|  sind  ,als  constant  zu  betrachten. 

1)  Bezeichnen  ferner  x,  y\  Xi,  yi  und  x',  y';  Xi',  y^  zivei 
reciproke  Punktenpaare,  so  werden  die  Cosinus  der  Neigungen 
der  Berührungsebenen  an  den  Punkten  x'y  y'  und  Xi ,  yi  gegen 
die  AF- Ebene  respective  durch 

1  1 


1^ 


1  1 


ausgedrückt.     Hieraus  der  8atz:     Denkt  man  sich  einen  geraden 
elliptischen  Cylinder 

X2  _  F2 


m«  +  n«  ""  ^^ 


und  zu  jedem  Punkte  der  respectiven  Durchschnittslinien   dessel- 
ben mit  zwei    einander  reciproken   Flächen  den    entsprechenden 
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reciproken  Pankt,  so  sind  die  BerQhrangsebenen  an  diese  letztere 
gleicb  geneigt  gegen  die  ^F- Ebene  und  ihre  Neigung  Consta  nt. 

2)  DiePanktenreiben  mit  gleicfageneigten  Berflhrungsebenen  bil- 
den auf  jeder  Fläche  ein  besonderes,  von  der  Lage  der  A^F- Ebene 
abhiogiges  Curvensystem.  Die  gemeinschaftliche  Differentialglei- 
cboog  der  horizontalen  Projection  derselben  ergiebt  sich  durch 
Merentiation  aus  der  Gleichung 

(14) p^-f  9^=  konstante. 

I 

'      Man  findet  nämlich 

(14*) (p»  +  90^+/«'+9*  =  0. 

d^  d^z  fPz 

wennr  =  ^-^,  /  =  ^-5,    *=jr3"    gesetzt    wird.     Fflr   die   ab- 

wiclLelbareo  Flächen  zerlegt  sich  vorstehende  Gleichung  in  die 
beiden  folgenden: 

wo  da«  -f-  oder  -^  Zeichen  zu  nehmen,  je  nachdem  s  positiv  oder 
oegaü?  ist.  Man  erkennt  übrigens  leicht,  dass  diese  Relationen 
die  Erzeugenden  der  abnickelbaren  Flächen  charakterisiren,  sodass 

ffir  alle  Punkte  einer  Erzeugenden  ^  =  -  =:  Constante  ist. 

3)  Man  findet  nach  bekannten  Sätzen: 

dxidjfi  =  mn{Tt — s^)dxdy, 
dxdy  =  mn(r|<i  — *\^)dxidyi ; 

n'oraas 

(15) m«»i«(r<— *2)(ri<i-0=:l. 

Bieraas  folgt,  wenn  p,  q'  und  Qi  ,  Qi     die  Bauptkrdmmungsradien 
der  entsprechenden  Punkte  bezeichnen: 

(16)  .   .  <)p'.piPi'  =  m«7i«(l+p«  +  7*)*(l+Pi*  +  yi*)*, 
oder  auch 

^^n  ...  (i+;i«+9«)«(i+/ii«+7,a)2-"*^*  • 

Dies  giebt  die  beiden  Sätze: 

Die  beiden  Uauptkrfimmungsradien  einer  reciproken  Fläche 
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sind  gleichartig  oder  angleiGhartig»  je  nachdem  die  ent- 
sprecheoden  Krammungsradieo  der  ursprünglichen  Fläche 
selbst  gleichartig  oder  ungleichartig  sind ; 

und: 

projicirt  man  die  vier  Hauptkriimniungsradien  zweier  sich 
entsprechenden  Punkte  auf  die  Z- Achse  und  dann  auf 
sich  selbst,  so  ist  das  Produkt  der  vier  Projectionen 
constant. 

4)  Es  ist  ferner,  wenn  dF,  dF^  die  entsprechenden  Flächen- 
elemente bezeichnen: 

« 

QiQi  .         (19'  '  . 

~i +;»!»+ 7i'''nv+ 9*' 

oder,  fveno  R*  =  Qd' ,  ßt*  =  Qiüi'  gesetzt  wird, 

R  R 

(18)  .  .  dFidF,  =  ■  j —       —=  •'  -7=^=L==r; 

es  verhalten  sich  demnach  die  Flächenelemente  wie  die 
Projectionen  der  geometrischen  Mittel  der  HauptkrGm- 
mungsradien  auf  die  Z- Achse. 

5)  Bezeichnen  dF,  dVx    die  entsprechenden  parallelepipedl* 
sehen  Volumenelemente,  so  folgt  aus  (18): 

der  geometrische  Sinn  dieser  Formel  ist  leicht  zu  fassen. 

6)  Für  m  =  n,  was  der  specielle  Monge'sche  Reciprocitäts 
fall  ist,  ergiebt  sich 

^'  -_?  =  _?«     oder     ^».^  =  -1. 
y\       ^  da:  Xx    ax 

und  auch 

X '  dxi  ' 

so  dass  der  Leitstrahi  an  einen  reciproken  Punkt  senkrecht  zur 
horizontalen  Tangente  an  dem  entsprechenden  Punkte  steht,  oder 
auch,  die  durch  jenen  Leitstrahl  gelegte  Vertikalebene  steht  senk- 
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recht  auf  der  Berubrungsebene  des  entsprecbeoden  Punktes.  Be- 
trachtet man  den  Coordinatenanfang  als  Pol,  so  baben  die  dem- 
selben Flacbenpunkte  entsprechenden  Punkte  der  reeiproken  und 
der  Fussponktfläcbe  dasselbe  Azimutb. 

7)  Die  reeiproken  Flächen  der  abwickelbaren  Flächen  reduci- 
reo  sich  auf  krumme  Linien ;  denn  es  findet  für  jene  noch  die 
Relation 

f{p,q)^Q    oder    /(5.   5)  =  0 

statt.  Für  die  Kegelflächen  sind  diese  Linien  ebene  Curven; 
denn  es  folgt  aus  der  Combioation  der  Gleichung 

p(a:  —  a)  +  (^  — /3)  =  X— y 

mit  (12): 

8)  Den  beiden  Paraboioiden 

ab 
entsprechen  respective  die  beiden  Hyperboloide 

^yi«+w»ö=— 2a:i2i, 
oder  durch  gehörige  Wahl  der  Achsen 


ma 


—^yi^±mb  =  —xx'^-\rii 


'2 


n 


Zusätze.     1)   Aus   Formel  (9)  ergiebt  sich»    wenn   dt  das 
Zeiteieroent  bezeichnet,  woraus 


\dtj    .  \dtj    _dx^dxy 


(20) ^-7.-^, 

'  Q  Qi  ds    dii 

folgende  mechanische  Eigenschaft  der  reeiproken  Linien: 

Bewegt  sich  ein  materieller  Punkt  successive  auf  zwei 
reeiproken  Curven  mit  einer  den  Bogenincrementen  ds,  d$i 
proportionalen  Geschwindigkeit,  so  verhalten  sich  die 
Drucke  auf  diese  Kurven  an  den  entsprechenden  Pupkten 
wie  die  Cosinus  der  Neigungen  der  respectiveo  Tangen- 
teo  gegen  die  JC- Achse. 
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2)  Die  darefa(14)»  (14*)  charakterisirten  KorveD  besitzen  aad 
eineaoaloge  mechanische  Eigenschaft. 

Denkt  man  sich  einen  anf  einer  Fläche  liegenden  mate 
Hellen  Pnnkt,  welcher  der  Wirkung  einer  constanten»  de 
Z  -  Achse  parallelen  Kraft,  z.  B.  der  Schwere,  unterworfei 
ist,  80  ist  der  Druck  auf  jene  Fläche  constant,  wem 
der  Punkt  auf  den  Curven  der  gleichgeneigten  Tan 
gentialebenen  sich  bewegt;  folglich  sind  auch  di« 
Drucke  auf  zwei  reciproke  Flächen,  die  entsprechende! 
Curven  der  gleichgeneigten  Tangentialebenen  entlang 
einander  gleich. 

3)  Die  Gleichung  (14)  selbst  kann  als  die  endliche  Gleichung 
der  horizontalen  Projectionen  dieser  letzteren  Cunren  betrachte 
werden,  nachdem  man  den  aus  der  Gleichung  der  gegebenen  Fläche 
erhaltenen  Wertb  von  z  darin  substituirt  hat.  Man  findet  auf  diesi 
Weise  in  Bezug  auf  die  Flächen  zweiten  Grades 

(21) /ii;a  +  Äy«+C2«+2Z>2  =  £; 

die  Gleichung 
(22)  .   .  J(J  +  Ofe«);ra+  B{B  +  Cl^y^  =  k^CE^  IP) , 

wo  k^  eine  Constante  bedeutet.  Daraus  folgt,  dass  die  betrach 
teten  Curven  die  Durcbschnittslinien  jener  Flächen  mit  geradei 
Cylinderfläcben  zweiten  CSrades  sind.  Um  die  Natur  dieser  letz 
teren  näher  zu  bestimmen,  ist  es  nur  nuthig  in  (21)  die  jedei 
Fläche  zweiten  Grades  zukommenden  Voraussetzungen  zu  machen 
Alsdann  ergeben  sich  für  das  Ellipsoid 

^  +  i5i  +  ^-* 


und  die  beiden  Paraboloide 


^3        «,2 


?:  I  ST- 


respective  die  elliptischen  Cy linder 

a*     *  +      ^4     y  —  •    uoa     „«  +  ij»  — *  ' 

'  c 
wenn   ^  =  t  gesetzt  wird,    k  and  kf  können  von  0  bis  oo   wach- 
sen.    Es  ist  femer  zu  bemerken,  dass  erstere  Gleichung  von  c 
unabhängig  ist>  und,  wenn  Ä^  £  die  beiden  Halbachsen  der  durch 
dieselbe  dargestellten  Ellipse  bezeichnen,  das  Vefhiltniss 
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oder  auch 

a*      i<      a 

Mu  fiodet  feruer  fflr  die  beiden  Hyperboloide 
die  üleicbongen : 

welche  elliptiscbe  Cylinder  darstellen,  so  lange  «, ^   ,  byperbo- 

Me  aber,  wenn  a>A;'<6,  was  auch  mit  der  Natur  dieser 
Fl&chen  Tollkominen  fibereinstimnit.  k'  kann  respective  von  0 
bU  a  und  von  6  bis  00  wachsen.  Man  kann  übrigens  leicht  ein- 
sebcD;  dass  für  beide  Hyperboloide  die  Maximalwerthe  der  Nei- 
gDogsfvinkel  den  M inimal werthen  von  k'  entsprechen  and  amge- 
keiirt    Bei  allem  Vorangegangenen  wurde  a>6  vorausgesetzt 

4)  Wenn  zwei  reeiproke  Curven  sich  schneiden»  so  haben  die 
den  Dorchschnitten  respeticve  entsprechenden  reciproken  Punkte 
«ine  gemeinschaftliche  BerGhrende.  Bezeichnen  nämlich  a?| ,  yx 
und  x^,  y^  die  respectiven  Coordinaten  dieser  letzteren  Punkte, 
i.y  die  des  Durchschnittspunktes  der  reciproken  Curven,  so  ist: 

woraus  die  Gleichung  der  gemeinschaftlichen  Tangente: 

Aebniiches  findet  statt  fdr  sich  schneidende  reeiproke  Flächen. 
Bezeichnen  wieder  a^  y^  2  die  Coordinaten  eines  der  Durchschnitts- 
poDkte  dieser  Flächen,  XiyiXiPif/i  und  i^^t^p^q^  die  <!•»  respecti- 
feo  reciproken  Punkten  entsprechenden  Coordinaten  und  partiellen 
Diferentialquotienten,  so  ist: 

x=:mpi=^mp»  y=:nqi=:nq^,  z=PiXi+qiyi'-Zi=PaPP^+q^2-Hf 
H  iasB  die  Gleicbnog  der  gemeinschaftlichen  BerOhrangsebene 
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oder 

m      "  n 

Der  'geometrische  Ort  der  successiven  Durchschnittslinien  die- 
ser gemeinschaftlichen  Berührungsebenen  ist  eine  abwickelbare 
Fläche,  welche  die  beiden  reciprokeu  Flächen  umhüllt. 


II. 


Die  Maxima  der  Function 


X 

Von 


Herrn  E.  Bacaloglo 
in  Leipzig. 


Im  Bd.  CX.  der  Aunalen  der  Physik  von  Poggendorff 

(Juliheft  für  1860)  habe  ich  gezeigt >  wie  sich  die  Maxima  des 

gebeugten  Lichtes  bestimmen  lassen.    Die  Bestimmung  der  Ma- 

sin  X 
xima  der  Function ist  dazu  erforderlich,  und  wurde  a.  a.  O. 

X 

genügend  besprochen.  Dieselbe  scheint  mir  indessen,  auch  vom 
rein  mathematischen  Standpunkte  aus  betrachtet,  interessant  ge* 
nag  zu  sein,  um  den  Gegenstand  eines  besonderen  Aufsatzes  sa 
bilden. 

sin  sc 
Die  den  Maxima  der  Function entsprechenden 

X  ^ 

Werthe  desBogeosj;  besitzen  die  merkwürdige  Eigen- 


j  r^  sj  •"»^  13 

der  Function  . 

X 

Schaft,  gleich  der  Tangente  desselben  zu  sein.     Denn 

man  findet* 

X  xcosj:  —  sino: 


dx  x^  I 

ad  als  Bedingung  de.<i  Maximums 

I) 0:=  tango:. 

sin  «r 
Dass  die  entsprechenden  Werthe    von  Maximalvrerthe 

sind,  ergiebt  sich  aus 

CK    •  ."k  • 

or  2  ,  .      ^      Rina: 

dx^  ar'  '         X 

indem  (ur  arcosar  —  sinar  =  0  der  zweite  Differentialquotient  das 


entgegengesetzte  Vorzeichen  hat  von  dem  der  Function 


sind: 


Man  wird  erkennen,  dass  x  eine  gewisse  Anzahl  n  von  hal- 
ben Kreisnmf^ngen  enthält,  und  wenn  i  einen  Winkel  <^  bezeich- 
net, so  ist 

2) a?  =  9t7r-f  2  =  tangz. 

Cm  aus  dieser  Gleichung  eine  algebraische,  zur  Berechnung 

^on :,  zu  erhalten,  wird  man,  da  z>2  ist,  ^  —  ^  in  eine  conver- 
gente  Reihe 

n  cotg'z      cotg®z      cotg^i 

2— t  =  cotgz 2 1- g ij — +.... 

oder 

entwickeln.     Da  die  Reihe  eine  ziemlich  stark  fallende  ist,  so  kann 
lan  gleich  mit  dem  ersten  Gliede  abbrechen  und  es  wird 

^) (ii  +  J)«-x=^. 

Acraa«  mit  Ausschluss  der  negativen  Werthe  von  s: 
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=  Pf-' +  V  C^y  ^0'^2847016]  .  |. 

oder,  wenn  man  die  Warzeigrusse  in  eine  Reihe  entwickelt: 

6) 

1  11  1  L^         1   1.3.6 

2  'i"4  2'4.6         2*4.6.8 

X=:(n-t-i)ff — 


(n  +  i)^     [(n  +  i)5»     [(n+l)|]»     [(n+4)|]'' 

Um   den  Grad  der  Annfiberang  dieser  Formel  zu  berechnen, 
darf  man  nur  die  riebtige  Gleicbung 

7) (n  +  i);r-ari  =  ---— c 

auflösen  9   wo  £  eine  positive  Zabl  ist  und  die  Summe  der  ver- 
nacbl&Bsigten  Glieder  der  Reibe  3)  bedeutet ,  d.  i. 


woraus 


Aus  7)  folgt: 

oder 

1  11 

2  2' 4 

«i  =  («+J)«+s 


(«+i)|  +  |     [(«  +  4)^+5]« 

1    IJ  1   1.3.5 

24.6  2'2.6.8 


[(«  +  4)|  +  |]»     [(«  +  4)|  +  |)' 


der  Fünettm  ?^.  ^^ 


Horans  in  Verbinduog  mit  6): 


Ir      1  1-1 

L(«  +  i)2      ('•  +  i)2+2J 

+i.ir_i L__-| 

^*Lk«+*>I]'  E(«+4)|+|?J 

.1  l:3p__l 1 -, 

'■'•*L[(«+4)1]'  [(«+j)i+5]ü  "■ 


Es  ist  deronacb 


+-: — ^-ir[*+ — ^ir+ — ^ir+"] 

* [1  + ^ + — +....] 


oder  anchy  wenn  die  in  den  Klammern  stehenden  geometrischen 
Reihen  sommirt  werden: 

,     1  1 ! 1  . 

"*"  («+!)»*  [(«+4)»? -4     (n+t)»  +  «'[(«+i)«  +  .]«-4- 
Aof  ähnliche  Weise  ergiebt  sich : 


L(«+4)l   («+«l+d 


+  4 — ^^-[*+ — ^r  +  — ^r+ -J 

[(«  +  *)  5»        2[(n  +  l)5l«     4[(n+S)|l* 

—4 — ;-(i  + ir~;~ + \  .  +••]' 

[(»  +  »2  +  5]"        2[(n+4)|+|]«     4[(n+i)^+|]« 
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oder  aoch 

._J    1  1  1 1__ 

Berechnet  mao  also  e  aas  der  Gleicbang 


-2* 


11) 


--L      JL 


genau  bis  aaf  0,000005  füir  den  ungfiostigsten  Fall  n  =  1,  and  i 
dirt  den  Anadmck 

1 


*^"  "*"[(«+ 4)«]  [(»+i)^+0^ 


zn  dem  ans  5)  oder  6)  mit  derselben  Schärfe  gefundenen  Wert 
von  X,  8o  erh&lt  man  einen  von  dem  wahren  Werthe  am  ei 
Grosse  differirenden  Werth,  welche  kleiner  ist  als  die  Differen 

1 


% 


l(n  +  4)2lt[(«  +  i)»]«-4||[(«+i)«P-2l 

1 

l(n+;)|  +  5lt[(»  +  4)«+t?-4||[(«+4);r+«]«-2J 

der  in  den  Ungleichnngen  9)  and  10)  rechts  stehenden  GrüMe 
also  fflr  n  =  l  kleiner  als  2*.  Es  ist  demnach  der  volktindi( 
Ausdruck  fiir  x 

x=<ii  +  i)» 


1-2) 


L3 
4.6 


1.3.5 


[1  4  .        4.6        .      4.6.8       .        -l 

(n  +  ;)^      [(«+1)5»     [(«  +  »21'     [(»  +  »5' 


+  (ax»  ~  5x»y  •  ^'  +  [(«+4)«][(«+i)«+«]^ 


:v 


-\} 


=  (2«  +  l)2 
.6366198  . 0.2S80117    0.2091368    0.2118996    tt2404633 


2H  +  1    ^  (2«+l)' 


+  (3P-^)<>  + 


(2n+l)»  '  (2ii  +  l)' 

1 


(2«+l)» 


((2«  +  l)|l[(2«+l)|+t) 


). 


»     \ 


tfw  funeOoM .|  *' 

Die  in  den  KUmmern  «tebeod«  Reihe  iat  leicht  zu  berechnen, 

nxldtjede*  Glied  deraelbeo  f^rOeser  ist  als  die  Sumhe  ^dn.at- 

Kcber  TolgendeT  Glieder,  so  kann  man  mit  demjeiii|;eii  GlKüe  ab 

braclm,  welches  die  genQnscbte  AnnSbrung  ^iebl.     Bei  der  B 

Rching  d»  Correctionsgliedea    wendet  man  den  aus  der  Rei'rä 

r«^eBil«D  genüherten  Werth  von  x  und  nütbigenfalle  die  bekannten 

Auiherangsmetboden    an.     EU   brancht   übrigens    kaum    bemerkt 

180** 
R  werden,  daas  man  die  gefundenen  Resultate  mit  multipli- 

(■nmoM,  am  dieselben  in  Graden  ausgedruckt  zu  erhalten.     Auf 
iwK  Weise  ist  folgende  Tabelle  berechnet 


Werthe  t 

on  I  iMgerfrückt  m 

Muümal- 

Etilen  Mt 

weitbe  von 

Graden 

"  ^     j: 

1 

! 

4.49U(« 
7.7B256 

2570  27-  12» 
442«  VI'  28" 

18.5"  10'  16" 
182"    8'    8" 
181«  \«  -25" 
180"  44'  35" 
180"  30'  47" 
180"  22'  32" 
180"  17'  14" 
180"  13'  35" 
180"  W  59" 
180»    9'    5" 

-0.21723 
+  0.12837 

3 
1 

S 

I0.9O1I3O 
14.066198 
17.220760 
«0.371308 

624"  45'  36" 
8050  56'    1" 
986"  40'  36" 
1167»  n  23" 

1 

-0  (»132 
+  0.Ü70?1 
—0.05797 
+  0.04903 

« 

a.äl9453 
%  066063 

1W7»  33'  5.5" 
1527«  51'    r 

f 

-0.04248 
+  0.03747 

t 
10 

39.811999 
32.956.391 

1708"    4'  44" 
1888"  15'  4:1" 

A 

-0.03352 
+  0.03033 

II 

30.100622 

2068"  24'  48" 

-0.02769 

li 

39.244427 

2248"  32'  25" 

+  0.02547 

FQt  n>6  jtcDQKt  achon  die  qbgekQrzte  Formel 
11,  ,.)..i>"     /0.6306198  .  0.2lie0117s  .    1 

Es  ist  zu    bemerken,   dass  die  Maximal tverthe  der   Funrtion 

«= nach  1)  aach  durch  u=:=coa;r  aitsgedrflckt  werde«  k9ft- 

•«I,    also  proportional  dem   üueinus  der  entsprechenden  Wertbe 
TOD  X  sind. 


Th«il  XXXVI. 


1^       Uretschneider:    Bemerkungen  über  koppelt  ObelHken 


III. 

Bemerkungen  über  Koppels  Obelisken  und  Wittstein's 

Prismatoid. 

Von 

Herrn  C.  A.  Breisehneid^r ^ 

Prof.  am  Gvuinasiiiiii  zu  Gm  ha. 


In  einer  vor  wenif^en  Wochen  erschienenen  kleinen  Monogra- 
phie bat  Herr  Professor  Witt  stein  der  elementaren  Stereometrie 
eine  recht  schatzhare  Erueitenin^  verliehen  durch  EinRihrung 
eines  neuen  Körpers,  der  von  ihm  Prismatoid  genannt  ivird  und 
noch  bedeutend  allgemeiner  ist,  als  der  früher  von  Koppe  ange* 
cebene  Obelisk.  Die  Sch^vierigkeiten.  i«  eiche  letzterer  einer  ele- 
mentaren und  dabei  doch  allgemeinen  und  strengen  Behandlang 
entgegensetzt,  sind  bekannt  und  beruhen  vornehmlich  auf  der 
Nothvendigkeit ,  die  sogenannte  Neben-  oder  Erganzangsfigur  in 
Betracht  zu  ziehen.  Herr  Professor  Wittstein  bat  sich  deshalb 
veranlasst  gefunden,  eine  Darstellung  aufzusuchen^  bei  welcher 
jene  Figur  gänzlich  aus  dem  Spiele  bleibt,  und  ist  dadurch  auf 
das  Prismatoid  geleitet  worden.  Auch  ich  habe  im  Unterrichte 
jene  Schnierigkeit  empfunden  und  daher  schon  seit  Jahren  die 
Inhaltsbestimmung  des  Obelisken  auf  einem  ganz  anderen  Wege 
gegeben,  als  dem  von  Koppe  eingeschlagenen.  Der  Beweis,  am 
dem  ich  gelangt  %var.  und  der  fiir  den  Obelisken  wie  für  das  Pris* 
matoid  gleichmässig  gilt,  ist  so  allgemein  und  streng  und  dabei 
doch  &o  äusserst  einfach,  dass  ich  es  für  unmöglich  hielt ,  dass 
er  nicht  auch  Anderen  bekannt  sein  sollte.  Indessen  habe  icb 
durch  eine  Vergleicbung  vieler  neu  erschienenen  Lehrbucher  der 
Geometrie,  so  wie  noch  dareh  den  Inhalt  des  Witts tein^acben 
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SchriftclieDS,  die  Ueberzeugung  gewonneD,  dass  dem  nicht  so  ist, 
ood  theile  deshalb  im  Folgenden  meine  Art  di^r  Darstellung  des 
fraglichen  Gegenstandes  mit. 

1. 

Panllelogramme,  Dreiecke  und  Trapeze,  da  sie  Kämmtlich  aus 

OKBi  Paralielstreifen   geschnitten    werden    kunnen ,    mögen  der 

brze  halber  Streifen  Figuren  heissen,  und  die  in  ihnen  durch 

fe  Mitten  der  Schenkelseiten  zu  den  Grundlinien  gezogenen  Pa- 

nffeleo  sollen  Mittellinien  genannt  werden. 

Ist  oiin  die  GrundflSche  einer  Pyramide  eine.  StreifenBgnr 
lud  man  legt  durch  die  Mittellinie  der  letzteren  und  die  Spitze 
des  KSrpers  eine  Ebene,  so  mag  die  dadurch  entstehende  Schnitt- 
igar  die  Mittelfigur  des  Korpers  heissen,  (/..  B.  OAB  Taf.  I. 
Tig.  2.);  und  es  ist  augenblicklich  bewiesen,  dass  die  Ebene  der 
letzteren  von  den  ausser  ihr  liegenden  Kanten  oder  Ecken  der 
Gnradfläcbe  (z.  B.  C  oder  l^F)  gleich  weit  absteht.  Denkt  man 
«ick  daher  durch  diese  Kanten  oder  Ecken  zwei  Parallelebenen 
zur  Mittelfigur  gelegt,  so  ist  der  senkrechte  Abdstand  derselben 
▼OB  einander  das  Doppelte  von  dem  Abstände  jeder  von  ihnen 
ond  der  Mittelfigur,  und  mag  die  zur  letzteren  ziisreord  nete 
Hohe  genannt  werden. 

2. 

Jede  Pyramide,  welche  auf  einer  Streifenfigur 
steht,  ist  das  Doppelte  einer  zweiten  Pyramide,  welche 
dieMitteifignr  der  ersten  und  deren  zugeordnete  Hohe 
reap.  zu  ihrer  Grundfläche  und  Höhe  bat. 

Beweis.     Ist   die  Jt^nindfläche   der  gesehenen  Pyramide  ein 


rT'^e»' 


Dreieck  CEF  (Taf.  1.  Fig.  2,  a))  so  ist  das  Volumen 

OCAB  ^\OCEF  z=:\OAB,\h, 

vean  man  mit  h  die  OAB  zugeordnete  Hohe  bez<*ichnet.    Also 
vird 

0C£;F  =  2.^^. 

kt  aber  die  Grundfläche  der  gegebenen  Pyramide  ein  Paral- 
M^amm  oder  Trapez  (Taf.  I.  Fig.  %  b)),  so  zerlege  man  den  Kör- 
|tt  durch  die  Diagonalebene  OCF  in  zwei  dreiseitige  Pyramiden. 
Diu  bat  man  nach  dem  eben  Bewiesenen: 

2* 


sekneider:    Bemerkmmpen  1t§er  h'^ppe't  OMiMkem 
OCEF  =  2.^,     OCiJF=2.^^; 


OCDEF=2' r^(OAJ+  OJB)  =2.5    OAB. 


3. 

er  Ebene  sei  ein  beliebiges  mEck  gegeben  (ABCD  Ta 
ind   in   einer  zweiten  inr  vorigen   parallelen  Ebene 

fi^k  (EFCr).  Beide  Figuren  seien  mit  einander  du 
verbunden,   von  denen  jedes  eine  Seitenlinie  des  eii 

snr  Grundlinie  und  eine  Spitze  des  anderen  Vielec 
ispitze  hat.    Der  auf  solche  Weise  von  den  beiden  V 

Grundflächen  und  diesen  Dreiecken  als  Seiten Aacl 
Dssene  Körper  wird  von  Wittstein  Prisnatoid 
T  senkrechte  Abstand  beider  (irundflüchen  von  einan 
)  desselben.  Im  Allgemeinen  wird  dieser  Körper  ai 
iecke  enthalten.  Wenn  aber  zußlllig  eine  oder  mehi 
r  einen  Grundfläche  eben  so  vielen  der  anderen  pari 
mo  fallen  die  zu  diesen  Kantenpaaren  sebiirigen  Pa 
scken  in  eine  einzige  Ebene  zusammen  und  bilden 
arallelogramm  oder  Trapez.  Im  Allgemeinen  kann  i 
;en:  „ein  Prismatoid  ist  ein  Kilrper,  der  von  zwei  bc 
nander  parallelen,  Vielecken  als  Grundflächen  und 
eifenfiguren  als  Seiteuflächen  eingeschlossen  ist^' 

ein  Prismatoid  von  einer  durch  die  Mitte  seiner  EI 
u  den  Grundflächen  gelegten  Ebene  geschnitten,  so  < 
)  Figur,  welche  so  viele  Seiten  hat,  als  der  Kr»rper  S 
I,  und  welche  Hittelfigur  heiasen  mag. 


Inhalt  des  Prismatoides  ist  gleich  der  Sum 
risma  und  einer  Pyramide,  welx^he  mit  jeii 
icher  Hube  sind,  von  denen  aber  das  Pris 
telfigur,  und  die  Pyramide  den  Ueberschi 
beu  Summe  der  Grundflächen  über  die  MItt 
r  Grundfläche  hat. 

eis.  Man  nehme  in  der  Fläche  der  Mitteiflgor  «Acd 
g.  3.)  einen  beliebveB   Punkt  O  an  und  siehe  von 
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nach  alleo  Ecken  des  Körpers  Gerade.     Es  entsteht,  dadurch  eine 
Anzahl   von  ebenen  Dreiecken ,  deren  jedes  eine  Kante  des  Kör- 
pers zur  Grundlinie  und  zwei  dieser  Verbindungslinien  zu  Schen- 
keln hat     Die  Flächen  dieser   Dreiecke  zerlegen  das  Prismatoid 
UDacfast  in  so  viele  Pyramiden,  als  Grenzflächen  vorhanden  sind, 
and  zwar   bilden   diese    Grenzflächen   die  einzelnen  Grundflächen 
der  Pyramiden ,  während    O  die  gemeinsame  Spitze  ist.     Die  In- 
Ute  sämrotlicher   Pyramiden  sind  aber  augenblicklich  gefunden. 
Onn  zuerst  haben  die  auf  der  unteren  Grundfläche  ABCD  =  Cr 
mA  aaf  der  oberen  EFG  =  g  stehenden  Pyramiden  die  halbe  Hohe 
des  Prismatoides.    Nennt  man  also  letztere  h,  so  ist: 

OABCD=lGA,    OEFG^lgh. 

Die  auf  den  Seitenflächen  stehenden  Pyramiden  aber  werden 
fiNi  der  Hittelfigiir  des  Korpers  so  geschnitten,  dass  der  in  jede 
Pyramide  fallende  Theil  derselben  die  Mitteligur  dieser  Pyramide 
i^    Man  hat  also  nach  2.: 

OABE=zih.Oab, 

OBEC^lk.Obc, 

OCEF—lh.Ocd, 
u.  s.  w. 

* 

Es  ist  also  die  Somme  der  auf  sämmtlichen  Seitenflächen  stehen- 
des Pyramiden  gleich 

*  lk{Oab  +  06c+  Ocd -f  ....)  =  sA.  if, 

wenn  man  die  Fläche  der  Mittelfigur  abcdefg  mit  M  bezeichnet. 
Das  ganze  Prismatoid  P  ist  demnach  gleich 

Mit  diesem  Beweise,  der  fast  unmittelbar  der  blossen  An- 
icbaoQBg  entnommen  wird,  und  daher  selbst  niederen  Lehranstal- 
ten, wie  Gewerbeschulen  u.  s.  w.,  zugänglich  gemacht  werden 
kioo,  dörfle  meiner  Ueberzeugung  nach  wohl  allen  Ansprüchen 
genfigt  werden,  die  man  bei  einem  Gegenstände  von  so  elemen- 
tirer  Natar  und  so  weit  greifender  Anwendbarkeit  erheben  kann. 
Das  Weitere  hierfiber  kann  in  dem  W ittsteiq' scheu  ScbrilltcheB 
■lehgesehen  werden*). 

«)  Dm  Prismatoid.  Eine  Erweiterung  der  rlenieniaren  Stereometrie 
Tes  Th.  Wittftein.  Hannover,  Hahn '«che  Hofl)ii«:khandlan|(.  24  S. 
i  (KfGr.). 


HSkttn:    Auflöxung  einiger  QueMlfoia 


AuflösuDg  eioiger  Quesüons  der  nouvellesAnnalet 
de  MH.  Terquem  et  Gerono. 


siii 


Mit^ethrill  voa 
Herrn  Doctor  Otto  ßSklen 


A.  Ueber  den  ürt,  von  welchem  au«  ein  K«|tel  zwei- 
te» Grades  unter  einem  rechten  Winkel  gesehen  wird. 

O  ist  die  Spitze  des  Kegels  ;««j:' +  n'.v*  =  i* ;  *(|i)0  und 
^(l'VC)  "'"<'  '"'C'  Punkte  auf  demselben.  Alan  setze  zur  Ab- 
kürzung : 


-h- 


=  a'.    «»'i 


so  finden,  h  eil  die  Punkte  JO  und  M'  auf  dem  Kegel  liegen,  fol- 
gende Gleichungen  statt: 


»gen  der  Ehi 

nibrcn,  sind: 


welche  den  Kegel  in  den  Garaden 


durch   Elimination  zaenl  von  h   ud 
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,         I«— «y     -  «*  ,    -     n 

3)         ^.^«  ^  ;y  m*  -  2^»  ^.^.  ^  „y  a  +  a'  =  0 . 

Aebdficfa  sind  die  Gleichungen  für  a'  und  6';  mithin  sind  die 
xirdWorzeln  von  3)  gleich  a  und  a\  und  diejenigen  von  4)  gleich 
I  ud  6'.    Wir  wollen  nun  zunächst  annehmen,  dass  die  Tangen- 

Inl- Ebenen  2)  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  findet  die  Be- 

Agaogsgleichung  statt: 

5)  an" -l-M' 4-1=0. 

Abs  3)  erhält  man   für   das  Produkt  beider  Wurzeln    das  Glied 
•hie  a,  also: 


ebeoso  aas  4): 


//!««« +  nV      ' 


«2 fn^^^ 


nitliin  nach  5): 

6)  m«(l  ~n«)ara+n«(l— m«Xy«+(m«+n«)t*  =  0. 

Sollen  aber    die    Berfihrungslinien    OHfl  und   OM'    auf  einander 
senbeefat  stehen,  so  muss  die  Gleichung  statt  finden: 

7)  «^;  +  **'  +  ,  =  0. 

oder 

8)  m*(n«— 1)0?« + «^(m« — %«  +  (m« + «2)z«  =  0. 

Aus  6)  ergibt,  sich  der  Satz  (Lehrsätze   und  Aufgaben 
TOD  Magnus,  8.321.): 

I 

Die  Durchschnittslinie  von  zwei  zu  einander  senkrechten 
Tangential  -  Ebenen  eines  Kegels  vom  zweiten  Grade  be- 
wegt sich  ebenfalls  auf  einem  Kegel  zweiten  Grades. 

Da  die  Tangential -Ebenen  (Erzeugenden)  des  Erzeugungske- 
f^  senkrecht  stehen  auf  den  Erzeugenden  (Tangential -Ebenen) 
des  gegebenen  Kegels,  so  lassen  sich  durch  Uebertragung  auf 
den  ErgänzuDgskegel  aus  manchen  Sätzen  über  den  Kegel  neue 
lUeiten,  wobei  man  zu  berücksichtigen  hat,  dass  einer  durch  die 
^pitie  gebenden  Geraden  (Ebene)  des  ersten  Kegels  eine  durch  die 
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Spitze  geheode  Ebene  (Geraden)  des  zweiten  eatvprieht  (C hael  es, 
Ac.  de  Brozelles  1830).  Wir  leiten  aboau  des  voriges  Ssts 
diesen  ab: 

Die  Ebene  von  zwei  zn  einander  seakreeMen  Ersengen- 
den  eines  Kegel«  rom  zweiten  Grade  lonbfilU  aoch  elpen 
solchen  Kegel. 

Ao0  8)  folgt: 

Die  Darcbschnittaliiiie  von  zwei  Tangential  -  Ebenen  «nes 
Kegeln  Tom  zweiten  Grade,  deren  Berfibrongafiniea  anf 
einander  senkrecht  atebeo,  bewegt  sich  auf  einem  Kegel 
zweiten  Grades. 

Mit  Hülfe  des  Ergänznngskegels  findet  man  weiter: 

Die  Ebene  zweier  Erzeugenden,  deren  Tangential-Ebenen 
auf  einander  senkrecht  stehen,  nnihüllt  einen  Kegel  zwei- 
ten Grades. 

Für  die  sphärischen  Kegelschnitte  (Darchschnitte  eines  Ke- 
gels mit  einer  conceiitrischen  Kugel)  ergibt  sich  hiemach  folgende 
Zusamroenstelinng : 

Die  Spitze  einen  von  zwei  Bugen  grünster  Kreise  gebildete« 
rechten  Winkels,  welche  einen  sphirischen  Kegelschnitt  umhfillen, 
beschreibt  einen  zweiten  sphärischen  Kegelschnitt.  Der  Quadrant 
eines  grussten  Kreises,  dessen  Endpunkte  sich  auf  einem  sphäri- 
schen Kegelschnitt  bewegen,  umhSJIt  auch  einen  solchen  Kegel- 
schnitt. Zwei  weitere  Bogen  grSsster  Kreise,  welche  den  ersten 
sphärischen  Kegelschnitt  in  den  Endpunkten  des  Quadranten  tan- 
giren,  schneiden  sich  ebenfalls  auf  einem  sphärischen  Kegeschnitt 
Wenn  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Bugen  grusster  Kreise  einen 
sphärischen  Kegelschnitt  tangiren,  so  nmhOllt  ein  dritter  grOaster 
Kreis,  welcher  durch  die  Berfihmngjtpnnkte  geht,  wieder  einen 
sphärischen  Kegelschnitt. 

B.  Von  der  Aufgabe:  „den  Ort  zu  finden,  von  wel- 
chem aas  ein  Kegel  zweiten  Grades  unter  einem  gege* 
benen  schiefen  Winkel  gesehen  wird**,  theilte  mir  Herr 
Professor  Banr  an  der  polytechnischen  Schule  in  Stuttgart  fol- 
gende LSsung  mit 

Gleichonft  des  Kegels: 


•j 
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ddchng  dar  Tangential  •  EKnhi6  im  Punkte  oryz  nach  den   lau- 
fendit  Coordinaten  Xi»  yi,  Zi : 

oder 

« 

mi-tffgi-twzi^O  mit  der  Bedingung  Au^+Bv*  +  C9ß^sz0. 


h  beiden  durch   einen  Punkt  xjfz  an  den  Kegel  gelegten  Tan- 
lütial* Ebenen  liefern  also  vier  Gleichungen  folgender  Art: 

Uia+Viy+Wix=s0, 

t^^-f  t^+«%2  =^  0; 

2) 

ilti»« + Äü,*  +  ftr*« = 0. 

Der  Winkel  s  zwischen  beiden   Ebenen  wird  gegeben  durch  fol 
Seode  Gleichung: 

C08€  ^ 


•der  loch 
?)  (ttiU»+rirtfiPiWa)*tgH 

Ais  1)  ergibt  sich: 

PitCi-gttOi  ^  eot«a— <«VI|  _-  «!<>»— «jg! . 
X  y  1  ' 

famer  findet  sich : 

C(triiia— töitti)*+  B(«i»i— «Ä<>i)' 

•der  vermSge  2) : 

Settt  man 

— 2AuiU^ — 2Bvit%  —  20wiU>^  =2  P 

vod  schreibt  die  zwei  weiteren  Gteichungen,  welche  sich  aus  der 
hüten  durch  Vertauschung  der  Boehstaben  ableiten  lassen,  so 
kt  man: 
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Ä(»|tt?2— i?aWi)*+  A(wiU^ — ««'««i)*  =  WiW^P 
In  Folge  dessen«  geben  die  Gleichungen  4): 

^>  p  -  y«  -  2« 

tlltlsP  V1V2P  WiW^P 


Die  drei  letzten  Glieder  geben  ^  wenn 


V-4^ßc(^'  +  ^  +  9  =  Ä 


ist: 

tt|tig      __       g|t?2 toitoa 

Cy«  +  Ä2«  ■"  212«+  Cr«  ""  Äa:«  +  Ay^ 

— ^AuiU^ — ^Bvit^ — 2Ctü|tü2 


"^  -  2il(Cya+  Ä«)— 2Ä(/<i«  +  Cx^)-^W{Bx^  +  .ly«)  "~"  Ä«  ^ 
weshalb  diese  Glieder  ersetzt  werden  können  durch: 

VCjfÄ+Äz«'^/  "M2«+C:a;«^y  ~  V^a:ä  +  ^iy«^y  • 

Hiernach  verwandelt  sich  5)  in 

t?|t02 — PgtO|  __  t0|tt2 — W%Ui  ^  «iPa  — ttgt?| 

o:  ""  y  ""  2 

"-"Q^a  +  i?2«^""j2«+Cr«^-Äa;«+Jy«^' 

Ersetzt  man  derogemäss  in  3)  die  Ausdrucke  mit  u,  v,  to  dui 
ihre  Proportionalen,  so  erhält  man  als  Gleichung  des  verlang^ 
Orts: 

0=g5Kfi  +  C)a:«  +  (C+^)2^«+(^  +  Ä)2«)*tg«£-a:«--y«--; 

oder  nach  der  Bedeutung  von  /2: 
6)       0  =  {(il+Ä+C)(a:«+y«+2«)— ^lr*-Ä2^a-G«|« 

+  4ilÄc(~+^  +  Q(«a+3^+2«)cotg«£. 
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l^  Kegel  ist  also  vom  vierteD  Grade,  weil 'er  ebensowohl  dem 
Winkel  n— £  als  deiq  Wtokel  £  genügt. 

C  Eine  Ellipse  erzeugt  durch  Drehung  um  eine  in 
ihrer  Ebene  befindliche  Gerade  einen  Wulste  dessen 
Scbaittmit  einer  doppelten  Beruhrungs-Ebene  sich  auf 
tiier  zur  Drehangsaxe  senkrechten  Ebene  in  zwei  Elllp- 
fei  projicirt,  welche  einen  gemeinschaftlichen  Brenn- 
pinkt  in  der  Drehungsaxe  haben. 

Beweis.    (Von  Herrn  Professor -B au r).     Der  Kegelschnitt 

wird  ?on  der  Geraden  z=^mx  berührt,  wenn  die  Gleichung 

{A^Wm  +  Bm^x'^  +  2(Z>  +  Em)x  +  Af  =:  0 

zwei  gleiche  and  reelle  Wurzeln  hat,  d.  h.  wenn 

{D  +  Em)^  =  K(,A  +  20ii+ Am«) ; 

and  beide  Werthe  von  m,  welche  aus  letzterer  Gleichling  folgen, 
werden  gleich  gross  aber  entgegengesetzten  Zeichens,  yrenn 
ED=KC;  es  wird  nämlich: 

^     AK'-D^AKC—CD^       AED-CD^      D  AE—CD 
"^"-  E^-^BK  "  CE^—  CBk  ~"  C£*^—  BED  ""  E '  CE^BD ' 

Unter  dieser  Voraussetzung  erhalten  die  beiden  aus  dem  Ursprung 
ao  den  Kegelschnitt  gezogenen  Tangenten  von  entgegengesetzten 
Seiten  her  gleiche  Neigung  gegen  die  or-Axe.  Die  Halbmesser 
der  Parallelkreise,  in  welchen  der  Wulst  von  einer  im  Abstand 
•  voD  der  .ry-Ebeiie  zu  letzterer  parallelen  Ebene  geschnitten  wird, 
werden  darch  die  Wurzeln  folgender  Gleichung  nach  r  angegeben : 

Jr«  +  Ä2«  +  2Crz  +  2/>r +2£2  +  Jf  =  0. 

Setzt  man  z=:mx  und  x  =  rco8u,  so  ergibt  sich  als  Polarglei- 
cboDg  der  Projektion  der  Schnittkurve  der  Ebene  %:=ZTnx  mit  dem 
Wulst  folgende  zwischen  r  und  u: 

0=  (2<  +  2Cmcosu  +  Äm«cos*K)r«  +  2(D+Emcosu)r  +  K. 

miem  maa  in  1)  x=rcostf  and  z=zmrcosu  setzt« 

Man  setze 

_      JE       ^_BE   ^_B   AE^CD 
p p.    6  --gr^m  —  C'CE-^BD 


2^  Bökien:    AMfi§tmm§  ekmi§er  Queulmu 

nd 

^      .        £»   ,     £  AE-^CD 

wodurch 

trird,  so  ▼erwandelt  sieh  die  Torige  Gleicfaong  ia  folgemfo: 

0  =  (1— «^siD^a-f  2ecosaco6ai-|>«*co8*ai)r*— 2|pr(l  -|>eeo8aeosic)-|-fl' 

=:|(1  +  ecosacoitai)* — «*8iD\rsin*ai]r* 

-^pr  1 1  -f  ecosocosK  -|>e8inasinai-f  1  -{-ecoBoeimu — esinosiiiti )  -ffP* 

=:|r(l  +  eco8{a— «))— pJ|Kl  +  «co»{a  +  ii))— /»J, 

r—  /> 

1-f  ^C08(«Tv)* 

Diess  ist  die  Gleichung  tweler  Kegelschnitte  mit  gemdoschaft* 
lichem  Brennpunkt  in  Ursprung,  deren  Axen  mit  der  -fx-Aze 
nach  entgegengesetsten  Seiten  hin  den  H'inkel  a  machen. 

D.  Eine  Figur  bewegt  sich  ohne  Verinderung  ihrer 
Gestalt  so,  dass  drei  Gerade  derselben  je  eine  Kreia- 
Evolvente  umhfillen;  alsdann  Ist  diess  auch  bei  jeder 
weiteren  Geraden  in  der  Figur  der  Fall. 

I.  Wenn  sich  ein  Polygon  ohne  Verinderung  sei« 
ner  Gestalt  (%vohl  aber  seiner  Grosse)  so  bewegt,  dass 
Ton  drei  nicht  in  Einer  Ecke  ausaiumenstossendea  Li- 
nien desselben  (Seiten  oder  Diagonalen)  sich  jede  um 
einen  in  ihr  befindlichen  festen  Punkt  dreht;  so  dreht 
sich  auch  jede  andere  Linie  des  Polygons  um  einen 
in  ihr  befindlichen  festen  Punkt.  Die  Drehnngspunkte 
s&mmtlicher  in  Einer  Ecke  znsammenstossenden  Li- 
nien liegen  auf  einem  Kreis,  der  durch  diese  Ecke  geht. 
Man  erhält  somit  für  jede  Ecke  des  Polygons  einen 
Kreis;  alle  diese  Kreise  haben  einen  gemeinsanes 
Durch  Schnittspunkt. 

Man  nehme  tonächst  an,  dass  zwei  durch  die  Ecke  A  des 
Polygons  gehende  Linien  sich  um  feste  Punkte  drehen;  dn  bei 
der  angegebenen  Bewegung  das  Polygon  seine  Gestalt  beibehnl* 
ten  soll,  so  mflssen  die  Winkel  aller  in  A  tusammenstossenden 
Linien  konstant  bleiben,  woraus  mit  Hülfe  des  Satzes,  dasa  glei* 
eben  Peripherlewtnkeln  gleiche  Bigen  entsprechen,  sogleich  folgt. 
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6m»  alle  durch  A  geheod«  Linieo  sich  um  feste  Punkte  drehen 
■ilMent  welche  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  durch  A  liegen. 
Wenn  sieh  nun  eine  durch  eine  andere  Ecke  B  des  Polygons 
gebende  Linie  ebenfalls  uro  einen  festen  Punkt  dreht,  so  müssen» 
4a  aaeh  dem  Vorhergehenden  auch  AB  sich  uro  einen  festen 
Poakt  dreht,  alle  in  B  zusaromenstossen den  Linien  sieh  um  feste 
Pakte  drehen,  die  ebenfalls  auf  Einem  durch  B  gehenden  Kreise 
ifgen.  Es  sei  C  eine  dritte  Ecke.  Die  Linien  CA  und  CB  dre- 
let  sich  uro  feste  Punkte,  also  thun  es  auch  alle  übrigen  durch 
C  gehenden  Linien  u.  s.  f.  Man  nehme  irgend  drei  von  den  durch 
die  Ecken  des  Polygons  gehenden  Kreisen;  dass  sich  dieselben 
In  Einem  Punkte  schneiden,  länst  sich  sehr  leicht  beweisen.  Zwei 
derselben  und  ein  vierter  Kreis  schneiden  sich  somit  auch  In 
Einem  Punkte,  mithin  schneiden  sich  alle  vier  Kreise  in  Einem 
Punkte  a.  s.  w. 

2.  Dreht  sich  bei  der  im  vorigen  Satz  genannten  Bewegung 
des  Polygons  beim  Uebergang  von  einer  Lage  in  die  andere  eine 
Linie  um  einen  Winkel'  ck,  so  dreht  sich  auch  jede  andere  Linie 
um  den  Winkel  a.  Man  überzeugt  sich  davon  leicht,  wenn  man 
dnrch  einen  festen  Punkt  Parallelen  mit  allen  Linien  des  Poly- 
gans  sieht.     Die  Winkel,  welche  diese  Parallelen  unter  einander 

,  müssen  konstant  bleiben,  weil  das  Polygon  seine   Gestalt 
ftndert;  dreht  sich  also   Eine  solche  Parallele  uro  den  Win- 
kel a,  so  drehen  sich  auch  alle  andern  uro  diesen  Winkel. 

3.  Es  seien  r,  r',  r"  drei  konstante  Grössen;  roan  ziehe  mit 
drei  Linien  des  Polygons  Parallelen  in  den  Abständen  ra,  r'a^ 
T^ff,  welche  ein  Dreieck  bilden.  Durch  weitere  Ziehung  von 
Parallelen,  zunächst  durch  die  Ecken  dieses  Dreiecks  und  dann 
dnreh  die  neuen  sich  ergebenden  Schnittpunkte  mit  den  entspre- 
chenden Linien  des  gegebenen  Polygons,  erhält  man  ein  zweites, 
dem  ersten  ähnliches  und  für  jeden  Werth  von  a  vollständig  be- 
stlramtes  Polygon.  Der  Abstand  irgend  einer  vierten  Seite  oder 
ihres  Drehungspunkts  im  gegebenen  Polygon  von  der  ihr 
entsprechenden  parallelen  Seite  im  zweiten  Polygon  ist  gegeben 
durch  einen  Ausdruck  von  der  Form 

a.Ttt'^br'u-Ycr''a=:a{ar-{-br'  -\'>cr^)^ 

io  welchem  a,  6,  e  konstante,  nur  von  den  Winkeln  des  gege- 
benen Polygons  abhängende  Grossen  sind.  Der  allgemeine  Aus- 
drock  des  Abstands  irgend  einer  Seite  des  zweiten  Polygons  von 
dm  festen  Drehungspunkte  der  parallelen  Seite  ist  somit 

A.o, 

«e  k  eine  Konstante  bedeutet. 


I 

i 
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4.  Wenn  eine^gerade  Linie  in  einer  Ebene  sich  so  bewef^,  dass 
ihr  Abstand  von  einem  festen  Punkte  proportional  ihrem  Drehangs. 
winket  ist,  so  umhüllt  sie  die  Evolvente  eines  Kreises,  dessen 
Mittelpunkt  der  feste  Punkt  ist  Unter  Drehungswinkel  ist  der 
Winkel  verstanden,  welchen  die  Gerade  in  irgend  einer  Lage 
mit  ihrer  ursprünglichen  Richtung  bildet,  wo  sie  durch  den  festen 
Punkt  ging. 

5.  Wenn  sich  die  beiden  in  3.  betrachteten  Polygone  drehen, 
so  umhüllen  die  Seiten  des  zweiten  Evolventen  von  Kreisen,  welche 
in  den  festen  Drehungspunkten  der  Seiten  des  gegebenen  Poly- 
gons ihre  Mittelpunkte  haben;  denn  die  Abstände  ra,  r^a,  r^a^ 
ka  sind  dem  Drehungswinkel  a  proportional.  Da  nun  durch  die 
Bestimmung  der  Constanten  r,  r',  r"  und  also  der  Abstände  ra, 
r'a,  r"a  dreier  Seiten  des  zweiten  Polygons  von  den  entsprechen- 
den Drehungspunkten  auch  der  Abstand  k,a  irgend  einer  weite- 
ren Seite  von  dem  entsprechenden  Drehungspunkt  gegeben  ist, 
so  folgt  hieraus  der  oben  unter  D.  mitgetheilte  Satz. 

Aus  der  .obigen  Darstellung  gebt  noch  iveiter  hervor:  Die 
Mittelpunkte  aller  Kreise,  deren  Evolventen  von  sol- 
chen Geraden  des  Polygons  umhüllt  werden,  die  in 
einer  Ecke  convergiren,  liegen  je  auf  Einem  Kreise. 
Jeder  Ecke  des  Polygons  entspricht  also  ein  derarti- 
ger Kreis.  Alle  diese  Kreise  haben  einen  gemeinsame«. 
Schnittpunkt 

6.  EiS  ist  nicht  noth wendig,  dass  die  Abstände  ra,  r'a,  r''a, 
ku  alle  mit  a  verschwinden,  oder  dass  die  Geraden  des  Polygons 
zugleich  durch  den  Ursprung  der  Kreisevolventen  gehen.  Man 
kann  z.  B.  statt  ra  auch  r(a  —  a*)  setzen,  wo  a'  ein  konstanter  Win- 
kel ist;  dann  verwandelt  sich  ka  in  Ica^ra';  die  Polygonseiten, 
deren  Abstände  von  den  Kreismittelpunkten  r(a — a')  und  ka—ra' 
sind,  umhüllen  auch  jetzt  noch  Kreisevolventen. 

7.  Man  nehme  an,  die  Grössen  r,  r',  r''^  seien  nicht  konstant 
sondern  Functionen  des  Drehungswinkels  a,  z.  ß.  =:a^.const., 
so  ist  auch  /:=o^.const  Hierauf  beruht  der  Satz:  Wenn  ein 
Polygon  ohne  Veränderung  seiner  Gestalt  (aber  sei- 
ner Grösse)  sich  so  bewegt,  dass  drei  seiner  Sei  ten 
Curven  umhüllen,  bei  welchen  der  Abstand  der  Tan- 
gente von  einem  festen  Punkt  der  mten  Potenz  des 
Winkels  proportional  ist,  welchen  die  Tangente  mit 
einer  festen  Geraden  bildet,  so  umhüllen  auch  alle 
übrigen  Seiten  des  Polygons  derartige  Curven.  Die 
festen  Punkte  liegen  auf  Kreisen,  wie  in  5. 
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Eine  weitere  Verallgemeinerung  ist  diese:  Wenn  die  Functio- 
neo  ffT^^  r*  die  Form  haben  o^.const. -f  a".const.-f  ••••>  so  hat 
aoeh  k  diese  Form. 

S.   Bei  Anwendung  der  Transformation   durch  reciproke  Ra- 
dieoTektoren   auf  die  Figur  des  ersten    Satzes   verwandelt   sich 
die  Dmie  in  eine  Kugel,   die  Seiten  des   Polygons   werden  zu 
Kmeo,  die  einen  gemeinschaftlichen   Durchschnittspunkt  O'ha- 
*       bea,  die  Winkel   zwischen  zwei  Polygooseiten  und  den  entspre- 
dbcDden  Kreisbugen  bleiben  sich  gleich^  mithin  hat  man  den  Satz : 
,       Alf  einer  Kugel    bilden  mehrere,  durch  Einen  Punkt 
0  gehende    Kreise    mit    ihren    übrigen    Durchschnit- 
tcB  ein  Kreisbogenvieleck,   welches  sich  so  bewegt« 
dass  die   Winkel,    die   je  zwei   Kreisbogen    in    ihrem! 
[      Dorcbschnitt  mit  einander  bilden,  konstant  sind,  und 
dans  von  drei  nicht  in  Einer   Ecke  zusanimenstossen- 
deo  Seiten  des  Vielecks  sich  jede  um  «inen  in  ihr  lie- 
genden festen  Punkt  (ausser  O)  dreht,  so   dreht  sich 
aoeh  jede  andere  Linie  des  Vielecks  um  einen  in  ihr 
liegenden  festen  Punkt.    Die  Drebungspunkte  sämmt- 
iicber  in  Einer'Ecke  zusammenstossenden  Linien  lie- 
fen auf  einem  Kreise,  der  durch  diese  Ecke  geht.    Man 
erfcXit  somit  für  jede  Ecke  des  Vielecks  einen  Kreis, 
welche  alle  einen   gemeinsamen   Durchschnittspunkt 
haben. 


r 

I 
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Ueber  die  Rektifikation  der  Linien  anf  den  Flichea. 

•     Von 

Herrn  Doctor  Otto  Böklen 

SU  Salx  fi.  N.  iiu  König^reich  Wärtetnherp 


1.  Gegeben  sind  zwei  Flächen  and  anf  einer  der« 
selben  liegt  ein  fester  Punkt,  Fon  welchem  ein  Fadet 
▼  on  anveränderlicher  LSnge  ausgeht,  der  Ober  beid« 
Flächen  gespannt  ist,  so  da^s  er  auf  der  ersten  elH 
geodätische  Linie,  dann  eine  gemeinschaftliche  Tan- 
gente der  zwei  Flächen  und  endlich  wieder  eine  g«o« 
dätische  Linie  auf  der  zweiten  Fläche  bildet.  Wen* 
sich  nun  der  Faden  um  den  festen  Punkt  dreht,  so  be- 
schreibt sein  beweglicher  Endpunkt  auf  der  zweitei 
Fläche  eine  Curve,  die  der  Faden  Gberall  rechtwlot 
lig  schneidet.  A  sei  der  feste  Punkt,  AB  und  AC  sind  iw6 
sehr  nahe  Lagen  des  Fadens;  wäre  der  Winkel  bei  ß  schief,  » 
könnte  man  CD  senkrecht  auf  ßC  ziehen ;  dann  wäre  in  dem  bi 
endlich  kleinen  rechtwinkligen  Dreieck  BCD,  BD  die  Hypoti 
nuse,  somit  grösser  als  CD;  mithin  würde  AD+DC  <  A 
AD+DB,  ^Aß,  <i4C  sein,  was  sich  mit  der  Bedingung  nid 
▼ereinigen  lässt,  dass  AC  ein  gespannter  Faden  sein  soll.  Diese 
Satz  hat  auch  dann  noch  seine  Geltung,  wenn  «ich  die  erste  Fläch 
auf  einen  Punkt  reducirt;  man  erhält  dann  folgendes  Corollar: 

■ 

1.  Wenn  einer  Fläche  ein  Berührungskegel  om 
schrieben  ist,  und  jede  Erzeugende  des  Kegels  auf  de 
Fläche  durch  eine  geodätische  Linie  verlängert  wird 
so   dass   die  Länge  der  Erzeugenden  und  der  geodäti 


der  Unien  auf  den  Fideken.  33 

•cheo  Linie  zusammen  konstant  ist,  so  schneiden   die 
geodätischen  Linien   die   Verbindungslinie  ihrer  End- 
punkte auf  der  Fläche  rechtwinklig.    Liep^t  aber  der  feste 
Paskt  aaf  der  zweiten  Fläche  selbst«  so  ergibt  sich  der  bekaiinli^ 
Salz  Ton  Gauss  (Disquisitiones):    Die  von  einem  Punkt  einer 
V\idke  aus  gezogenen  gleich  langen  geodätischen  Linien  schnei- 
det die  Verbindungslinie  ihrer  Endpunkte  rechtwinklig. 

Die  Converse  des  ersten  Satzes  lautet  so: 

3.  Gegeben  sind  zwei  Flächen  und  auf  einer  der- 
selben ein  fester  Punkt,  von  welchem  ein  Faden  ?on 
iBveränderlicher  Länge  ausgeht,  der  fiber  beide  Flä- 
chen so  gespannt  ist,  dass  er  auf  der  ersten  eine  geo- 
ditiscbe  Linie,  dann  eine  gemeinschaftliche  Tangente 
beider  Flächen  und  endlich  auf  der  zweiten  auch  eine 
feodätische  Linie  bildet.  Wenn  sich  nun  der  Endpunkt 
des  Fadens  auf  der  zweiten  Fläche  so  bewegt,  dass 
die  TOD  ihm  beschriebene  Curve  überall  von  dem  Fa- 
den senkrecht  geschnitten  wird,  so  bat  der  l«;tztere 
eine  osveränderliche  Länge.  AB  und  i^C  sind  zwei  sehr 
oalit  Lagen  des  Fadens  und  die  Winkel  bei  B  und  C  rechte. 
Wäre  Dan  AB^  ACf  so  konnte  man  auf  AB  den  Punkt  D  an- 
•ehiMii,  so  dass  AD^i^AC.  Dann  müsste  nach  1.  der  Winkel 
DCA  ein  rechter  sein,  was  mit  der  Bedingung  nicht  übereinstimmt, 
dass  Winkel  BCA=i90^  sein  soll.  Dieser  Satz  gilt  auch  dann 
aoch,  wenn  sich  die  erste  Fläche  auf  einen  Punkt  reducirt;  es 
ergibt  sich  dann  die  Converse  von  2. : 

4.  Man  verlängere  alle  Erzeugenden  eines  Berüh- 
raagskegels  einer  Fläche  durch  geod«*! tische  Linien, 
so  dass  sie  die  Verbindungslinie  ihrer  Endpunkte 
senkrecht  treffen;  dann  ist  die  Summe  jeder  Erzeu- 
genden und  ihrer  geodätischen  Verlängerung  konstant. 
Liegt  der  feste  Punkt  endlich  auf  der  zweiten  Fläche,  so  folgt 
dieser  Satz :  Wenn  die  von  einem  Punkt  auf  einer  Fläch«*  aus 
geto^eoen  geodätischen  Linien  die  Verbindungslinie  ihrer  Endpunkte 
rechtwinklig  treffen,  so  sind  sie  gleich  lang. 

Die  genannten  Theoreme  lassen  sieh  noch  auf  zwei  Arten 
ferailgenieinern,  die  aber  bloss  an£;edeutet  werden  mögen:  wir 
können  in  1.  statt  des  testen  Punkts  A  eine  beliebige  Curve  an- 
aehnen,  von  deren  einzelnen  Punkten  unter  rechten  Winkt^ln  ge- 
spannte Fäden  von  unveränderlicher  Lange  ausgehen.  Ferner 
IWbt  die  Beweisführung  dieselbe,  ob  der  gespannte  Faden  direkt 
aaf  die  zweite  Fläche  übergeht,    oder  ob   er  vorher  eine  Reihe 
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von  zwischen  liegenden  Flächen ,  jede  in  einer  geoditl8chen  Link 
Qherschreitet ;  die  all  gemeinste  Fassung  des  ersten  Satse«  an 
seiner  Converse  3.  lautet  also : 

5.  Gegeben  ist  eine  Reihe  von  Flächen,  und  au 
der  ersten  eine  Curve,  von  deren  einzelnen  Punkte 
unter  rechten  Winkeln  gespannte  Fäden  von  uover 
änderlicher  Länge  ausgehen,  die  über  die  anderen  Flft 
chen  hingehen  bis  zur  letzten,  so  dass  sie  auf  jede 
Fläche  eine  geodätische  Linie  und  zwischen  je  zwe 
Flächen  eine  gemeinsame  Tangente  bilden.  Diese  Fi 
den  schneiden  die  Verbindungslinie  ihrer  Endpunkt« 
auf  der  letzten  Fläche  rechtwinklig.  Umgekehrt 
schneiden  sie  diese  Verbindungslinie  rechtwinklig 
so  sind  sie  von  gleicher  Länge. 

6.  Es  sind  zwei  Flächen  gegeben  und  auf  der  erstei 
zwei  feste  Punkte  A  und  B.  Ein  Faden  ist  darel 
einen  Stift,  dessen  Spitze  liber  die  zweite  Fläche  hin« 
gleitet,  so  gespannt,  dass  er  von  A  aus  gehend  siel 
über  die  erste  Fläche  in  einer  geodätischen  Linie  biegt, 
hierauf  eine  gemeinschaftliche  Tangente  beider  Fli- 
ehen und  dann  wieder  eine  geodätische  Linie  auf  dei 
zweiten  Fläche  bis  zum  Stift  bildet.  Der  andereTheil 
des  Fadens  besteht  von  da  aus  wieder  aus  einer  geo- 
dätischen Linie  auf  der  zweiten  Fläche,  aus  einer  ge- 
melDschaftllchen  Tangente  beider  Flächen  und  am 
einer  geodätischen  Linie  bis  B,  Wenn  sich  der  Stifl 
bewegt,  so  dass  der  Faden  gespannt  bleibt,  so  bildet 
die  von  ihm  beschriebene  Curve  mit  den  beiden  la 
jedem  ihrer  Punkte  zusammenlaufenden  FadenstGckea 
gleiche  Winkel.  Um  diess  zu  beweisen,  nehmen  wir  (Taf.L 
Fig.  4.)  zwei  sehr  nahe  Punkte  o  und  o'  auf  der  vom  Stift  b» 
schriebenen  Curve  an,  so  dass  also  oo'-  eine  Tangente  ist,  mid 
ziehen  om  senkrecht  auf  Ao' ,  o'vn!   senkrecht  auf  Bo\  nun  ist: 

Ao-\^BozsiAo''\-Bo' ,    Bo=zBm'+fn'o,    Ao':=:Am'l-mo'\ 

mithin : 

Ao  +  Bm!  +  m'o  =  /Im  -|-  mo'  +  Bo'. 

Nach  I.  aber  ist: 

Ao^i  Am  und    Bm'  =  Bo\    also   m'o  =  mo', 

•Die  beiden    unendlich    kleinen  Dreiecke  oo'm   und  oo'm'  habei 
also  die  Hypotenuse  oo'  gemeinschaftlich,    und  die  GalhetiB  o« 
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ad  o'm  gMcb,   mithin  sind  sie    kongruent,    voraus   nofort  die 
Gidcblieit  der  Winkel  m'oo'  und  mo'o  Tolgt. 

üiMer  Sati  lässt  sich  «ehr  leicht  umkehren,  nenn  man  an- 
nnmt,  dass  die  Cnrre  auf  der  zweiten  Fläche  gegeben  ist  und 
Tot  dotelben  unter  gleichen  Winkeln  die  beiden  FadenntOcke  nach 
.  des  feileD  Punkten  A  und  B  der  sweiten  Fläche  so  ausgehen, 
dl«  jedes  Stfick  zwei  geodätisdie  Linien  auf  den  Flächen  und 
iiiidien  beiden  eine  gemeinsame  Tangente  bildet;  es  muss  nun 
dieSamme  der  beiden  Fadenstdcke  konstant  sein.  Der  Beireis 
Mgt  ans  dem  dritten  Satze. 

Mit  Rflcksicht  auf  5.  gelangen  wir  zu  folgender  Verallgeroei- 
leniDg  von  6. : 

7.  Es  ist  eine  Anzahl  von  Flächen  gegeben,  und 
lof  der  ersten  und  letzten  liegen  zwei  ('urven;  ein 
Fiden  geht  von  der  ersten  Curve  rechtwinklig  aus,  so 
di88  das  eine  Stück  Aber  mehrere  der  gegebenen  Flä- 
chcD  gespannt  ist»  abwechslungsweise  aus  geodätl- 
»cheo  Linien  und  gemeinschaftlichen  Tangeuten  be- 
stebeod;  das  andere  Stock  gebt  von  der  zweiten  Curve 
rechtwinklig  aus  und  ist  auf  ähnliche  Weise  über  die 
tadern  Flächen  gespannt;  der  Punkt,  in  welchem  beide 
Fadenstüeke  zusammentreffen,  beschreibt  auf  einer 
der  genannten  Flächen  eine  Curve,  mit  welcher  die 
beiden  Theile  des  Fadens  gleiche  Winkel  bilden. 

Bei  der  Bewegung  eines  gespannten  Fadens,  der  von  einem 
festen  Punkte  A  einer  Fläche  ausgeht,  sind  zwei  Fälle  zu  unter- 
•cbeiden;  der  gewühnlicbste  Fall  ist  der,  wo  der  Faden  in  jeder 
Lage  eine  andere  von  A  ausgehende  geodätische  Linie  bildet; 
die  Bewegung  kann  aber  auch  so  sein,  dass  der  Faden  auf  der 
Fliehe  nur  Eine  von  A  ausgehende  geodätische  Linie  bildet, 
fiuin  ist  die  Ebene,  welche  durch  zwei  aufeinander  folgende  Lagen 
^jenigen  Theils  des  Fadens  bestimmt  wird,  der  eine  geroein- 
Mbaftliche  Tangente  beider  Flächen  ist,  eine  Oskulations- Ebene 
b  Endpunkt  der  geodätischen  Linie  auf  der  ersten  Fläche,  also 
Mrmal  auf  dieser,  und  eine  Tangential  •  Ebene  im  Anfangspunkt 
^  geodätischen  Linie  auf  der  zweiten  Fläche.  Dieser  spezielle 
Fall  trifft  zu,  wenn  beide  Flächen  die  Krömmungsmittelpunkte  Einer 
dritten  Fläche  enthalten ;  alsdann  stehen  ihre  scheinbaren  Um- 
nne,  von  jedem  Punkte  i\e»  Raumes  aus  gesehen,  auf 'einander 
mkrecht.  IMe  Tangenten  aller  geodätischen  Linien,  welche  die 
jttaaeinscbaftliehe  Durchschnitts-  (und  Kriimmungslinie)  beider 
flUien   berühren,  tangiren  die  zweite  Fläche.     Der  in  L  gege- 
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bene  Beweis  passt  auf  alle  F&lle;    mithin  f^lt  diess  aocb  von  Atm 
Beweis  des  Satzes  6. 

8.  Gegeben  sind  zwei  Flächen,  and  aaf  der  ersten 
zwei  feste  Punkte  ^4  und  C  Auf  der  zweiten  ist  eine  Corve 
gezogen^  welch edie  Eigenschaft  hat,  dass  die  Uiffereai 
der  Längen  von  den  beiden  Fäden,  die  sich  von  jedem 
ihrer  Punkte  aus  nach  A  und  C  hin  spannen  lasseB, 
konstant  ist.  Alsdann  wird  die  Curve  den  Winkel  der 
von  irgend  einem  ihrer  Punkte  ausgehenden  Fides 
h  a  I  b  i  r  e  n.  Es  seien  (Taf.  1.  Fit;.  5.)  o  und  o*  zwei  sehr  nahe  Ponktt 
der  Curve,  mithin  ist  oo'  eine  Tangente.  Wir  ziehen  am  seak* 
recht  auf  Ao'^  und  o'w!  senkrecht  auf  Co\   nun  ist: 

Ao^Co=^  Ao'  —  Co' ,    Co  =  Cm*  +  m'o,    Ao*  =  Am  —  mo' ; 

somit : 

Ao  —  Cm* — m'o  =  Am^mo'  —  Co'. 

Nach  I.  ist: 

Ao=^Am   und    Cm'=:Co',    also   auch  m'o=:mo'. 

Die  unendlich  kleinen  rechtwinkligen   Dreiecke   oo'm  und  oo'mf 
haben  somit  die  Hypotenuse  oo'  geroein,  und  die  Catheteo  wf9 
und  mo'  gleich,  sind  also  kongruent,  woraus  sich  sofort  die Gleidi*' 
heit  der  Winkel  m'oo'  und  mo'o  ergibt. 

Es  leuchtet  von  selbst  ein,  dass  dieser  Satz  sich  ebeote 
umkehren  lässt  wie  6.  und  verallgemeinern  wie  7. 

9.  Die  Sätze  0.  und  8.  gelten  auch  dann  noch,  weoi 
sich  die  erste  Fläche  auf  zwei  feste  Punkte  A  und  B 
reducirt.  Diese  Punkte  können  entweder  ausserhalk 
der  zweiten  Fläche  oder  auf  derselben  liegen.  (D9 
letzte  Fall  wurde  vom  Verfasser  frflh er  behandelt  bei  Schlumifcb 
III.,  welcher  Aufsatz  in  die  nouv.  Annales  von  Ter  quem  nti 
G^rono,  1850,  fiberging.) 

10.  Auf  einer  Fläche  ist  eine  Curve  gegeben;  eioei 
Theil  dieser  Curve  umfasst  ein  geschlossener  Fades 
von     unveränderlicher    Länge,    welcher    durch    eines 
Stift  gespannt  ist,   dessen   Endpunkt  auf  einer  zwei- 
ten Fläche  sich  bewegt  und  auf  derselben  eine  Gorfe* 
beschreibt,  welche  die  Eigenschaft   hat,    dass  sie  mit 
den  in  jedem  ihrer  Punkte  zusammenstossenden  Thel« 
len  des  Fadens  gleiche  Winkel  bildet.     Um  sich   hiervon 
ZQ  aberzeugen,  wende  man  den  Beweis  des  Satzes  0.  auf  Taf.  I. 
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Tig. 4.  ao.    Die  Curve  AB  ist   gegeben;    der  gespannte   Faden 
(»escbreibt  auf  der  zweiten  Fläche  die  Curve  oo'. 

Zu  bemerken  ist,  daes  die  Suninie  der  von  o  ausgehenden 
Fadenttilcke  weniger  der  Summe  der  von  o*  ausgehenden  gleich 
derDilcrenz  der  umspannten  Bogen  der  gegebenen  Curve  ist,  oder 

oA  +  oC—  (o'Ä  +  o'D)z=^ADC-'BCD\ 

• 

fot  GleichoDg  gilt  nicht  bloss,  wenn  die  Punkte  o  und  o'  un* 
ci&h  nahe  bei  einander  sind,  sondern  fflr  eine  beliebige  Lage 
^ndben  auf  der  Curve.  In  Taf.  I.  Fig.  5.  ist  die  Curve  oo'  auf 
der  iweiten  Fläche  so  beschrieben,  dass  die  Differenz  der  von 
4  ansgehenden  gleich  der  Differenz  der  umspannten  Bogen  der 
gegebenen  Corve  ist,  oder: 

oA-oC-  {o'D  —  o'Ä)=  ABB--  BBC; 

nan  erhfilt  dann  folgenden  leicht  zu  beweisenden  Satz : 

11.  Gegeben  sind  zwei  Flächen,  und  auf  jeder  eine 
Curve.    Wenn    die  letztere    die  Eigenschaft   hat,  dass, 
irenii  nan  von  zwei  beliebigen  Punkten  derselben   aus 
gespannte  Fäden  zieht,  welche  die  erste  Curve  tangi- 
rei,  die  Differenz  der  vom  ersten   Punkt  ausgebenden 
Fidenstücke  weniger  der  Differenz   der  vom  zweiten 
Pvakt  aasgehenden  gleich  der  Differenz  der  umspann- 
ten Bogen  ist,  so  halbirt  sie  den  Winkel  beider  Faden- 
etjieke.    Die  Umkehrufig  von  10.  und  11.  ergibt  sich,  wenn  vor- 
aaegesetzt  wird^  dass  die  in  o  zusammentreffenden  FadenstOcke 
gleiche  Winkel  mit  der  Curve  oo'  bilden. 

Wenn  man  den  gespannten  Fäden  verschiedene  Längen  gibt, 
to  eatsteht  eine  Keihe  von  Curven  oo'^  die  sich  aus  Einer  Curve 
AB  ableiten  lassen.  Die  nach  10.  abgeleiteten  Curven  bilden  Ein 
System  und  die  nach  11.  abgeleiteten  das  andere.  Beide  Systeme 
ibd  orthogonal.  Wenn  beide  Curven  AB  und  oo'  auf  Einer  Fläche 
Tiegen,  so  liefern  die  Sätze  10.  und  11.  mit  ihren  Umkehrungen 
diese  Theoreme: 

12.  Wenn  ein  Theil  einer  Curve  auf  einer  Fläche 
fOD  einem  durch  einen  Stift  gespannten  Faden  um- 
schlossen wird,  so  beschreibt  dieser  Stift  auf  dersel- 
ben Fläche  eine  Curve,  welche  den  Nebenwinkel  der 
Fadenstücke  halbirt,  umgekehrt:  halbirt  eine  Curve 
den  Nebenwinkel  der  geodätischen  Tangenten,  die 
sieb  voo  jedem  ihrer  Punkte  an  eine  zweite  Curve 
liehen  lassen,  so  ist  die.  Summe  dieser  Tangenten  und 
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den   von   ihnen   nicht  umschlossenen  Thells   der   zwei- 
ten Curve  konstant. 

13.  Auf  einer  Fläche  liegen  zwei  Cnrven;  letztere 
hat  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  man  ron  zwei  belie- 
bigen  Punkten  derselben  aus  an  die  erste  geodätische 
Tangenten  zieht,  die  Differenz  der  vom  ersten  Punkt 
ausgehenden  Tangenten  weniger  der  Differenz  der 
vom  zweiten  Punkt  ausgehenden  gleich  der  Differeni 
der  umspannten  Bngen  der  Curve  ist.  Dann  halhirt  die 
zweite  Curve  den  Winkel  der  von  jedem  Ihrer  Punkte 
ausgehenden  geodätischen  Tangenten.  Umgekehrt: 
halhirt  die  zweite  Curve  den  Winkel  der  von  einen 
ihrer  Punkte  an  die  erste  gezogenen  geodätischenTan« 
genten.  so  ist  die  Differenz  der  von  irgend  einen 
ihrer  Punkte  ausgehenden  geodätischen  Tangenten 
weniger  der  Differenz  der  von  einem  zweiten  Punkte 
ausgehenden  gleich  der  Differenz  der  umspannten  BS- 
gen  der  ersten  Curve. 

Wir  wollen  zunächst  die  Sätze  10.  — 13.  auf  die  Flächen  swei* 
ten  Grades  anwenden;  und  zwar  sei  die  erste  Fläche  ein  Eliip- 
soid  (p)  und  die  zweite  ein  ein mantliges  Hyperboloid  (fi) ,  welchen 
diese  Gleichungen  entsprechen: 

Das  homofokale  zweimantlige  Hyperboloid  (v)  entspricht  der  Formel 


yt  (fl yt  ^S  —  y t 


=  1. 


Die  Gleichung  der  geodätischen  Linien  auf  (p)  ist  (siehe  den  Auf- 
satz des  Verfassers  über  elliptische  t'oordinaten,  Archiv. 
Tbl.  XXXIV.  Nr.  XIX.  Seite  312.): 

fi'cus  *i  +  V*  sin  •£  =  o* , 

I  ist  der  Winkel,  welchen  die  geodätische  Linie  Im  Punkt  (pfii^) 
mit  der  Krunimungslinic  fi  =  const.  auf  (p)  macht :  a  ist  die  grosse 
Halbaxe  des  einniantligen  Hyperboloids  (a),  welches  alle  Tangen« 
ten  der  geodätischen  Linie  berühren.     Die  vorige  Gleichung 


cos 


mithin   gehen   durch  den    Punkt  (q^v)  auf  (p)   zwei   geodätische 
UaieB,  welche  mit  der  Kriimuiung^linie  ^  =  const  gleiche  Win- 
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iwJ  bildeo  und  deren  Tangenten  das  homofokale  Hyperboloid  (a) 
beribren ;  gehörig  verlängert  werden  aluo  diese  zwei  geodätischen 
Lilien  den  Durchschnitt  der  Flächen  (a)  und  (p),  oder  die  KrQtn- 
arngBÜnle  a  ==  const.  auf  {g)  berühren ,  somit  können  wir  den 
Siti  \L  anwenden  und  erhalten  nachstehendes  Theorem  von 
fliasles: 

13.    Wenn  ein  Theil  von  einer  Kriimmungslinie  auf  einer  cen- 

faMeii  Fläche  zweiten  Grades  durch  einen  geschlossenen  Faden 

IM  mnrerSDderlicher  Länge  umspannt  wird,  der  durch  einen  Stift 

gciptBBt  ist,  so  beschreibt  der  Endpunkt  dieses  Stifts  auf  der- 

Nien  Fliehe  eine  andere  die  erste  einschliessende  Krtimmungs- 

f     Eue  desselben  Systems. 

f 

Wir  «rollen  annehmen,  ADCB  (Taf.  I.  Fig.  4)  sei  die  erste 
nd  oot  die  zweite  Krümmungslinie,  welche  nach  13.  beschrieben 
ifl  Beide  liegen  auf  (p).  ADCB  ist  der  Durchschnitt  des  Ellip- 
aoids  (p)  und  des  homofokalen  Hyperboloids  (a).  Da  sämmtliche 
Taegeoten  der  geodätischen  Linie  oA  (a)  berfibren,  so  lässt  sich 
vdöA  ein  Punkt  finden,  so  dass,  wenn  man  in  demselben  die 
Tinj^te  von  oA  zieht  und  dieselbe  von  ihrem  Berfihruugspunkt 
tif(ff)  ans  durch  eine  zweite  geodätische  Linie  von  (a)  veriän- 
jrnf.  letztere  durch  einen  festen  und  gegebenen  Punkt  a  auf  (a) 
f^hi  Ebenso  lässt  sich  auf  der  geodätischen  Linie  oC  ein  an- 
derer Punkt  bestimmen ,  welcher  die  Eigenschaft  hat,  dass,  wenn 
mal  in  ihm  die  Tangente  von  oC  zieht  und  dieselbe  von  ihrem 
BerShrungspunkt  auf  (a)  auch  durch  eine  geodätische  Linie  ver- 
ISb^,  letztere  durch  einen  zweiten  festen  und  gegebenen  Punkt 
6  anf  (a)  geht.  Das  gleiche  Verfahren  lässt  sich  auf  jede,  ADCB 
berührende  geodätische  Linie  von  (p)  ausdehnen,  man  kann  also 
von  einem  Punkt  auf  o'D  (o'B)  durch  eine  gemeinschaftliche  Tan- 
f^eate  dieser  Linien  und  der  Fläche  (o)  nnd  durch  eine  vom  Be- 
rilhnog^pnnkt  auf  (a)  ausgebende  geodätische  Linie  nach  dem 
Rimlichen  festen  Punkt  a  (b)  gelangen.  Es  lässt  sich  nun  die 
IHakebrung  des  Satzes  0.  anwenden,  und  wir  haben  folgendes 
Tkeorem  (welches  Chasles  aufgestellt,  aber  anders  bewiesen  hat, 
Liooville  1846): 

14.  Es  sind  zwei  homofokale  Flächen  (p)  und  (a)  gegeben. 
Aaf  (a)  liegen  zwei  feste  Punkte  a  und  />,  und  ein  Faden  i$t  durch 
tbtn  Griffel  f ,  desi<en  Spitze  über  (p)  hingleitet,  so  gespannt, 
4as  er,  von  a  ausgehend,  sich  über  (o)  in  einer  geodätischen  Linie 
Kegt,  dann  eine  gemeinschaftliche  Tangente  beider  Flächen  und 
Hmof  auf  (p) .  eine  geodätische  Linie  bildet  bis  i.  Der  zweite 
IWil  des  Fadens  zwischen  s  und  b  besteht  ebenso  der  Reihe  nach 
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aus  einer  geodätischen  Linie  von  (^),  einer  gemeinsaoieo  Tan- 
gente ?on  ig)  und  (a)  und  einer  geodStlschen  Linie  auf  (a)  bis  6. 
Wenn  si9h  der  Griffel  s  anf  (p)  bewegt,  so  dass  der  Faden  immer 
gespannt  bleibt,  so  beschreibt  der  Punkt  s  eine  Krdmroongslinfe 
anf  (p),  welche  den  Nebenwinkel  der  beiden  in  t  zusaromenlan- 
fenden  Fadenstucke  halbirt. 

Die  yerscbiedenen  Consequenzen  dieses  Satzes  findet  man  am 
angegebenen  Orte  und  in  der  analytischen  Geometrie  des  Ver« 
fassers  S.  213.  Aus  der  Umkehrung  des  Satzes  8.  geht  benFOTt 
dass  die  Krflmmungslinien  des  andern  Systems  auf  (p)  beschrie- 
ben werden  durch  zwei  von  irgend  einem  Punkt  derselben  aus- 
gehenden gespannten  Fäden,  welche  (a)  berühren  und  deren 
Winkel  (nicht  Nebenwinkel)  von  der  Krummungsiinie  halbirt  wird. 

Man  kann  den  vorhergehenden  Satz  auf  folgende  Ar^  verall* 
gemeinern :    Auf  einer  beliebigen  Fläche  A  ist  eine  Krümmongs* 
linie  gegeben;    man   ziehe    alle  diejenigen    geodätischen   Linien» 
welche  diese  Krummungsiinie  tangiren ;   die  Tangenten  von  jeder 
solchen    geodätischeA    Linie    bilden    eine   entwickelbare    Fläche; 
alle  diese  entwickelbaren  Flächen  umhüllen  eine  zweite  Fläche  0, 
welche  zu  der  gegebenen  Fläche  A  in  einer  merkwürdigen  Be- 
ziehung steht.     äA  und  B  enthalten  beide  die  Krümmungsmitiel- 
punkte  von  einer   und  derselben  dritten  Fläche;    die  scheinbaren 
Umrsse  von  A  und  B  stehen  auf  einander  senkrecht,    von  wei- 
chem Punkt  des  Raumes  aus  sie  auch  gesehen  werden  mögen. 
(Analytische  Geometrie  des  Verfassers,  S.  58.)    Diess  voraus- 
gesetzt, lege  man  um  die  Krummungsiinie  auf  A  einen  durch  einen 
Stift  gespannten  Faden;   letzterer  beschreibt  sodann  auf  A  eine 
zweite  Curve.    Diese  lässt  sich  nun  noch  auf  unendlich  viele  a» 
dere  Arten  beschreiben,  indem  man  auf  B  zwei  beliebige  festi 
Punkte  annimmt,  und  zwischen  ihnen  durch  einen  Stift  einen  Fadei 
spannt,  dessen  beide  Theile,  wie  vorhin  bei  (a)  und  (p),  so  jefi> 
zwischen  B  und  A,  je  eine  geodätische  Linie,  eine  gemeinschaft 
liehe   Tangente  und   wieder  «ine   geodätische  Linie  bilden.     Dei 
Endpunkt  des  Stifts,  in  welchem  beide  Theile  auf  A  zusammen 
stossen,    beschreibt   die   genannte   Curve.     Der  Beweis   ist   den 
obigen  des  Chasl es' sehen  Satzes  durchaus  ähnlich  und  die  Ver 
allgemeinemng  besteht  darin,  dass  an  die  Stelle  von  zwei  homo 
fokalen   Flächen  zweiten   Grades,    die   sich  gegenseitig  in   einei 
Krümmungslinie   schneiden,    Überhaupt    zwei   solche   orthogonal« 
Flächen  gesetzt  werden ,  welche  die  Krümmungsmittelpunkte  Ein« 
dritten  Fläche  enthalten.    Nur  sind  jetzt  die  durch  den  gespanntei 
Faden   beschriebenen   Linien   keine   Krümmungslinien   mehr.    Di4 
Verallgemeinerung  lässt  »ich  übrigens  noch  weiter  treiben,  inden 
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lUe  aBgefÜhrteo  Schldsne  and  AusRlhrnngen  iin?erfindert  bleiben, 
•dbft  dann,  wenn  die  ursprüngliche  Cur?e  auf  der  Fläche  A  keine 
Krtanongslinie  Ist.    Hieraus  ergibt  sich  nachstehender  Satz: 

14p.  Auf  einer  Fläche  ist  eine  beliebige  Curve  ge- 
gebeB:ein  nm  sie  gelegter  Faden  ist  durch  einen  Stift 
genpiont,  n-elcher  eine  zweite  Curve  auf  der  nämli- 
cheD  Fläche  beschreibt.  Diese  letztere  Curve  lässt 
sieb  noch  auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  be- 
lekreiben  mittelst  eines  durch  einen  Stift  zwischen 
iwfi  festen  Punkten  gespannten  Fadens,  welche  festen 
Pnokte  beliebig  angenommen  werden  können  auf  einer 
roR  entwickelbaren  Flächen  omhflllten  orthogonalen 
Fliehe.  ^  Die  entwickelbaren  Flächen  werden  gebil- 
det von  den  Tangenten  aller  die  gegebene  Curve  auf 
der  Fläche  berOhrenden  geodätischen  Linien. 

Die  Sätze  13.  und  13.  nebst  ihren  Crokehmngen  (Uhren  auf 
daige  Fragen,  welche  mit  der  RektiBkation  der  Curven  znsaro- 
meohlngen.  Wenn  nämlich  auf  einer  Fläche  eine  Curve  gegeben 
ist,  and  es  lässt  sich  eine  zweite  Curve  auf  der  Fläche  bestim- 
nen,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  sie  den  Nebenwinkel  der 
von  irgend  einem  ihrer  Punkte  an  die  erste  Curve  gezogenen  geo- 
ditbchen  Tangenten  halbirt,  so  lässt  sich  zu  jedem  Bogen  der- 
selben auf  unendlich  viele  Arten  ein  zweiter  Bogen  finden,  von 
der  Art,  dass  die  Differenz  beider  BCgen  durch  die  Längen  geo- 
ditischer  Linien  ausgedrückt  ist.  Die  Rektifikation  der  gegebenen 
Carve  ist  somit  auf  die  Rektifikation  geodätischer  Linien  der 
Fliehe  surfickgefflhrt.  Ist  z.  B.  AB  (Taf.  I.  Fig.  4.)  die  gegebene 
Conre  und  oo'  die  zweite  oder  abgeleitete  Curve,  welche  die  Eigen- 
schaft besitzt,  dass  sie  den  Nebenwinkel  der  geodätischen  Tan- 
geaten  oJ,  oC  halbirt,  so  kann  man  zu  einem  gegebenen  Bogen 
AC  der  ersten  Curve  auf  unendlich  viele  Arten  einen  zweiten, 
etwa  OB^  finden,  so  dass  die  Differenz  der  Bögen  AC  und  DB 
gleich  der  Differenz  geodätischer  Linien  ist.  Zu  diesem  Zwecke 
ziehe  man  in  A  und  C  die  geodätischen  Tangenten,  welche  sich 
ia  0  schneiden ,  konstruire  die  durch  o  gehende  abgeleitete  Curve 
eo',  nehme  auf  ihr  irgend  einen  andern  Punkt  o'  an,  ziehe  die 
geodätischen  Tangenten  o*B  und  o'/>,  so  ist 

Bogen  Aü"  Bogen  BD^oA\hC^{p'B\&D). 
§ 

Da  diess  zo  beweisen,  verlängern  wir  die  Curve  über  A  und  B 

bbans,  bis  sie  sich  scbliesst,  oder,  wenn  es  eine  nicht  geschlos- 

laae Curve  ist,  bis  in's  Unendliche,  und  nennen  in  das  endliche  oder 

■Mndliche  StOck  der  Fortsetzung  zwischen  A  und  By  so  ist  nach  12. : 
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o/l  +  oC-(o'Ä  +  o'Z>)  =  ^ß-Cß  =  Bogen  i^C  -  Bogen  BL 

Wenden  wir  dieselben  Betrachtungen  auf  Taf.  I.  Fig.  5.  an,  i 
finden  wir,  dass,  wenn  sich  die  Curve  oo*  konstruiren  Ifisst,  welcl 
den  Winkel  (nicht  Nebenwinkel)  der  von  irgend  einem  ihrer  Punk 
an  eine  gegebene  Curve  AC  gezogenen  geodStischen  Tangent 
halbirt,  man  zu  dem  Bogen  AC  auf  unendlich  viele  Arten  eiw 
zweiten  DB  bestimmen  kann,  so  dass  die  Differenz  beider  BSgi 
gleich  der  Differenz  von  geodätischen  Linien  ist.  Man  hat  nimlicl 

Bogen  AC- Bogen  BD  =::oA+o C^ (o'B -\^o'D). 

Der  Beweis  ist  dem  vorigen  durchaus  ähnlich.  Angenomme 
die  abgeleitete  Curve  oo'  schneide  die  gegebene  in  x  (Tat  I.  Fig.  7 
so  sind  die  von  x  an  gezogenen  geodätischen  Tangenten  glei< 
Null,  wie  auch  der  von  ihnen  eingeschlossene  Bogen  gleich  Ni 
ist  9  mithin  hat  man  in  diesem  speziellen  Fall  die  Gleicbung: 

Bogen  xA  —  Bogen  xC=oA  —  oC. 

Die  Curve  oo'  in  Taf.  I.  Fig.  5.  liefert  also  nach  13.  nicht  bloss  ii 
Mittel  zu  jedem  Bogen  der  gegebenen  Curve  einen  zweiten] 
finden,  dessen  Differenz  vom  ersten  sich  durch  geodätische  Lini< 
ausdrücken  iSsst,  sondern  man  kann  auch  jeden  Bogen  der  erst« 
Curve  in  zwei  Theile  theilen,  deren  Differenz  gleich  dem  UnU 
schiede  zweier  geodätischen  Linien  ist.  Wir  haben  sonach  dl 
sen  Satz: 

15.  Gegeben  ist  eine  beliebige  Curve  auf  eim 
FIftche  und  ein  Bogen  derselben;  man  ziehe  die  ge< 
dätischen  Tangenten  an  seine  Endpunkte  ond  durc 
Ihren  Schnittpunkt  die  Curve,  welche  den  Winkel  d< 
von  jedem  ihrer  Punkte  an  die  ersten  gezogenen  ge< 
dätischen  Tangenten  halbirt;  so  theilt  die  zwell 
Curve  den  Bogen  der  ersten  in  zwei  Theile,  derc 
Differenz  gleich  dem  Unterschiede  der  an  seine  Enc 
punkte  gezogenen  geodätischen  Tangenten  ist. 

A  und  B  in  Taf.  1.  Fig.  6.  sind  zwei  feste  Punkte  auf  ein< 
Fläche,  von  welchen  geodätische  Linien  ausgehen;  Ad-^-B 
rtiAb  +  Bb;  dann  liegen  nach  dem  Voi hergehenden  die  Punk 
6  ond  tl  auf  einer  Curve,  welche  den  Nebenwinkel  der  von  6  od« 
d  ausgehenden  geodätischen  Radien» Vektoren  halbirt,  und  die  w 
Corve  des  ersten  Systems  nennen.  Wegen  der  Gleichbe 
der  Winkel   cbd  ond  cdb  ist  in  dem  onendlich  kleinen  Dreiec 
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M,  eb^cd;  ebeoso  ist  ab=sad;  zieht  man  also  ac,  bo  haben 
die  Dreiecke  abc  nnd  ade  die  Seiten  gleich  und  sind  kongrueat, 
tUohalbirt  ac  die  Winkel  bei  a  and  c,  somit  ist  Ba^Aa=Bc—Ac, 
d.h.  ac  ist  ein  Element  (der  Curre^  fOr  welche  die  Differenz  der 
nacli  A  upd  B  gezogenen  geodätischen  Radien- Vektoren  konstant 
ist  ad  die  wir  Curve  des  zweiten  Systems  nennen.  Nm 
lidb«  Ban  die  Linie  bö\  welche  den  Winkel  AbB  haibirt,  und 
«erilMeere  Ab*  nach  c',  so  halbirt  die  Verbindungslinie  cc'  eben- 
Uk  die  Winkel  bei  c  und  c' ;  durch  e  ziehe  man  die  Radien- 
TiUereo  Aeg  und  Bef,  so  Iftsst  sich  durch  Congruenz  von  unend- 
iek  kleinen  Dreiecken  auf  ähnliche  Art  nachweisen,  dass  die 
.  Dirckschnittiipunkte  /  und  n;  i,d  nnd  d' ;  h^  a,  c  und  e;  k,b  und 
i'iaf  Cunren  des  zweiten  Systems»  und  andererseits  die  Punkte 
i  wnd  b'^  ft ,  e  und  c' ;  f,dfb  und  g;  l,  a  und  m;  t  und  k  auf 
dfffea  des  ersten  Systems  liegen.    Hieraus  folgt  dieser  Sali: 

18.  Zieht  man  auf  einer  Fläche  ein  vollständiges 
geodätisches  Viereck  ABghfe,  so  dass  Bh—  Ah^=:Be^Ae 
ist,  80  findet  die  Relation  statt: 

Af+Bf^Ag  +  Bg. 

Aw  diesen  Gleichungen  folgt  unmittelbar: 

hg^hf^ieg-^ef, 

d.b.  die  Punkte  h  und  e  liegen  auf  einer  Curve  des  zweiten  Systems 
•iebt  bloss  fllr  A  und  B  als  Brennpunkte  (Convergenipunkte  der 
geodätischen  Radien -Vektoren)»  sondern  auch  för  f  und  g  als 
Brennpunkte. 

Man  kann  dem  Satz  16.  eine  allgemeinere  Fassung  geben»  wenn 
man  statt  der  Punkte  A  und  B  eine  beliebige  Curve  auf  der  Fläche 
■Bd  statt  der  nach  ihnen  gezogenen  Radien -Vektoren  annimmt» 
dass  die  Verlängerungen  der  Seiten  des  Vierecks  eg^  geodätische 
Tangenten  dieser  Curve  sind;  lässt  man  ferner  zwei  Seiten  des 
Vierecks  in  Eine  zusammenfallen»  so  ergibt  sich  folgende  Erwei- 
tenrog  von  15.: 

17.  Wenn  man  (Taf. I.  Fig. 7.)  an  die  Endpunkte  eines 
beliebigen  Curvenbogens  auf  einer  Fläche  die  geodä- 
tischen Tangenten  oA  und  oC  zieht,  durch  o  die  Curve 
des  zweiten  Systems  ox  (welche  den  Winkel  der  von  jedem 
ihrer  Punkte  an  die  Curve  AC  gezogenen  geodätischen  Tangen* 
tei  halbirt)  und  endlich  die  geodätische  Tangente  fxg, 
•0  liegen  die  Punkte  f  und  g  auf  einer  Curve  des  er«ten 
Systems  (welche  den  Nebenwinkel  der  von  jedem  ihrer  Punkte 
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an   die  Curve  AC  gezogenen    geodfitischen    Tangenten    halbirft). 
Abo  ist  (12): 

Bogen  Ax  —  Bogen  Cr  =  Af-i-  fx^{Cg-\-gx), 

In  15.  ist  das  Problem  der  Biseetion  der  CarrenbOgen  auf  den 
FiSchen  aufgelust;  durch  fortgesetzte  Theilun^  erhält  man  die 
Losung  der  Aufgabe,  einen  Bogen  in  2,  4,  8,  16....  Theile  za 
theilen,  so  dass  die  Differenz  je  zweier  solcher  Theile  sich  durch 
geodfitische  Linien  ausdrucken  lässt.  Liegt  die  Curve  auf  einer 
FIfiche,  deren  geodätische  Linien  rektificabel  sind,  wie  die  Ebene, 
die  entwickelbaren  Flächen,  so  haben  wir,  algebraisch  ausgedruckt, 
folgende  Aufgabe  behandelt :  Ein  Integral  von  gegebenen  Grenzen 
in  zwei  andere  zu  Zerfällen,  deren  Differenz  eine  algebraische 
Grusse  m  ist.  Oder,  wenn  man  das  Element  der  Curve  mit  d* 
bezeichnet,  mit  a  and  b  die  gegebenen  Grenzen,  nnd  x  diejenige 
Grenze  ist,  welche  der  Biseetion  entspricht: 


/h  px  pk 

ds- 1      dt^l      d$± 


m. 


In  Satz  17.  ist  sodann  eine  weitere  Eigenschaft  derjenigen  Pankte 
angegeben,  in  denen  sich  die  geodätischen  Tangenten  der  Theil- 
punkte  des  Curvenbogens  schneiden.  Es  folgt  daraus  unmittelbar, 
dass,  wenn  man  einen  Curvenbogen  in  4,  8,  16....  Theile  theiit, 
durch  fortgesetzte  Biseetion  die  Durchschnittspunkte  der  geodä- 
tischen Tangenten,  welche  je  zwei  auf  einander  folgenden  Tbeil- 
punkten  entsprechen,  gleichfalls  auf  einer  Curve  des  zweiten 
Systems  liegen. 

Aus  dem  Vorhergehenden  ergibt  sich  ferner,  dass  die  beiden 
Arten  der  KrQmmungslinien  einer  centrischen  Fläche  zweiten  Gra- 
des  nach  unserer  Benennung  Curven  des  ersten  und  zweiten 
Systems  sind.  Betrachten  wir  z.  B.  auf  dem  Ellipsoid  eine  Krfln- 
mungslinie,  welche  die  beiden  Nabelpunkte,  die  auf  Einer  Seite 
der  grossen  Axe  liegen,  einschliesst,  und  sei  i^C  ein  Bogen  der- 
selben (l'uf- L  Fig.  7.) ;  um  diesen  Bogen  zu  theilen,  ziehe  man 
die  geodätischen  Tangenten  Ao  und  Co ;  durch  o  eine  Kriim- 
niungslinie  des  zweiten  Systems  ox,  so  ist 

Ax  —  Cx  ^=^  Ao  —  Co ; 

zieht  man  ferner  die  geodätische  Tangente  fxg,  so  ist  auch 

Ax"  Cx^=^  Af-^  fx^Cg—gx, 

Es  liegt  hier  nahe ,  A  nnd  C  als  Endpunkte  eines  Quadranten 
der  Krümmungslinie  zu   wählen.     Man  erhält  durch  diese   Gen- 
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strnktion  auf  jedem  Quadranten  einen  Ponkt  x ;  die  geodfitiachen 
Tangenten  der  KrümiDungalinie  in  diesen  vier  Punkten  bilden  ein 
geodätiflcbea  Vieraeit,  ii^elchea  der  KrOmmungslinie  nmacbrieben 
Ut  Qod  deaaen  Ecken  aaf  Einer  zneiten  Krümmungalinie  liegen. 
dcberlMapt  iaaaen  sieb  der  eraten  Krammungalinie  unendlich  viele 
geoditiiche  Vieraeite  nmscbreiben ,  deren  Ecken  alle  auf  der  awei- 
tci  KramiBHngslinie  liegen  und  welche  iaoperimetriacb  aind. 

Es  kann  ferner  AC  der  Quadrant  eines  aphfirischen  Kegel- 
setaitts  aein,  ao  sind  oA  und  oC  Bogen  grosater  Kreise,  und 
&  Gleichung 

Ax — Cx  =^Ao  —  Co 

litt  die  Aufgabe,  auf  dem  Quadranten  eines  aphärischen  Kegel- 
cdiBitts  einen  Punkt  zu  bestimmen,  welcher  denselben  in  zwei 
Theile  trennt,  deren  Differenz  sich  durch  Kreisbugen  ausdrflcken 
iäsKt.  Durch  fortgesetzte  Bisection  erhält  man  die  Theilung  des 
Quadranten  in  4,  8....  Theile,  so  dass  die  Differenz  je  zweier 
mch  auf  cyclische  Integrale  reducirt.  Dehnt  man  diese  Theilung 
anfalle  vier  Quadranten  aus,  so  gelangt  man  zu  den  dem  sphä- 
riscbeo  Kegelschnitte  umschriebenen  Vier-,  Acht-,  etc.  Seiten, 
dereo  Ecken  jedesmal  auf  einem  zweiten  homofokalen  sphärischen 
Kegelschnitt  liegen,  auf  dessen  Umfang  die  Ecken  aller  isoperi- 
netrischen  Vier-,  Acht-,  etc.  Seiten  liegen,  welche  sich  dem 
gegebenen  spbäriscben  Kegelschnitte  umschreiben  lassen. 

Wenn  AC  (Taf.  1.  Fig.  7.)  der  Quadrant  einer  Ellipse  ist,  so 
verwandeln  sich  die  geodätischen  Linien  in  Gerade ;  die  Linie  ox 
ist  eine  homofokale  Hjrperbel  und 

Ax — Cx  =  Ao  —  Co=^  der  Differenz  der  Halbazen. 

(Satt  von  Fagnani).  Zieht  man  weiter  durch  f  und  g  diehomo- 
fokalen  Hyperbeln,  so  ergibt  sich  die  Theilung  des  Quadranten 
der  Ellipse  in  vier  Theile,  und  so  kann  man  weiter  fortfahren. 
(Sieheden  Aufsatz  des  Verfassers  im  Archiv  „Ceber  eine  Ei- 
genschaft der  Ellipse,  Tbl.  XXX.  Nr.  XLI.) 

Ferner  wollen  wir  annehmen  (Taf.  L  Fig.  7.)  A  sei  der  Schei- 
tel einer  Hyperbel,  oC  die  Asymptote,  also  o  ihr  Durchschnitt  mit 
der  »Scheiteltangente ;    ferner  sei  ox  die  darrh  o  gehende  homo- 
fokale Ellipse,    so    erhält   man    gleichfalls  den    ausgezeichneten 
Pinkt  x;   zieht  man  dessen  Tangente  fxg  und  durch  /"und  g  zwei 
weitere  homofokale  Ellipsen,   so  ergibt  sich   eine  ähnliche  Thei- 
hng  der  Hyperbel,    wie  bei   der  Ellipse.     Ueberhaupt  lässt  sich 
■ittelst  homofokaier  Kegelschnitte  eine  Reibe  von  Aufgaben  losen, 
^  folgende : 
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Zo  jedem  Bogen  eines  Kegelschnitts  ein^n  andern  zu  bestin- 
oMHy  so  dsss  die  Differenz  beider  BOgen  rektifikabel  ist«  Alge- 
braisch ansgedrfickt:  Die  Addition  (Subtraktion  etc.)  elliptisch«! 
Integrale  zweiter  Art  ausRuführen.  Einen  Kegelschnittsbogen  Ir 
2,  4,  d,....  Theile  zu  Ibeilen,  so  dass  die  Differenz  je  zweiei 
rektifikabel  Ist.  Diess  ist  die  Bisection  der  elliptischen  Integrale^ 
wie  man  sie  analytisch  be4iaQdelt  findet  in  den  Kecherches  sui 
les  fonctions  elliptiques  von  Abel  (Crelle  II.  S.  126.).  * 
Einem  Kegelschnitt  isoperimetrische  Vielseite  zu  umscbreibei 
(Liouville,  1856.  S.  7.).  (Archiv,  7.  Bd.,  Sätze  von  Chas- 
les.)  —  Ein  interessanter  Aufsatz  von  Zehfuss  (Schlomilch  V.j 
über  ein  gewisses  mathematisches  Prinzip  ist  auch  anzuführen. 

Die  hier  angedeuteten  Losungen  von  Aufgaben  beschränken 
sich  aber  nicht  bloss  auf  die  Kegelschnitte,  sondern  sie  dehnes 
sich  auf  alle  diejenigen  Curven  aus,  in  welche  sich  homofokala 
Kegelschnitte  verwandeln,  wenn  man  die  Ebene  derselben  auf 
irgend  eine  entwickelbare  Fläche  biegt.  Ebenso  lassen  sich  die 
genannten  Probleme  über  Krümmungslinien  von  Flächen  zweiten 
Grades  über  sphärische  Kegelschnitte  auf  sämmtlicbe  Curven  aus* 
dehnen,  in  welche  sie  sich  verwandeln,  wenn  ihre  Flächen  gebo« 
gen  werden.  S.  den  Aufsatz  des  Verfassers  im  A  r  c  h  i  v ,  T  h  I.  XXXIL 
Nr.  111.  über  drei  geometrische  Transformationen  (Trans- 
formation durch  Biegung  der  Flächen). 

Schliesslich  mögen  noch  an  einem  speziellen  Beispiel  einige 
Andeutungen  gegeben  werden,  wie  die  hier  mitgetheilte  Methode 
der  Rektifikation  von  Linien  sich  verallgemeinern  und  vielleicht 
auf  die  Complanation  der  Flächen  übertragen  lässt.  Einem  Sphä 
rold  sei  ein  Berflhrungskegel  umschrieben ,  der  Mantel  dieses  Keg^^^ 
und  der  von  ihm  nicht  eingeschlossene  Theil  der  Oberfläche  dei 
Sphäroids  von  der  Beruh rungscurve  an  sollen  zusammen  aus  einetf 
unendlich  dünnen,  unausdehnbaren,  aber  vollkommen  biegsamen 
Stoff  bestehen,  welcher  also  eine  geschlossene  Fläche  bildet,  dis 
das  Sphäroid  wie  ein  Beutel  umhüllt  Diese  einhüllende  und  ge« 
schlossene  Fläche  soll  an  der  Spitze  des  Kegels  durch  einen  Stift 
gespannt  sein,  der  sich  bewegt,  so  lässt  sich  offenbar  mit  Hülfe 
der  vom  Stift  beschriebenen  Fläche  zu  jedem  Abschnitt  der  sphä- 
roidischen  Fläche,  welcher  ausserhalb  des  Berührungskegels  liegt 
auf  unendlich  viele  Arten  ein  zweiter  Abschnitt  finden,  so  dasi 
die  Differenz  beider  Abschnitte  gleich  dem  Unterschied  der  Man 
tel  von  den  betreffenden  Berührungskegeln  ist.  Es  handelt  sici 
also  nur  darum,  die  vom  Stift  beschriebene  Fläche  zu  finden 
Bewegt  sich  derselbe  in  einer  durch  die  Axe  des  Sphfiroidi 
gehenden  Ebene,   so  beschreibt  er  vermöge 'der  Symmetrie  de 
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beiden  Thetle,  in  vrelche  diese  Ebene  die  genannte  einhüllende 
■id  gespannte  Fläche  tbeilt,  eine  der  entsprechenden  Meridian* 
karve  homofokale  Ellipse;  "mithin  beschreibt  der  Stift  überhaupt 
€fn  bomofokales  Sphäroid,  froraos  der  Satz  folgt: 

18.  Gegeben  sind  zwei  homofokale  Sphäroide;  ir- 
gend zwei  Punkte  des  gr^isseren  sind  die  Spitzen  von 
Kegeln,  weiche  das  kleinere  berühren;  dann  Ist  die 
Differenz  der  hierdurch  auf  der  Oberfläche  des  klei- 
neren gebildeten  äusseren  Abschnitte  gleich  der  Dif- 
ferenz der  Kegelmäntel 

« 

Für  weitere  Betrachtungen  in  dieser  Richtung  dürfte  folgen- 
fcr  Satz  ▼on  Werth  sein :  Bewegt  sich  die  Spitze  des  Beruh- 
nagsk^els  eines  Ellipsoids  auf  einem  zweiten  homofokalen  Ellip- 
•tid,  seist  die  Normale  des  letzteren  die  Axe  des  Beriihrungskegels. 
Dean  le^t  man  durch  die  KegeUpitze  das  homofokale  einmantlige 
Hyperboloid,  so  sind  dessen  Erzeugende  die  Fokallinien  des  Be- 
rihmngskegels.  (Chasles,  Apercu  historique,  übersetst 
von  Sohnke,  S.  425.  und  Jacobi  bei  Lionville.) 


VI. 

A.    Nothgedrangene  Abwehr. 

Ten  Herrn  Hofrath  ProfeMor  Doctor  OeUinger  an  der  UoiTcrcität  zu 

Freiborg  i.  B. 

Herr  Dr.  Schlechter»  Lehreram  Gymnasium  zn  Bruch sal, 
gibt  im  dritten  Hefte  Theil  XXXIV.  dieses  Archivs  Nr.  XVI. 
&  291  ■.  ff.  eine  Methode  über  Bestimmung  der  Zeit  ftir  mittlere 
SaUongstermine  an,  und  vlndicirt  ihr  die  Eigenschaft,  dass  sie 
Ae  einzig  richtige  sei.  Er  nimmt  Gelegenheit,  dabei  über  mein 
Werk  über  politische  Arithmetik  (Anleitung  an  finanziellen  und 
jrtliechen  Rechnungen)  so  sprechen,  nnd  sagt,  da  ieh  nicht  so 
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glflcklich  war,  die  von  ihm  angeblich  richtige  Auflösung  bu  finden, 
dasa  ich  einerseits  einen  ,,  Verstoss"  und  andererseits  eine  Son- 
derbarkeit begangen  habe,  weil  icti,  zwar  das  Richtige  andeu- 
tend und  erkennend,  doch  nicht  die  Schlusskraflt  gehabt  habe, 
das  Richtig -Erkannte  durch  zufuhren. 

Ich  habe  in  der  That  nimmermehr  geglaubt,  je  in  die  Lage 
zu  kommen,  mich  nothgedrungen  gegen  einen  derartigen,  durch 
nichts  hervorgerufenen  Angriff  vertheidigen  zu  müssen,  und  «ehe 
mich  daher  veranlasst.  Folgendes  zu  entgegnen. 

Als  Minimum  der  Forderung  sollte  man  mit  Recht  an  Jeden, 
der  wie  Herr  Dr.  Schlechter  in  einer  wissenschaftlichen  Zeit- 
schrift belehrend  und  bahnbrechend  aufzutreten  gewillt  ist^  xu 
stellen  befugt  sein,  dass  er  einerseits  die  Literatur  desjenigen 
Gegenstandes,  worin  er  belehrend  und  tonangebend  aufllritt,  genau 
kennt,  wenigstens  so  vollständig,  dass  ihm  die  wichtigeren  Vorar- 
beiten nicht  unbekannt  sind,  andererseits,  dass  er  den  Inhalt  der 
Schriften,  über  die  er  schreibt,  gelesen  und  richtig  aufgebsat 
habe  und  möglichst  genau  wiedergebe. 

(Jeher  diese  einfachen  Vorbedingungen  scheint  sich  aber  Hen 
Dr.  Schlechter  ohne  Weiteres  wegzusetzen,  denn  er  scheint  in 
der  That  die  einschlagenden  und  von  mir  theilweise  besondere 
hervorgehobenen  Momente,  ja  sogar  den  Paragraphen  meines  Wer- 
kes, worin  |die  von  ihm  so  sehr  betonte  Aufgabe  abgehandelt 
wird,  gar  nicht  zu  kennen. 

HHtte  nun  Herr  Dr.  Schlechter  §§.  28.— 30.  meines  Werkes 
gelesen,  worin  das  Verhältniss  der  Rechnung  mit  einfachen  Zin- 
sen zu  der  mit  Zinses -Zinsen  ausfuhrlich  behandelt  und  durch  den 
Caicul  nachgewiesen  wird,  dass  so  oft  die  Werthe  zu  verschie« 
denen  Zeiten  fälliger  Capitalien  unter  einander  verglichen,  oder 
auf  irgend  einen  beliebigen  Zeitpunkt  (also  auf  mittlere  Zahlungs- 
termine) zurQckgefuhrt  werden  sollen,  nur  dann  richtige  Resultate 
gewonnen  werden,  wenn  die  Rabatt! rung  oder  Admassirung  durch 
Zinses-Z innen  geschieht,  und  dass  die  Rechnung  mit  ein- 
fachen Zinsen  unrichtige  Resultate  liefere  und  liefern  mGsse; 
hätte  er  den  Inhalt  der  §§.  44.-49.  beachtet,  wo  die  verschiede- 
Den  Methoden  (Pinkhard'sche,  Hoffmann*sehe  und  Leib- 
■lts*sche)  sorgßiltig  gepriifl  und  die  Richtigkeit  des  Ebenge- 
«■gteo  an  ausRihrlichen  Beispielen  verdeutlicht  und  namentlich  daü 
Baalehare  and  Schwankende  in  den  Begriffen  der  frühem  Mathe- 

lM|(4ber  diesen  Punkt  (§.  4U.)  nachgewiesen  wird ;  hätte  er  das, 
ry^rede  S.  6.  u.  ff.  über  Anwendung  der  RechnnuK 
ZiweB   und  Zinses -Zinsen   besonders    hcrvorholi,' 


OeiUnger:    Nothgedmngene  Abwehr.  49 

?erglieheD,  so  hätte  er  sich  niromermehr  kü  den  von  ihm  gemach- 
Um  AeoMernngen  hinreisseD  lassen  können.  Diese.  Aeusseran- 
goi  sind  aber  in  der  That  um  so  unerklärlicher,  als  in  §  40.  S.  97. 
neims  Werkes  die  von  ihm  so  sehr  belobte  Aufgabe  zwar  kurz^ 
aber  gnz  vollständig  durch  Zinses  Zins-Rechnung  behandelt  und 
beDwrfctist,  dass  der  mittlere  Zahlungstermin  {x)  aus  der  ivleichung 

Mmmt  werden  mdsse  (und  auch  bestimmt  ist),  wenn  ein  rich- 
tigfs  Resultat  erbalten  werden  soll,  wobei  7\,  T^,  T3,....  Tn 
CeeiDseln  ftlligeo  Summen  und  p  den  Zinsfusn  bedeutet  Zu- 
giflgt  ist  noch  in's  Besondere,  dass  nur  die  eben  angegebene  Ale- 
tMe  ein  richtiges,  dagegen  die  in  §.  15.  meines  Werkes  ange- 
gfbeae  ein  unrichtiges  Resultat  liefere. 

Angesichts  dieser  Thatsachen  scheint  Herr  Dr.  Schlechter 
fie  anschlagenden  Stellen  und  Paragraphen  meines  Werkes,  wo- 
ribcr  er  ein  so  unliebsames  und  schnellfertiges  Urtheil  fällt,  gar 
nicht  sn  kennen. 

Scfcliesslich  glaube  ich  bemerken  zu  sollen,  dass  wenn  Herr 
Dr.  Schlechter  sich  die  Mühe  geben  wollte,  die  angeführten 
Stellen  und  Paragraphen  meines  Werkes  zu  lesen  und  richtig  auf* 
ubwen,  er  zu  einem  andern  Resultate  und  zu  der  Ansicht  ge- 
lafigeD  wird,  dass  die  von  ihm  gegebene  Auflösung  eben  so 
filsch  und  unrichtig,  als  die  von  Ihm  bekämpfte  ist,  denn  sie 
Wnbt  auf  demselben  unrichtigen  Princip ,  nämlich  auf  der  Rech- 
mmginit  einfachen  Zinsen,  die  ungeachtet  der  von  ihm  auf- 
geführten angeblich  Innern  Gründe  in  der  gebrauchten  Anwen- 
dung auf  ein  unrichtiges  Resultat  fiihren  muss. 

Freiburg  i.  B.  im  Juli  1860. 

Dr.  L.  Oettinger. 


V*  Auszug  aus  einem  Schreiben  des  Herrn  Gymna- 
4lehrer  Beschorner  in  Glatz  an  den  Heraus- 
geber. 

So  eben  habe  ich  den    Aufsatz  des  Herrn   Gymnasiallehrers 
i^Seblechter  in   Heft  3.   Theil  XXXIV.  Ihres    geschStzten 
^ffhivs:    „Ueber   mittlere   Zahlungstermine    mit   ein- 
Tktii  XXXVL  4 
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fachen  Zinsen"  durchgelesen,  worin  der  geehrte  Verfasser 
p.  2U3.  sagt:  ,,Man  erkennt  also  aus  dieser  Ent Wickelung,  dass 
der  mittlere  Zahlungstermin  nicht  allein  von  der  Zeit,  nach  wel« 
eher  die  Kapitalien    zu  entrichten   sind,    und   von  ihrer   Grösse, 

sondern  auch  vom  Zinsfusse  abhingt.'' ,, Gegen  diese 

Wahrheit  werden  Verstösse  gemacht  in  allen  mir  hierüber  be- 
kannten Schriften." 

Ich  bin  erfreut,  Herrn  Dr.  «Schlechter  ein  Werk,  und  awar 
eins  der  bedeutendsten  der  hier  berGhrten  Gattung  von  Wer* 
ken  nennen  zu  können,  in  welchem  der  von  ihm  mit  Recht  ge- 
rOgte  Verstoss  nicht  gemacht  wird.  Dr.  Schellen^)  behandelt 
in  Abschnitt  IX.  §.  22.,  2.  seines  ausgezeichneten  Handbuches: 
„Methodisch  geordnete  Materialien  fflr  den  Unter- 
richt im  theoretischen  und  praktischen  Rechnen"  die 
Aufgaben  über  den  mittleren  Zahlungstermin  vollkommen  richtige 

indem  er  den  Schuler    zuerst  aus  den  Kapitalien  it|»  k^^  ki 

welche  nach  resp.  a,  6,  c...  Jahren  zu  zahlen  sind»  die  haaren 
Werthe  Xi,  ic^,  x,....  berechnen  und  sodann  folgenderroaaasen 
schliessen  liest: 

%i  bringt  in  a  Jahr,  dieselb.  Zins,  wie  a%i  in  1  Jahre ; 

.     *J  »>       »»     ^        >»  f«  »y  yf  CÄj  „   1  „ 

2  •  • 

J  *  • 

; I i 

Dies  giebt: 

aX|  -\-b%%-\rcni-{-  .„, 

X^^' -r 7" -r • 

%l  -f-  ÄjT  *J  +  —. 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung: 

IWk  .  lOOAi 

so  erhilt  man  die  Gleichung  10)  pag.  292.,  wie  sie  Herr  Doetor 
Schlechter  hergeleitet  hat. 

Glata,  den  10.  Aogast  1860. 

Beschorner,  Gymnasiallehrer. 


*)  Director  der  Real«chnl«  so  Co  In. 


Grnneri:    iBfenäesUmmun^en  auf  der  ifugei  eic.  51 


L^bestiminangeii  auf  der  Kugel,    eine  Ergänzung 
.    (ier  sphärischen  Trigonometrie,  mit  besonderer  Rück- 
sicht auf  Geodäsie. 


\ 


Von 

*    dem    Herausgeber. 


I. 

Die  Lage  eines  Punktes  auf  einer  mit  dem  Halbmesser  r  um 
den  Mittelpunkt  O  beschriebenen  Kugelfläche,  den  wir  durch  A 
bezeichnen  wollen,  wird  bestimmt  durch  seine  drei  Coordinaten 
X,  y,  I  in  Bezug  auf  ein  durch  den  Mittelpunkt  O  als  Anfang 
gelegtes  rechtwinkliges  Coordinatensystem ;  oder  durch  die  drel^ 
180^  nicht  Gbersteigenden  Winkel  a,  ß,  y,   welche  der  von  dem 

Hittelpunkte  O  aus  nach  dem  Punkte  4  gezogene  Halbmesser  OA 
<ler  Kugel  respectWe  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der 
')5f,  z  einschliesst;  oder  endlich  durch  seine  Länge  und  Breite 
IfB,  wo  die  Länge  in  der  Ebene  der  xy  von  dem  positiven 
Tkeile  der  Axe  der  x  an  durch  den  rechten  Winkel  (xy)  hindurch 
o«cli  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  hin  von  0  Ins  360<> 
feiiblt  wird»  die  Breite  dagegen  absolut  nicht  grosser  als  90^ 
genommen,  aber  als  positiv  oder  negativ  betrachtet  wird,  jenach- 
<hoi  der  Punkt  A  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  difr  Ebene 
der  xy  liegt.  ' 

Alle  drei  Lagenbestimmungen  kommen  im  Wesentlichen  auf 
I^elbe  hinaus,  und  die  Bestimmungsstücke  nach  der  einen  Me- 
thode lassen  sich  immer  leicht  aus  den  Bestimmungsstficken  nach 

I    eitler  der  beiden  anderen  Methoden  ableiten,   weil  zwischen  den 

^    €i«6Mn 

X,  y,  z;     a,  /5,  y;     L,  B 

^  folgenden  Gleichungen  bestehen,  von  deren  ganz  allgemeinen 
ttUgkeit  man  sich  auf  der  Stelle  überzeugt: 
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I) 

xzzzTCOBay    :r  =  rcosjLco8ff»  co8a  =  cosIico6A, 

y  =  rcosß,    y=zr8inLcosB,  co6ß=za\nLcoaB, 

zszrcosy;    z=rsin£;  C08y  =  sinB;  , 

wo  man  also  zur  Bestimmung  von  L,  B  aus  x,  y,  z  oder  a,  ß 
die  Formeln: 

2) 

r  z 

sin  ff  =  -  =  cos  y ; 

-  o:  coso         .    *  y  cos/3 

cosl/= -^  = B»     8inli= — *^  D  = ö» 

r  cos  ff       cos  ff  rcosjD      cos  ff 

°  j:       cos« 

hat,  bei  denen  man  nicht  ausser  Acht  lassen  darf,  dass  die  Brc 
ff  durch  die  erste  Formel  jederzeit  vollkommen  und  ohne  a 
Zweideutigkeit  bestimmt  wird,  weil  nach  der  Voraussetzung 

—  90«<ff<  +  90o 

ist  j  dass  man  sich  aber  bei  der  Bestimmung  der  Länge  L  an  < 
folgenden  Regeln  su  halten  hat: 

Wenn 

X  oder  cosa    und    y  oder  cos/? 


positiv                        positiv 

negativ                      positiv 

negativ                      negativ 

positiv                        negativ 

ist, 

so  ist 

respecttve: 

0   <L<   900, 

W>  <  L  <  IW, 
180<>  <  L  <  2W, 
2W  <  L  <  360«>. 

In  dieser  Abhandlung  habe  ich  nun  lediglich  die  Lagenl 
Stimmungen  auf  der  Kugel  im  Auge,  welche  die  GeodSsie  onl 
Voraussetiung  der  Kugelgestalt  der  Erde  sich  zur  Aufgabe  mad 
Bei  diesen  Lagenbeatimmungeo,  die  natürlich  wie  alle  Lagen! 
Stimmungen    nur  relative  sein  kOnaen,    werden  im  Allgeiaeio 


I 
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tfokte  auf  der  Kugel  ihrer  Lage  nach  als  gegeben 

i  angenommen  und  durch  geeignete  Messungen   die 

dritten  Punktes  bestimmt,  worüber  hier  die  folgenden 

.rifiuterungeii   nuthig  sein  dürften.     Bezeichn^   wir  die 

.egebenen  Punkte  durch  Aq  und  Ai,  und  den  sviner  Lage 

u  bestimmenden   Punkt  durch  A^\   so  sind  fSr  nie  beiden 

.11  Pookte  ^0  und  Ai  die  Grössen 

^0.  y^y  2o;    «0,  ßo,  yo;    A>»  -Bq 

od' 

gvgeben,  und  aus  denselben  sollen  für  den  dritten  Punkt  A^  die 
GrSssen 

^2>  ^2*  ^;     «2»  ^2>  7«;    ^2>  -82 

aofGriind  geeigneter  Messungen  abgeleitet  oder  bestimmt  wer- 
den. Diese  Messungen  werden  aber  immer  in  oder  an  dem  durch 
die  drei    Punkte   Aq,  Ai,   A^    bestimmten   sphärischen   Dreieck 

AqAiA^,  dessen  Winkel  und  gegenOberstehende  Seiten  wir  im 
FoJf^enden  durch 

Ao,  A, ,  A,    und     a^,  Oi,  a^ 

I  bezeichnen  wollen ,  vorgenommen,  und  können  nur  Winkel  und 
^ten  dieses  Dreiecks  sein.  Da  aber  die  Lage  der  beiden  Punkte 
4»  und  Ai  als  gegeben  betrachtet  wird ,    so  ist  in  dem  Dreiecke 

Ä^iA^  die  Seite  o^  jederzeit  gegeben,  weil  nach  einer  bekann- 
ten Formel 

3)         cos  a^  =  cos  0!^  cos  a|  -f  cos  /^o  cos  ßi  ■{■  cos  y^  cos  fi , 

oder  nach  dem  Obigen:  % 

■») cos  «4  = -^ ' 

oder,  wie  leicht  erhellet: 

5)         cos  a^ = sin  Bq  sin  Bi  -f  cos  (Lq — Li)  cos  Bq  cos  Bx 

ist;  ond  es  hrauchen  also  in  dem  Dreiecke  AqAiA^  immer  nur 
Boch  zwei  Stöcke  gemessen  werden,  um  in  Verbindung  mit  der 
bekanoten  Seite  a^  die  zur  Lagenbestimmung  des  Punktes  A^ 
«forderlichen  Elemente 

^2'  y%>  H\  ^>  ß%*  y%\  ^2»  ^2 
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berechnen  su  kfJnnen.  Aof  diese  Weise  ergeben  sich  iiberban 
sechs  hierher  gehnrende  Aufgaben,  weil  die  awet  gemessen« 
Stüclce  nur  die  folgenden  sein  können: 

1.  Aq  und  Ai ; 

2.  Oo     «    «i; 

3.     Aq  und  Hl   oder  Ai  und  ciq; 

5.     Aq    „    Oo      yt     Aj     „    rt| ; 
o.    Oq     „     A^     >)     Oi      )9    Aj. 

Zur  Auflösung  aller  dieser  Aufgaben  reichen  allerdings  d 
bekannten  Hullsmittel  der  sphärischen  Trigonometrie  vollständ 
hin ;  aber  es  ist  dazu  stets  die  Verbindung  mehrerer  sphärisch 
Dreiecke  und  also  auch  die  Anwendung  mehrerer  Aufgaben  d 
sphärischen  Trigonometrie  nOthig;  auch  niuss  man  dabei  meiste 
eine  Figur  vor  Augen  haben,  weil  immer  eine  grossere  Anzt 
verschiedener  Fälle  eintreten  kann,  deren  gehörige  Unterscb 
düng  nicht  wohl  anders  möglich  ist,  als  durch  den  Anschluss 
eine  Figur,  was  jedenfalls  wenigstens  für  den,  der  im  Geiste  d 
neueren  Wissenschaft  an  ganz  allgemeine  analytische  Betrat 
tungen  und  überall  an  ganz  allgemeine,  alle  Fälle  umfassen 
Rechnungen  gewöhnt  ist,  und  dieselben  allen  fibrigen  Betrac 
tungswelsen  vorzieht,  sehr  störend  und  lästig,  auch  dem  Geh 
des  neueren  Caiculs  wenig  entsprechend  ist.  Ich  bin  daher  $ 
neigt,  es  für  eine  nicht  unwesentliche  Vervollständigung  der  spl 
rischen  Trigonometrie  zu  halten,  wenn  es  möglich  sein  soll 
zweckmässige  und  elegante,  ganz  allgemein  gGltige  analytisc 
Formeln  zu  entwickeln,  durch  welche  die  obigen  Aufgaben  a 
gelöst  werden,  ohne  eine  Verbindung  mehrerer  sphärischer  Di 
ecke  und  ohne  den  Anschluss  an  eine  Figur  nöthlg  zu  mach< 
und  zugleich  auf  eine  solche  Weise,  dass  die  gesuchten  Gröni 

^a»  y«»  Hi     «2»  ßtf  y%\     ^2.  ^2 

so  viel  als  möglich  ganz  unmittelbar  und  völlig  independent  \ 
den  gegebenen  Stiicken  abgeleitet  werden  können.  Solche  F 
mein,  die  ich  in  mehrfacher  Beziehung  für  merkwürdig  und  wi 
tig  halte,  beabsichtige  ich  in  dieser  Abhandlung  zu  entwickeln 

Dabei  ist  es  aber  keineswegs  meine  Absicht,  die  obigen  sei 
Aufgaben  in  der  angegebenen  Weise  hier  vollständig  aufzulös 
was  in  Weitläufigkeiten  fähren  würde  und  auch  völlig  unnöthig 
indem  es  vielmehr  vollständig  genügt,  nur  eine  dieser  sei 
Aufgaben  auf  die  in  Rede  stehende  Art  zu  lösen.  Denn  wc 
man  diese  eine  Aufgabe  gelöst  hat,  so  bat  es  keine  Schwier 


f- 
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kekp  aü«  flbrigen  aaf  dieselbe  larQckzufOhren ,  iveil  man'aus  den 
keideo  gegebenen  oder  vielmehr  gemessenen  Stücken  des  sphä- 

riwlieo  Dreiecks  AqAiA^  in  Verbindung  mit  der  gegebenen  Seite 
^  immer  die  beiden  StOcke,  welche  in  Verbindung  mit  der  ein 
(Ir  alle  Mal  bekannten  Seite  a^  die  Cirundlage  der  in  Rede  stehen- 
den Aifgabe  bildeten»  nach  den  bekannten  allgemeinen  Formeln 
der  flph&rischen  Trigonometrie  ableiten  und  in  ganz  allgemeinen 
aasfftisehen  Ausdrücken  darstellen  kann,  wobei  eine  Unterschei- 
dbf  verschiedener  Fälle  und  ein  Anschliessen  an  eine  Figur  eben 
»veoig  wie  eine  Verbindung  mehrerer  sphärischer  Dreiecke  er* 
lordeiiich  ist,    weil    man  ja  nur    das    eine    sphärische   Dreieck 

4J|is  in  Betrachtung  zu  ziehen  hat.  Zu  der  einen  Fundamen- 
tal-Aofgabe,  auf  welche  alle  unsere  obigen  Aufgaben  auf  die  so 
eWn  angegebene  Weise  zuröckgefiihrt  werden  können ,  wähle  ich 
hier  Dun  die  erste  dieser  Aufgaben,  wenn  nämlich  in  dem  sphä- 

riachen  Dreiecke  AqAiA2  die  beiden  an  der  gegebenen  Seite  oder 
Balis  a^  liegenden  Winkel  Ao  und  Ai  gemessen  worden  sind, 
welche  bekanntlich  besonders  fOr  die  Geodäsie  von  der  grussten 
Wickfigkeit,  ja  eigentlich  die  Aufgabe  ist,  auf  welche  alle  geo- 
ditiacben  Messungen  und  Rechnungen  zurGckkommen. 

Wenn,  wie  in  der  zweiten  Aufgabe,  die  beiden  Seiten  a^  und 
ii  gageben  sind,  so  werden  die  beiden  Winkel  'Ao  und  A|  mit- 
telat  der  bekannten,  ganz  allgemein  gültigen  Formeln 

«) 

.    cos  an —  cos  Hl  cos  a»      .    cos  Ci  —  cos  Oq  ^^^  ^a 

e08Ao= : : ,      C08Ai  = 1 : : 

^  smaisma^  ^  »inaQSina^ 

oder  doreh  andere,  aus  der  sphärischen  Trigonometrie  bekannte 
Formeln  bestimmt,  wodurch  dann  die  zweite  Aufgabe  auf  die 
erate  zoruckgefiibrt  ist. 

Wenn,  wie  in  der  dritten  Aufgabe,  die  Stficke  Aq  und  O]  oder 
A|  and  aQ  gegeben  sind,  so  hat  man  zur  Bestimmung  des  W^in- 
kela  Aj  oder  Aq  die  bekannten  Formeln : 

^  .  .        cot  Ol  sin  Oa  —  cos  Aq  cos  a^ 

/}  .     .      .      .      cot  Ai  s= ' ; — j 

*  sin  Ao 

•der 

cot  flo  "in  flft  —  cos  A^  cos  a^  , 


7*)    .    .     .     cotAo  = 


sin  A| 


^Mth  welche  die  dritte  Aufgabe  wiederum  auf  die  erste  zurflck- 
SAtiit  ist. 
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» 

Wenn,  wie  in  der  vierten  Aufgabe»  dief  StQcke  A^  und  tk%  od 
A|  and  A^  gegeben  sind,  so  werden  die  Winkel  Ai  oder  . 
dorch  Auflosung  der  Gleichung 

8)  .     .    cos  A^  =  cos  n^  si|i  Ao .  sin  A|  —  cos  Aq  •  cos  A] 
oder  der  Gleichung 

8*)   .     .    cos A2  =  GOsassinA|.sin Ao — cosA|.cosAo 

gefunden  und  dadurch   die  vierte  Aufgabe  auf  die  erste  zurO( 
gefährt. 

Wenn,    wie   in  der  fönßen   Aufgabe,    die  Stücke  Aq  und 
oder  Aj  und  fij  gegeben  sind ,  so  findet  man  A|  oder  Aq  dar 
Auflosung  der  Gleichung 

9)  .     .     cotaoSina2=^<^ot  Ao*sinA| -|- coso^.cosAi 
oder  der  Gleichung 

9*)    .    .    cot  üx  sin  o^  =  cot  A| .  sin  Aq  +  cos  a^ .  cos  Ao  * 

wo  nun  wieder  die  erste  Aufgabe  unmittelbar  Anwendung  finden  kao 

Wenn 9  wie  in  der  sechston  Aufgabe,  die  StQcke  a^  und  i 
oder  Ol  und  A^  gegeben  sind,  so  findet  man  die  zur  ZuriickftI 
rung  auf  die  erste  Aufgabe  nothigen  Winkel  Aq  und  A]  mittel 
der  Gleichungen : 

10)' 

•    A        sin/ipSinAa       .  .  *a       •    a    . 

sin  Ao  = : f    sinaoCota2  =  cotAg.sinAi+co8flo'CosA| 

sin  o^ 

oder 

10*) 

.  sinaisinAa       .  .  ^a      •    a    .  '     ^ 

sidA|  = -, ,    Sinai  coto^^cotAa.sinAo-l'COsai  .cosAq 

sin  cf^ 

• 

W^che  von  diesen  Aufgaben  völlig  bestimmt  und  welche  th< 
weise  unbestimmt  sind,  ist  aus  der  sphärischen  Trigonomel 
bekannt  genug  und  hier  nicht  weiter  zu  erläutern:  eben  so  we 
ist  hier  noch  etwas  zu  sagen  fiber  die  vielfachen  anderen  UC 
mittel,  welche  die  sphärische  Trigonometrie  zur  Auflösung  ( 
vorstehenden  Aufgaben  an  die  fland  giebt.  Wir  haben  es  \ 
jetzt  an  nur  mit  der  Lösung  der  folgenden  Aufgabe  zu  thnn : 

Wenn  die  Lage  der  beiden  Punkte  A^  und  Ai  auf  i 
Kugel  bekannt  ist,  und-  in  dem  durch  diese  beid 
Punkte  und  einen  dritten  Punkt  1^2  bestimmten  sphä 
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fcbei  Dreiecke  A^AyA^  die  beiden  Winkel  ^AxAqA^^=^Aq 

nod  Z/^^i/^s  =  A]    gemessea    worden    sind:    die  Lage 
des  Punktes  A%  auf  der  Kagel  zu  bestimmen. 

Zur  LSsong  dieser  Aufgabe  durch  ganz  allgemein  gültige» 
eine  TöUig  directe  Bestimmung  der  Lage  des  unbekannten  Punk- 
tes na  den  gegebenen  Elementen  gestattende  Formeln  wollen  wir 
ioFdgeoden  nun  übergehen,  indem  wir  der  Meinung  sind,  dass 
leie  dorch  ihre  Eleganz  sich  auszeichnenden  Formeln  als  eine 
lickt  Qowesentliche  Ergänzung  der  sphärischen  Trigonometrie  be- 
trachtet  werden  dürfen  und  für  die  Geodäsie  nicht  ohne  Bedeu- 
tng  siod. 

II. 

Die  Auflösung  der  zweiten  unter  unseren  sechs  Aufgaben ,  der 
wir  zoTurderst  unsere  Aufmerksamkeit  zuwenden,  ist  offenbar  in 
den  drei  Gleichungen : 

cos  Oo  :=  cos  ffi  cos  Og  -\r  cos  ßi  cos  ß^  -{■  cos  yi  cos  y%f 

1)    j  cos  dj  =  cos  Oo  cos  Oj  -f  cos  ß^  cos  j?2  -h  cos  yo  cos  y^ , 

cos  ot*  +  cos  (Sj*  +  cos  ya*  =  1 

eDtkilteo,  mittelst  welcher  die  drei  gesuchten  Grossen  a^,  ß^t  y% 
bettimmt  werden  müssen.  Um  diese  Bestimmung  mit  möglichster 
Leichtigkeit  auszuführen,  setzen  wir  der  Kürze  wegen: 

M  _  (cos  Ci  —  cos  Oq  cos  fl^)  cos  Oq  +  (cos  ai:^  —  cos  «j  cos  o^)  cos  a| 

Sin  a^ 

n     (cos  ßi  —  cos  j?o  cos  Q^  COS  Oq  -f  (COS  ß^  —  COS  ft  COS  0^)  COS  Og 

"^  shT^;«  ' 

C — (^Q**  yi  —  cos  yo  cos  Of)  cos  Qq  +  (cos  yp  —  cos  yi  cos  0^)  cos  fl| , 

sin  öj* 

^•natürlich  A,  B,^C  bekannte  Grössen  sind.  Weil  nun  offen- 
^  nach  I.  3)  und  bekannten  Formeln : 

cos  o^  (cos  ffi  —  cos  o^  cos  fla) 
-f  cos |3o (cos /3| — cos/^ocosa^)  }  =cosas — cosaa=0, 
+  cos  /o  (cos  /i  —  cos  yo  cos  Oj) 

cos  ctQ  (cos  4X0  —  cos  a|  cos  Os) 

ff  V 

+  COS  ß^  (cos  ft)  "^cos  ft  CO«  oj)  ^  =  1  —  cos  ^a* = sin  o»* 
+  cos  yo  (cos  yo  —  cos  y^  cos  a^ 


3)     .    .      j 
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uDd  gftiu  eben  so: 

cos  0|  (cos  Oq  —  cos  aj  cos  a^) 
-f  cos/3|(co8/^o — cosft  cosa^  \  =cö8fft  — co8as=0> 
+  cos  ^  (cos  yo  —  cos  y^  cos  Oj) 

cos  a^  (cos  a|  —  cos  o^^  cos  cr^) 
+  cos ft  (cos ßi—^coBß^co^a^  )  =  1  —  cos at^= sin a^ 
+  cosyi(cosyi  —  cosyocosoj) 

ist;  so  hat  man  nach  2)  offenbar  die  zwei  folgenden  Gleichungen  s 

A  cos  ctQ  -f  -B  cos  /^o  -h  Ccos^o  =  cos  Ol  , 
Jccstti  -f  Beosßi  +  Ccos/i  =  cosoo* 

Ferner  setze  man  jetzt: 

IC0SCK2:=  A  +  X, 
C08/3a=Ä+  ?', 
cos/s  =  C  +  Z; 
so  ist  nach  1)  und  3)  offenbar: 

Icoso^. A-f  cos/^o«  I^+  co8yo'^  =  0, 
cosai  .A +  cospi.  r  +  cosy^.Z  =0. " 

Multiplicirt  man  die  Ausdrücke  2)  von  A,  B,  C  respective  mit. 
X,  Y,  Z  und  addirt  die  Producte  zu  einander,  so  erhält  man  mit 
Rfieksicht  auf  die  beiden  vorstehenden  Gleichungen  die  GleichiiDg: 

6) AX-l-Br+CZ=0. 

Wenn  man  nun  die  drei  Glefchungen  4)  quadrirt  und  dann  zu' 
einander  addirt,  so  erhält  man  wegen  vorstehender  GleicboDit  auf 
der  »^tQlle  die  Gleichung: 

7)  .    .    .     (2l«+^  +  C«)  +  (Jr»+F*  +  Z«)  =  l, 

nnd  hat  also  jetzt  nach  5)  und  7)  zur  Bestimmung  von  X,    Y^   Z 
die  drei  Gleichungen : 

cos  o^ .  A^ -|- cos /Slo .  F -f  cos  }'o  *  ^  ^  ()  f 

8)  .    .    .  ^  cosOfA-f  cos|^  •  F-h  cos/i.ZsrO, 
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Alf  ten  beiden  ereteo  Gleichungeo  dieses  SyeteoM  erhält  man, 
wem  G  einen  gewissen  Factor  bezeichnet: 

9]  .  .     {     F=  G(Gos/oCosai —coso^cos/i), 

Z  =  Cr(co8aocos/?i — cos/^ocosaj); 

aka,  weoD  man  diese  Glelchnngen  quadrirt  and  dann  sn  einander 
iMrt,  nach  einer  bekannten  Transformation  der  Summe  dreier 
Qniinte  Ton  der  sich  hieraas  ergebenden  Form ,  mit  Rflcksieht 
irfl3):  * 

A:«+  F«  +  Z«=G«  siniia«, 
also  wegen  der  dritten  der  Gleichangen  8) :  ' 

G*slnat«=l^(ii«+Ä«+C»), 

woraus  sich 

,0)  .  .  .  .   G=±VT33ST^lt5, 

-*■  sin  <i2 

ond  folgiieh  nach  9) : 

y_    (cosP^|Cosyt — cosypcosft )  V^l---(^*+  i^-f  C) 

II)  ^    p_  ,  (cosyoCOsat-cosa^cosyt)V  1— (il»-f  i8*-|-C*) 
^      ""*  '  ^  sino^  * 

(cesoocosft— cosPoCosat)V  1  —  (il^+jB^-f  C*) , 

sino^ 

abe  endlich  nach  4) : 

12) 

.  ,  (cos/^o^^osvi  — cosyocosft)  V^l  — (^4*4-  -B*+  (?) 

C0Sai=.i± ^rjj^^ , 

a       A  1  (c®  ®  yo  CO«  «1  —  cos  «0  cosyi)  Vi— (J^+^+C*) 
eosf%s:£f^ ^ : 'Zx^TZ — — — ■ » 


_  .  (COSOoCOS^I  — COSfioCOStti)  VI  — (il*+Ä*+C*) 

eosy«  =  €/± ■    ' ; — — 


;,  mittelst  welcher  Formeln»  in  denen,  so  wie  in  allen  an« 
seren  Formeln,  sich  natürlich  die  oberen  and  anteren  Zeichen 
aaf  einander  beziehen,  die  unl>ekannten  GrOssen  «s»  /^>  /a  so 
kestimmen  sind. 
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Wir  wollen  imn  die  darch  A^  B^  C  bezeichneten  GHtesen  k 

2)  etwas  näher  betrachten. 

Zuerst  findet  malf  mittelst  leichter  Rechnung  aus  2) : 

(cos  cTi  —  cos  Oq  cos  Oa)  (cos  ctq — cos  Ol  cos  lu) 

A — COSObCOSai  = ; s *^» 

^         *  sin  Oa* 

„  ^  (cos  ßi  —  COS  ßo  cos  O^)  (cos  Oo  —  cos  Ol  C08IZ{) 

^ — cos  Po  cos  a«  = ; i » 

'^*'   ^  sin  a^ 

^  (cos  y,  —  cos  Vo  cos  a«)  (cos  Oa — cos  a.  cos  aj 

C  —  cosyoC08ai=^^ -^ — : « » 

'"         *  sin  Ob* 


so  wie: 


(cos  OA — cos  ai  COS  r/«)  (cos  ai  —  cos  On  cos  o«) 

il— cos«!  cos 00  =  ^^ .^^  a ^  » 

*  "  sin  Ca" 

-^  (COSjSo  —  C0S/JiC08a2)(C0Sfli— COSOoCOSOj) 

B  —  cospi  cos  Oo  =  ! ; ö » 

'^^         "  sin  02* 

^  (cos  Vq  —  cos  Vi  cos  Oj)  (cos  0|  —  cos  Oq  cos  Oa) 

C  —  cosyi'COSOo= ö » 

'^  "  sin  Oa* 

und  bat  also  für  A^  B,  C  auch  die  folgenden  Ausdrücke : 

13) 

.  ,     (cos  «i  —  cos  Oq  cos  O^  (cos  »0  —  cos  Ol  cos  Oo) 

^  =  cosooCosot -f •  — ö * 

(cos  ft  —  cos  jJo  cos  o^)  (cos  »0 — cos  Ol  cos  eu) 
B  =  cos/JoCosai  + ^v^l^^ä * 

^  .    (cos  Vi  —  cos  Vo  cos  O2)  (cos  Oo  —  cos  O.  cos  Oft) 

C  =  cosyoco80i  + ^^ ^ ^^ ; 

und 

14) 

.    (COSOA — C0SCriC0SJtlo)(C080i— COSOoCOSIU) 

^=cosaiC08  0o+ -^ '  — ö — ^ -^  » 

*  "  sinoa* 

^           ^                (cos  jJo  —  cos  ßi  COS  02)  (cos  Ol  —  cos  Oq  cos  cu) 
B=icoBßi  cosflo  + Snö"* ^ ' 

^  .  (cos  Vo  —  cos  Vi  cos  O«)  (cos  Ol  —  cos  Oo  cos  Oft) 

C=co8yicosoo+ ^ '— ^^ =^- 

Nach  den  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  ist  bekaontliob : 


tkr  9pkär.  Tfifonmneirie,  mit  desanäerer  Hüekstcki  auf  GeodOHe.  gl 

I    C08Ao  = : — —r^ -^, 

'  '"  Sinai  sin «2 


1 


15)    .     .     .     }  co»A;=S5^^^=^5^^a^??^». 


cos  As=: •—  --.-i2 * ; 

*  sm  Qq  sin  ttx 


jköi 


cos  Oq — cos  Ol  cos  a^  =:  sinii|  sin  02  cos  Aq  , 

16)  .  .    {    cos  Ol  —  cosa2Cosao  =  sinii^sinaoCosA|, 

cos  a^  —  cos  Oq  cos  Qi  =  sin  Oq  sin  a^  cos  A2 ; 

ond  folglich  nach  13)  and  14): 

17) 

-                             sin  Ol  .  .         . 

A  =  cos  a^QB  «1  +  -; (cos  ofi  -^  CO8O0  cos  02)  cos  Ao , 

w%  A  .  sin  Ol  .       -  ^  ,         . 

B = cos  Po  cos  Ol  +  ^; —  (cos  ft — COS  pö  cos  02)  cos  Ao , 

sin  112 

sinoi  ^ 

C  =co87oC<>^Ai+'': —  (cosyi  —  cos /o  cos 02)  cos  Ao 

Bin  CI2 

ond: 

18) 

il  =  cos CTi  COS  Oo  +  "5 ^(COSOo— -COStti  C0S02)C08  Ai  , 

sin  112 

_^  _  sin  Urt  f  e%  a  \  A 

Ä = cos  pi  cos  flo  +  ^! (cos  Po — cos  pi  cos  «2)  cos  Ai , 

sin  02 

C=  cos  yi  cos  Oo  +  -r— ^  (cos  yo  —  cos  yi  cos  02)  cos  Ai ; 

welehe  Formeln  auch  auf  folgende  Art  geschrieben  werden  können: 

19) 
A  sin  02=  (cos  Ol  8ina2  —  sin  Oi  cos  a^  cos  Ao)  cosoo-felnaiCosAoCosai, 
A  81002= (cos  Ol  sin  02 — sinoi  cosci^cos  Ao)co8  jS^-f  sinO|  cosAoCos/^i, 
Csin  02= (cos  0|  sin  02  -r  sin  Oi  cos  02 cos  Ao)  cosyo-f  sin  0|  cosAo  cos  yi 

od: 
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20) 

il  sin  o« = (cos  Oq  sio  o« — sin  Oq  cos  a^  cos  Ai )  cosof  -|-  sinno  cos  Ai  cosoko, 

i?siDas=(cosaosinas — sin  Oq  cos  a^  cos  A|)Gos/3i-|-siBaoCosA|Cos^ 

*C  sin  a^ = (cos  Oo  sin  n^ — sin  Oq  cos  o«  cos  A|  )  cos  yi  -f  sinnocos  A|  cosyo« 

Aas  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  sehr  leicht  die  folgenden 
Relationen : 

21) 
(BeoB  oq^A  cos  ^o)  *>n  a^  =  sin  Oi  cos  Aq  (cos  c^  cos  ßi  —  cosA>  cosa^), 
(C  cos  ßo  —  B  cosyo)  sin  /i^  =  sin  oi  cos  Aq  (cos  ^o  cos  /i  —  ^s  /o  <^<^s/3|), 
(i4  cos  yo  —  C cos  o^)  sin  a^  =  sin  Oi  cos  Ao  (cos 70  cos  0|  —  cos  Oq  cos  /i) 

und: 

22) 

(Acosßi — iBcosa|)sini4=sinaoCosAi(cosa^cos/^ — co8/3^cosO|), 
(Bcoayi  —  Ccos^i)sina9= sin  Oocos  A|  (cos  ^0  cos /i  —  cos/oCOs/}|), 
(Ccoso^ — Jcos/i)sioat  =  sinaoCosAi(cos)^oCoso^ — cosctocosy^); 

welche  Formeln  man  nach  einem  einfachen  Satz^  der  sphftriscben 
Trigonometrie  auch  anf  folgende  Art  schreiben  kann: 

21*) 

(B  cos  Oq  —  A  cos  /^o)  sin  A^ = cos  Aosin  A|  (cos  Oq  cos  ßi  —  cos  ß^  cosO|), 
(Ccos  ßo  —  B  cos  Yo)  sin  A^ = cos  Ao  «in  A^  (cos  ßo  cos  y,  —  cos  yöcos/^)» 
(A  cos  y^ — Ccos  a^)  sin  A^ = cos  Aq  sin  A|  (cos  yo  cos  a,  —  cos  0^(^187^) 

and: 

22*) 

(ilcos^i  — i?coso£)8inAf  =  8in  AoCosAi(cosc^cos/^  —  cos|3^cosa|)t 
(B  cos  yi  —  Ccos  ßi)  sin  A« = sin  Ao  cos  A|  (cos  A> cos  yi  —  co8yoC08/3|), 
(Ccostfi — i4cosf|)sinAsssinAoC<»sAi(cosyoC08a|  — cosa^eosy^). 

Mnltiplicirt  man  die  AnsdrOcke  2)  nach  der  Reihe  mit  A,  By  C 
und  addirt  sie  dann  in  einander,  so  erh£lt  man  mit  Rfleksicht 
anf  3) : 

23) i4«+B«+C« 

(cosop— cosa|Cosat)cosflo-Kcosff| — cosaocosga)casg| 

""  sinot*  * 


also,  wie  inao  sogUieh  übersieht: 

2i) l-.(il«+Ä«+C«) 

_  I  —  cos  g^* — eo8  gt*  —  cos  a^  +  2 cos  gp cos  ax  cog  a^ 
"  sinos* 

Nm  ist  aber  nach   den  Formelu  der  sphärischen   Trigonometrie 

bdnnotlich : 

25) 
sin  a]  sin  «9  sin  Aq  =  sino^slnoo^in^i^  sinooSin^isinA^ 

=  VI— cos  Oo*  —  cos  «1* — cos  «2*  +  2co8  «0  cos  gl  cos  gg  , 

also: 

.26) Vl-(^«  +  Ä«+C») 

.  singpsittgi  . 

=8ingiSinAo  =  singoeinAi  = r ^sibA** 

■  "  ^'         ■  sing«  ^ 

Weil  nach  der  sphSrischen  Trigonometrie 

sing^  _^  sin  Aj       sing^       sin  Aq 
sing«  "^sin  A9'     sing«       sin  A« 

lit^  M  fft  nach  den  Formeln  17)  und  18)  3 

.     ,  cosAosinA«.  .  cos  An  sin  A« 

^=(co»«H-co«g,— -^1^^^^— )co8«o+       ginA,-  cowt^i» 

Ä = (CO.«, -C08  o.— ^jjpj^»)  CO. /Jo  +  — ^^  cos  A . 

yt     .  cosAoeiQAiv  .  cosApsinAt 

C  =  (cos  gl  —  cos  g*  — -; — 4 -)  cos  Vo  + ,    .   -I    cosyi 

■  ^       sinA«      '       '"  sinAf  '* 

und 

^     i    ^  sinAoCosAi.  -sinAACosAi 

^  =  (COSflo-COS«,— ^^-^— )C08«,  +  — 2^^  C08«o  . 

1 

/?=(C08ao-C08«,— ^r^^)C08A  +  _-fg_2t^^,^ 

—     ,  sioAoCOBAi.  ,  dnAoCosAi 

^=(co«  «0-0080,— j5^^—i)cosn  +  _-^|L__Ico,yo. 

ckaontHch  ist  aber  nach  der  spbirischen  Trigonometrie: 


« 
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cos  Ao -f- <^os  Ai  cos  A^ 

COS£L|= ; — T — ■; — T » 

I  ^^  81D  Ai  81D  Af 

cy^  1  Gos  A^  -f  cosA^cosAq 

£i)     •      •      •      >  COS  01  = ; — 7 : — 7 » 

j  ^  sinA^sinAo 

cos  Af  -|-  cos  Ao  COS  A| , 

COSO«^ : — 7 ; — T ♦ 

^  sinAoSioAi 

also,  wie  sogleich  er  bell  et: 

COS  Ao  sin  A|       sie  A^eos  Aj 

COSa«  — 'COSOa ; — 7 SS  ; — T 9 

'  ^       sidA«  sinA« 

sin  Ao  COS  A  ■        cos  Ao  sin  Ai 

"«'^  -^"'    ;i.A,    =    .-.DA.  - ' 

Qod  folglich  nach  dem  Obigen: 

/  sinAoCosA|  cosAosinAm 

il  ^ TETa COSOoT : — I COS«i, 

smAf  ^  '       sinA^  * 

oQ\         j   n     sinAoCosAf        ^    .  cosAoSioAi        ^ 
*^         ]^=      «InA^      ^ft>-«-      «inA.      ""ft' 

sinAoCOsA«  .  cosAosinA« 

Ffir  die  Cosinas  der  Winkel  14,  /'s»  /s  erhalten  wir  miD  die 
folgenden  Ausdrücke. 

Nach  12)  und  26)  ist: 

coso^=if  j:  ^T— (cos/^co6/|  ^cos)'o<:osA)sin  Ao,  • 

29)     {  cos/J,=  Ä±-5-^(cosyoCosoi— cosaoCosyi)sinAo, 


cos  9%=  C-Jb"^      (c<>»«oCOsft  — cosj31ocosai)8in  Ao 


und: 


sinnio 
co8i^=Jdb;i^  (cosj?ocosyi  —  G08yoCos/^)sinA|, 

30)     \  cos/I,=ÄJ:jT— (coaypcos«!  — cose^cosy,)sinAi, 

?osj%=C±^jj^(cosa^cosA  — co8fccosii,)slnAi; 


-.1 


der  tpMr.  THfemmeMe ,  mit  öesanderer  Meksicki  aufGtodMe.  ^5 

glich  oach  diesen  beiden  Systemen  auch:' 

-  .  sinAosinAi ,       . 
cos  OE^ = if  dt  — ^^ (cos  Po  cos  xi  -  cos  yo  cos ft  ), 

o       D  a  sinAosinAj 
oosß,=^db       g|p^ — *^(cosyoCOsa,  -cosoocosy,), 

^.  sinAosinAi^  ^  _ 

cosy^=  C  J: t—z (cos  c^  cos  p,  —  cospo  coscti ). 

810  .»2 

Wendet  man  auf  diese  Formeln  die  Relationen  21*)  and  2^) 
I,  so  erhält  man: 

i  co9€t2=^^Jc(Cco8ßo — i?cosyo)tangAo> 

32)  .     .     <  cos/?2  =  ^db(^cosyo — Ccoso^)tangAo, 

V  cos y,  =  C±  (£cos  oö  —  A  cos  ^o)  t^ng  ^o 
id: 

icosa9=^J:(^co8yi  —  Ccos/?i)tang  Ai , 
cos  /3s= i?  J:  (Ccos  cj  —  A  cos  yi)  tang  A^ , 
cosy^  =  C  dt  (^  cos  ßi  — i?  cos  aj)  tang  A|. 

Fahrt  man  aber  in  die  Formeln  31)  die  Ansdrficke  28)  ein»  so 

Itflt  man: 

34) 

sIdA^coso^ss     sinAoCosAiCosfl^-f  cosAosinAiCoso|  . 

J:  sin  Aq  sin  A|  (cos  ß^  cos  yi  —  cos  yo  cos  ßi ) , 

•in  A%  cos  ß%  s=     sin  Ao  cos  ^i  cos  ß^  -f  cos  Ao  sin  A|  cos  ßi 

:t  sin  Ao  sin  Ai  (cos  yo  cos  0|  —  cos  o^cosyi) ,  - 

sin  AiC0sys=:     sin  AoCOsAi  cosyo  -f  cos  Aosin  A|COsyi 

J:  sin  Ao  sin  A^  (cos  Oq  cos  ßi  —  cos  /^ocos  Oi ) ; 


so: 

35) 


sin  A«  C08  0}=     sin  Aq (cos  A|  cos  o^  :(:  sin  Ai  cosj^ocosyi) 

4-  sinA]  (cosAqCosoi  =f  8inAoCos/9|COSyo)> 

sin  A«  cos  ß^  =      sin  Ao  (cos  A|  co8  jS^  ^t  sin  A|  cos  y^  cos  a|) 

-|-  sin  A|  (cos  Ao  cos  /^  f  sin  Ao  cos  yi  cos  a^ , 

^  A%  cos  yt  =     sin  Ao  (cos  Ai  cos  yo  j:  sin  A|  cos  oq  cos  ßi) 

+  sin  A|  (cos  Ao  cosyi  ^»\n  Aocosoi  cos/^) ; 
TiMil  XXXYI.  5 


:  * 
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oder: 


C€Mia^  = 


8 


8 
8 


C08/3a= 


8 
8 


8 
8 


COS  72  = 


8 

8 


8 
8 


8 


n  Ao 


n  A9 

n  A| 


nA 
nA 


36) 
(cos  A|  G08 o^  db 8in  Ai  co8  ß^co^yi) 

(cos  Ao  cos  «1  =F  sin  Aq  cos  /3|  cos  yo)  * 


— j^  (cos  Ai  cos  /?o  db  sin  Ai  cos  y©  cos  «i ) 

n  ii2 


n  A 


-  (cos  Ao  cos  ft  T  8>**  Ao  cos  yi  cos  «o) . 


n  A2 

— -^ (cos  A|  cos yo  db  «'">  Ai  cos  «o  c®«  /^i) 
n  A2 

n  Ai 


n  A« 


(cos  Ao  cos  yi  -h  sin  Ao  cos  a^  cos  j3o)- 


Hittelst  dieser  eleganten  Formeln  können  o^,  /?2,  ys  um 
bar  aus  den  gegebenen  Stöcken  berechnet  werden.  Alle 
kommt  in  diesen  Formeln  auch  der  Winkel  A«  vor,  der  eigi 
nicht  als  unmittelbar  gegeben  betrachtet  wurde,  da  wir  i 
der  ein  fOr  alle  Mal  gegebenen  Seite  a^  nur  noch  die  \ 
Ao«  Ai  als  gegeben  annahmen.  Man  hat  aber  zur  Berec 
des  Winkels  A«  aus  Ao »  A| ,  a^  nach  der  sphärischen  Ti 
roetrie  die  ganz  allgemein  göltige  Formel: 

37)  •  .  .  cosAa  =  8inAosinA|C08a2  —  cosAoCosA|, 

und  andere  bekannte  Hölfsmittel  in  grosser  Anzahl.  Auch  I 
man  aofBhren,  dass  in  der  Geodäsie  meistens  alle  drei  S 
der  Dreiecke  gemessen  werden»  was  aber,  von  dem  hier  ( 
haltenen  theoretischen  Standpunkte  aus  betrachtet,  nicht  h 
gehurt  und  noch  weiterer  Erläuterung  bedürfen  wurde. 

Dass  man  in  die  obigen  Formeln  statt  der  Winkel 

«0» /Jor  ro;  «i.A»ri;  ^*ß%>n 

auch  die  Längen  und  Breiten 

•^0»  ^o>    -^u  ^1;    L^f  B^ 

mittelst  der  Formeln: 

38) 

COSO^=:COsLoCOSi?0*  COSOi  =:COsX|  COS  ^ ,  cosas=cosZ/2C 

co8ßo  =  8\n LqCosBq,  cos/?|=8inL|C08i?|,  C08j?2=8inZ<sC 

•  

cosyo=sini?o;  co«yi=sInjB^;  cosy^=8ini3. 
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doffibreD  kaon,    versteht  sich  von  selbst.     Dadurch  erhält  man: 

39) 

^      -  sin  A/«  cos  A. 

cosJ 


\ 


« 

-      -.  sinAoCosAi         ..  _^     cosAosinAi        _.  ^ 

8L|^0(=       : — T cos  Lq  C08jBq+ : — r C08JL|  COS^ 

siD  A^  sinA^ 

J: r^[ — ^(sinL^cos/^o^ini?!  —  sin  Lisiniß'oCosiSi), 

sin  A^ 

l      .,       «  sinAoCOsAi  -,      cosAosioAi  . 

f     «ilicos^i  =     r^-r sin  Lq coaBo + ; — T sin JLri  COSjB^ 

I  sinA^  siD  A2 

AITI  /V     AIYl  rV 

T  — ="^1: — ^(cosI^oCosÄosinÄ,  — cosLi  BinB^coaBi), 

sinApCosA^  cosApsinAi 

8inli«=     ;; — T sm  l»o  T : — I sm  Ol 

'  sinAji  sinA2 

sinAosinAi   ....        -  ^        ^         ^ 

T  :^ — Ä *8m(l*>-r-Xfi)COSOoCOS^l. 

sin  Ai^ 


> 


ULI. 

Dm  Vorkommen  doppelter  Zeichen  in  den  vorher  entwickel- 
te! Formeln  liegt ,  wie  man  sogleich  übersieht,  ganz  in  der  Natur 
der  Sache,  weil  es  offenbar  im  Allgemeinen  immer  2wei  Anf- 
ISstiDgen  der  Aufgabe  geben  wird.  Welche  Zeichen  man  sa 
wkaen  bat,  muss  in  jedem  einzelnen  Falle  besonders  ermittelt 
^9tita;  wichtig  ist  es  aber,  hiefür  ein  möglichst  allgemeines 
KrÜerinm  in  haben,  zu  dessen  Entwickelung  wir  nun  fibergehen 
voUeo. 

Za  dem  Ende  denken  wir  uns  durch  die  beiden  bekannten 
Pnokte  Aof  Ai  und  den  Mittelpunkt  der  Kugel  eine  Ebene  gelegt, 
weiche  die  Kugel  in  zwei  Hälften  theilt,  in  deren  einer  der  posi- 
^e  Theil,  in  der  anderen  der  negative  Theil  der  Axe  der  z  liegt, 
weshalb  wir  mit  Rücksicht  hierauf  diese  beiden  Hälften  in  der 
Kfine  beziehungsweise  die  positive  un(|  die  negative  Hälfte,  nim- 
kh  in  Bezog  auf  die  in  Rede  stehende  Ebene,  nennen  wollen. 
Beteichnen  wir  die  Gleichung  unserer  durch  den  Anfang  der 
Ctordinateu  gehenden  Ebene  durch 

1)   .    •     .     .    ,     .    Ar  +  %  +  tf2=a, 

'ibnn,  weil  die  Ebene  auch  durch  die  Punkte^  und  Ai  geht, 
<!*€&  CoerdinatoD  jt^»  yo'  ^  ^*^^  ^i>  ^i»  H  sind,  offenbar 
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gesetzt  werden.  Denken  wir  uns  nun  darcb  den  Punkt  A 
(x^^i^  eine  auf  der  Ebene  der  xy  senkrecht  stehende  < 
gezogen,  und  bezeichnen  deren  Durchschnittspunkt  mit  der 
die  Gleichung  1)  charakterisirten  Ebene  durch  (jn^);  so  ist 


also,    weil   offenbar 


ist: 


woraus  sich 


^2»    •?  =  y« 


i«^2  +  %«  +  «?  =  0. 


•^) f— ^ — ' 

folglich  nach  2) 
4)  ,_      (yo»i— ^oyi)^  +  faj^|— a:oZ|).yg 

ergleht    Jenachdem  nun  der  Punkt  A^  in  der  positiven  odei 
tiven  Hfilfte  liegt,    ist  offenbar  22  >  f  oder  z«  <  ?• 

Es  ist 

yp'^i  —  ^0^1    ^  ,  «ofi—^*!    y« 
r«         '  r  +         r^  7 

= (cos  /Jo  cos  fx  —  cos  yo  cos  ft  )  cosoe^ + (cos/oCOScti  »cosa^cos/i ) 
und  nach  II.  34)-'36)  erhält  man  leicht: 

(cos/^cos^i— co87ocos/3|)co8as-f(cosyocosa,  — coso^cosyi 

sinAoCosAi 
= gi^A  cos  yo  (cos  Co  cos  ft  —  cos  ß^  cos  a, ) 

cos  Ao  sin  Ai  . 
sinÄ cosyiCcoso^cosft  —  cosj?oCOscJ 


sinApsinAi  I       (^^^^  ßo  cos  y,  —cos  yo  cos  ft  )« 
sioA«       /  -^'^cosyocosa,— coso^cosy,)* 
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Ffigt  nao  ooD  aaf  der  rechten  Seite  des  Gleicbheitszeicbeos  die 
Terscbwiodende  Grosse 


sinAosinAi 
sin  Ao  sie  Aj 


"F r— jT (cos  O^  COS  Pi  —  COS  Po  COS  «i )" 


(cos  Oq  COS  /?i  —  COS  /9o  <^0S  «i)* 


sin  A^ 

bei,  and  überlegt,   idass 

(cos  0^  cos  ft  —  COS  /5o  cos  ai  )* + (cos  /3o  cos  y^  —  cos  y^  cos  /?i)* 

-|-  (cos  7^0  cos  «1  —  cos  Oq  cos  /i  )^ 
=  1  — (cosoocoso|  -f  cos/9oCos/3i  -f  cos}^oCos7i)^=  sino^t* 

ist,  so  erhält  man  nach  leichter  Rechnung : 

(cos  ^o^os/i — cos  y^  cos  j?|)  cos  «^  -f  (cos  j^q  cos  ck|  —  cos  o^  cos  /i)  cos/^ 

-r-^(cos  Ai  cos/odbsin  Aicosct^cos/^x) , 

=-(C08«qCO8/?I  -COS/^oCOS«!  )  " 

f  +^r--v- -(cos  Aocos/i  Tsin  AoCOS«!  COS/?o)^ 

\      SID/12 

ff 

,sinAo8inAi   .      , 
*"  siDA^      ^'°^  - 

alsooacb  ü.  36): 

(co0^  cos  yx  —  cos  yo  cos  /^i )  cos  «^  -f  (cos  70  cos  a^  —  cos  o^  cos  yi )  cos  h 

/.  />  V  .  sinAoslnAi   ,       . 

=— (cosc^cospj  —  co8pocosai)cosyadb — »    a  — suio^*, 

/bi|g[|jeb  nach  dem  Obigen  auch: 

yp^^i—^^yi    arg     ZqJTi— arpii   yg 
r*         '  r    ■         r*         *  r 

/  fl  Ä  \  ■  sinAosinAi   , 

=  —  (cos  Oq  cos  pi  —  cos  Po  cos  Ol )  cos  y^  J: : — t- — -  sin  o^'. 

sin  A^ 

ach  4)  ist: 

yo^i— ^oyi    ^g  ,  ^o^i— arpii    y» 


yo^i  —  ^oyi  ^2  ,  ^^i~^o^i  y« 

cos  fl^  cos  /^  —  cos  ßo  cos  a| 
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I 

also  nach  dem  Vorstehenden: 

I  ^sioAoSinAi  sino^* 

woraas  sich  unmittelbar 

Z| }     sinApsinAi sioffa* 

T       r  sinA«      *  coso^cos/3| — cosj^ocosai 

ergiebt. 

Weil  die  Grosse 

sinAosinAi    .       . 

: — T sin  !!•* 

sin  A2 

stets  positiv  ist,  so  ergiebt  sich  hieraus,  in  VerbindsBg  mit  den 
OJbigen ,   Folgendes : 

Wenn  A^  in  der  positiven  Hälfte  liegt,  also  2^  >  f  ist,  so 
mass  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen,  jenachdem 
die  Grosse 

cos  o^  cos  ßi  —  cos  ßo  cos  «1 

positiv  oder  negativ  ist;    wenn  dagegen  A^  in  der  negativen  HSlftt    -^ 
liegt,  also  Z2<;  ist,  so  muss  man  die  oberen  oder  anteren  Zei* 
eben  nehmen,  jenachdem  die  Grösse 

cos  o^  cos  ßi  —  cos  ßo  cos  cr| 

negativ  oder  positiv  ist. 

Dies  iSsst  sich  in  folgende  aligemeine  Reg^l  zosammenrassen : 

Man  raoss  die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen  neh- 
men, jenachdem  die  Hfilfte,  in  welcher  der  Pankt  J| 
liegt,  und  die  Grosse 

cos  O^  cos  ßi  —  cos  ßo  cos  0| 

gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben. 

Bekanntlich  ist  aber 

cos  oq  cos  ßi  —  cos  ß^  cosK  01  =  sin  (X^  —  Lq)  cos  B^  cos  Bi , 

so    dass  also,   weil  das  Product  cosSqCOs^  siets  positiv  ist, 
die  Grossen 

cos a^ cos  ßi  —  cos  ßo  cos 0|   und  sin  (Lj  *  Lq)] 

immer   gleiche  Vorzeichen    haben.     Daher   ISsst   sich   die   oUge 
Regel  auch  aar  folgenden  Ausdruck  bringen : 
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Hao  roa88  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen, 
jeoacbdem  die  Hälfte«  in  welcher  der  Punkt  A^  liegt, 
■od  die  GrSsse  b\i%(Li—Lq)  gleiche  oder  ungleiche  Vor- 
leicheo  haben. 

Bei  geodätischen  Messungen  wird  man  mit  RQcksicht  auf  die 
bekaooto  La^e  des  sichtbaren  Himmelspols  immer  leicht  zu  be- 
ordieileD  im  Stande  sein,  ob  der  Punkt  A^  in  der  positiven  oder 
lejgtlifeii  Hälfte  liegt,  und  weiter  braucht  man  aus  der  blossen 
ijucbaoQDg  nichts  zu  entnehmen,  um  mitteist  des  vorher  ausge- 
«procbeoen  Kriteriums  entscheiden  zu  können  ^  welche  Zeichen 
■at  10  den  Formeln  36)  oder  39)  zu  nehmen  hat. 


Anhang. 


Aebniiche  allgemeine  Formeln,  wie  wir  Im  Vorhergehenden 
ftir  die  Kugel  entwickelt  haben,  wollen  wir  jetzt  in  der  K^rze 
auch  Boeh  für  die  Ebene  entwickeln ,  welche  bei  Rechnungen  der 
Gaodisie  der  Ebene  gleichfalls  treffliche  Dienste  leisten. 

MiD  habe,  ein  rechtwinkliges  Coordinaten  -  System  der  or^  zu 
Grnode  legend,  in  der  Ebene  der  xy  drei  Punkte  Aq^  Ai,  A^* 
welche  das  Dreieck  A^AiA^  bilden.  Die  an  den  Spitzen  Aq,  Aj, 
Af  liegenden  Winkel  dieses  Dreiecks  bezeichnen  wir  respective 
dorch  Aq,  Ai,  A2;  and  die  Seiten  AiA^,  A^Aq^  ^^i  mögen  be- 
aelnngswelse  durch  a^,  0|,  a^  bezeichnet  werden.  Die  Goordi- 
saten  der  Punkte  A^  und  Ai,  welche,  wir  durch  Xq,  yo  ^^^  ^1*  ^1 
beiMcbnen,  werden  als  gegeben  betrachtet;  die  beiden  Winkel 
Aq  nd  Ai  sind  gemessen  worden ;  die  Coordinaten  x^,  y^  Bollen 
krechnet  werden.     Dazu  hat  man  die  beiden  Gleichungen : 

'    '     '    }  ai«  =  (aro  — a:a)*  +  (yo  — y2)*; 
aas  deneo  x^,  y^  zu  bestimmen  sind.    Zu  dem  Ende  setzen  wir: 

2)  »0=0:0— ««•  to=^— y«;    ar2=aro— tio,  yi=yo— «0; 
ilao: 

*i— *•  =  «0  —(^0—^1),   Vi  -y2  =  »o  -  (yö— yi); 

<o  dass  wir  nach  1)  die  folgenden  Gleichungen  haben : 
|Uo  — (0:0— a:|)|*  +  |ro— (yo— yi)l*=flo*. 


J)  .  .  j 


* 
'  i 
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auus  denen  sich,   weil 

ist,  sehr  leicht  die  Gleichung 

(a:o  -  a;,)uo  +  (yo  —  yi)«o  = 2 

•rgiebt.    Nach  den  Lehren  der  ebenen  Trii^ononietrle  ist  aber: 

# 

also  hat  man  zur  BestimmuDg  von  u^j  v^  die  beiden  folgendes 
Gleichungen : 


5)     .    .      j 


(^0  — ^i)«o  +  Cyo-yi)«'o  =  «iatCosAo, 


deren  Auflösung  keiner  Schwierigkeit  unterliegt. 

Uro  uns  dieselbe  jedoch  möglichst  zu  erleichtern ,  setsan  wir, 
indem  Üo»  Bo  ^^^  ^o  noch  unbestimmte  Grossen  beseicbnen: 

6)  .  .  iio  =  A)+^'o(«o— «1)»    »o  =  J5o  +  Grt(3fo— yi); 
so  wird  die  zweite  der  Gleichungen  5) : 

und  fahrt  nach  gehöriger  Entwickelung  sogleich  zu  der  Gleichung: 

Denkt  man  sich  aber  die  bis  jetzt  noch   unbestimmten  GrOssan 
i^o»  ^o  so  bestimmt,  dass 

7)  .     .     .     .     Äo(aro  — ar,)  + Bo(yo— yi)  =  0 

ist,  so  nimmt  vorstehende  Gleichung  die  einfachere  Form 

••  • 

an.    Die  erste  der  beiden  Gleichungen  5)  wird  nach  6): 

(aro— *i)l'Äo+Go(aro-ar|)H-(yo-yi)l»o+GoCVo-yi)l=0|ötCosAo, 
also: 

Äo(aro— ari)  +  »o(yo-yi)  +  l(^o-^i)*  +  (yo-yi)*lGo  =  flifl,co8Ao, 
und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 
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9) Go  =  — cosAo, 

wie  sogleich  erhellet. 

A08  der  Gleicbang  7)  folgt : 

n »0=-^^^— ^ü«, 

yo— .Vi  ^ 

iIm  wegen  der  Gleicbatig  8)  mit  Rficksicbt  auf  die  Gleichong  4) : 

worau  sich  nach  9)  sogleich  die  Gleichung 

o^^^ö*  =  öi*(yo  — yi)*8in  Ao* 

crgiebt.    Hieraus  aber,  in  Verbindung  mit  10),   erhSit  man  die 

FomelD : 

io  deneo  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  aufeinander  bezieben. 

Ffilirt  man  nun  diese  AusdrOcke  von  Üq«  Vo  und  den  obl- 
geo  Aoedruck  von  Gq  in  die  Formeln  6)  ein,  so  erhält  man  leicht: 

i  «o  =  ^Kjfo~^i)cosAo±(yo— »i)«nAü), 
12)  .  .  V 

\  <?o  =  T^^3fo-yi)co8AoT(aro— J?i)8inAot. 

Wey  bekanntlich 
13) 


Ol sin  A| 


09       sin  As 
Mt,  80  ist  auch: 

'*o^sl^'^^®""^*^^®*^^*^^®""*'^®^"^<>''  ' 
M)  < 

«0=  ^^{(yo— »i)co8AoT(«o— «i)»>nAol; 

oder  nach  2): 

15) 

^o  —  *»  =  Jl^  {(oTrt— a:i)cosAo  ±  (yo— yi)»>nAo}, 
yo  —  »•  =;^r^{(yo-yi)co«AoT(^o-«i)8«Aol. 
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Weil 

Xi  — ar,  =  (a:o— a?t)  —  (^o  -^i)»  Vi  — y«  =  (jf«  — y«)  —  (jf«— Jfi) 
ist,   80  erhält  man  mit  ROcksIcbt  auf  die  Gleichimg 

sin A«  =  sin(Ao  +  Aj)  *) 
aus  den  vorstehenden  Gleidiungen  15)  leicht: 

16) 

yi  — y«  =  ^j^-^  I  (yi  -  yo)cos  Ai  db  («I  — ^o)«««  Ai  l ; 

wobei  wir  aosdrücklich  bemerken«  dass  in  den  Formeln  16)  und 
16)  sich  überall  die  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  eEoander 
beziehen. 

Setzen  wir 
17)    .    .    Xo  — :r|  sa^GOsP,    y©  —  yi  =  «•«•n'^; 

was  wegen  der  Gleichung  4)  Terstattet  Ist,  so  nehmen  die  Glei- 
chungen 16)  und  16)  die  folgende  Form  an: 

sinA|C08(PT  Aft) 

18) 

sinA|Sin(P=f  A«) 

yo-y«  =  «, ;j^^[; 

und: 

sin  A«  COS  (P±A|) 

sinAosin(PJ:Ai) . 

yi-yi  =  -«. -^^^ • 

immer  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einan* 
der.  Die  Grossen  P  und  a^,  letztere  Grösse  natOriich  als  positiT 
▼orausgesetzt,  berechnet  inan  am  leichtesten  mittelst  der  FormelD : 


*)  Et  wird   angeDommen ;*  daM  ia    dem   Dreieck  A^AiA^    alle  dfei 

Winkel  gemettes  and  anf  bekannte  Weite  to  corrigirt  worden  eind,  daet 

ihre  Sanme  genaa    I8(H>   betragt     Diete   corrigirteo  Werthe   der  drei 
Winkel  beaeichnea  dann  Aq,  A,  ,  A«,  to  datt  also 

Ao+A,  +A,=  180« 
itt 


I 
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mir  BOSS  man  darauf  achten,  den  Winkel  P  so  zu  nehmen,  dass 
anch  wirklich  die  Gleichnngen  17)  beide  erföllt  fverden,  wobei 
man  och  an  die  folgenden  Regeln  zu  halten  hat : 

Wenn 

\  positiv  positiv 

negativ  positiv 

negativ  negativ 

positiv  negativ 

isti  so  rooss  man  beziehungsweise  P  so  nehmen ,  dass 

0   <P<   90% 

90«  <P<180% 

ISO*»  <P<270% 

270«  <  P  <  360« 

ist 

Leicht  erh|llt  man  anch  die  folgenden  Formeln : 

21) 

(j,co8AiTyo8'"'A|)«inA„  -j-  (a;|CosAo  J:yiginAo)sin  At 

sinAf 

(«0  cos  Ai  db^o  sin  A|)  sin  A  o  +  {y\  cos  Ao  T  ^i  sin  Ao)  sin  A| 

^=  iSÄ; ' 

belebe  aber  zur  Berechnung  der  Coordinaten  or^,  y^  bei  Weitem 
siebt  80  bequem  sind,  wie  die  obigen  Formeln. 

Im  Allgemeinen  lässt  unsere  Aufgabe,  wie  dies  auch  ganz 
is  der  Natur  der  Sache  liegt,  -zwei  Auflösungen  su;  bei  prakti- 
sdien  Anwendungen  bedarf  man  nun  aber  eines  möglichst  ein- 
bdeo  Kriteriums,  welches  zu  beuHbetlen  verstattet,  wie  in  den 
obigen  Formeln  die  Zeichen  zu  nebousn  sind ;  ein  solches  Krite- 
rim  kann  man  auf  folgende  Art  entwickeln. 

Die  durch  die  beiden  Punkte  Af,  und  Ai  gehende  Gerade, 
^0  Gleichung 
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ist«  theilt  die  Ebene  der  xy  in  zwei  Theile.  Denkt  man  sich  du 
dareh  einen  beliebigen  Punkt  dieser  Geraden  als  Anfang  ein  dex 
primitiven  Systeme  der  xy  paralleles  Goordinaten  -  System  gelegl 
so  wird  immer  in  dem  einen  der  beiden  in  Rede  stehenden  Theil( 
der  Ebene  der  xy  der  positive,  in  dem  anderen  Theile  der  nega 
tive  Theil  der  zweiten  Axe  dieses  neuen  Coordinaten-Systemf 
liegen,  insofern  die  durch  A^  und  Ay  gehende  Gerade  nicht  de 
Axe  der  y  parallel  ist«  wie  wir  für  jetzt  annehmen  wollen;  m\ 
Rücksicht  hierauf  wollen  wir  daher  diese  beiden  Theile  der  Ebeoi 
der  xy  beziehungsweise  in  der  Kürze  den  positiven  und  oegatl 
ven  Theil  dieser  Ebene  nennen.  Legen  wir  jetzt  durch  den  Punki 
A^  oder  {x^^  eine  auf  der  Axe  der  x  senkrecht  stehende  Ge 
rade  und  bezeichnen  deren  Durchschnittspunkt  mit  der  durch  J« 
und  Ai  gebenden  Geraden  durch  (jtt;);  so  ist  klar«  dass«  jenach' 
dem  der  Punkt  A^  iii  dem  positiven  oder  negativen  Theile  da 
Ebene  der  xy  liegt«  ^2 ^9  ^^^^  y%'^^  *'®^-  ^"i*  Bestimmung  voi 
jr«  t;  hat  man  hach  dem  Obigen  offenbar  die  Gleichungen: 

jr  =z  a:»«     tj  —  yo  =  — T  (^2  —^o)  » 

aus  denen  man  leicht 

*     ^     «      ^  —  (yo — yO  (^o  -  ^2)  -  (^0  —^1)  (yo  — ^) 

erhält;    nun  ist  aber  nach  15): 

(yo — yi)  (^0  —  ar«)  =  ^-^l  (ar„— a?i)(yo— yi)cosAo±(y, -y,)VinA<, 

(^0  — ari)  (yo— y2)  =  ^]jf  1(^0— ^i)(yo-yi)cosAoT(^o-ari)VinA« 
also: 

(yo  -yi)  (^0—^2)  —  (^0—^)  (yo— y2) 

sinAoSinAi  «  x«,       ■      ^wnAp  sinAt 

=  ^       sinA,       K^o-a:,)«-f(yo-yi)«|  =  J:a»«       ^.„^       , 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

sin  Ao  sin  Ai       a^ 

y«  =  t^  + : — T • 3 

^*  smA«        OTo — ^1 

woraus  sich«  in  Verbindung  mit  dem  Vorhergehenden«  unmitte 
bar  Folgendes  ergiebt: 

Wenn  A^  im  positiven  Theile  der  Ebene  der  xy  liegt«   ab 
y^>9  ist«    so  muss  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nel 
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MO,  jeDachdem  ^o — ^i  positiv  oder  negativ  ist;  wenn  dagegen 
ii  im  negativen  Tbeile  der  Ebene  der  a:y  liegt«  also  y^KV  >st, 
•0  nass  man  die  oberen  oder  unteren  Zeicben  nebmen ,  jenacb- 
dtm  X,—  jTi  negativ  oder  positiv  ist. 

Dies  lässt  sieb  kGrzer  in  der  folgenden  Regel  zusammenfassen : 

Mia  muss  die  oberen  oder  unteren  Zeicben  neb- 
■eSj  jenacbdem  der  Tbeil  der  Ebene  der  a:y,  in  wei- 
dender Punkt  ^^2  1*^^^^'  ^^^  die  Grosse  aro-~^i  gleicbe 
o^er  uDgleicbe  Vorzeicben  haben. 

Wire  die  durch  Ao  und  Ai  gehende  Gerade  der  Axe  der  y 
ptnDel,  so  wurde  man  bei  Anwendung  dieser  Regel  an  die  Stelle 
der  Axe  der  y  die  Axe  der  ,r  setzen  müssen ,  was  natOrlicl^  im 
Wesentlichen  gar  keinen  Dnterscbied  macht. 

Mittelst  der  vorhergehenden  Formeln  kann  man  verschiedene 
pnktisch  «vicbtige  Aufgaben  auf  losen,  was  wir  jedoch  hier  nicht 
weitläufiger  ausluhren  wollen,  indem  wir  uns  begnügen,  Folgen- 
des ZQ  bemerken.  Hat  man,  so  wie  die  Lage  des  Punktes  A^ 
ans  den  Punkten  A^y  Ai  durch  Messung  der  Winkel  Ao>  Ai  be- 
stimmt  TTorden  ist»  aus  denselben  Punkten  Ao,  Ai  die  Lage  eines 
zweiten  Punktes  A^'  durch  Messung  der  Winkel  AoS  Ai'  be- 
itimmt,  so  kann  man  nach  der  Entfernung  E  der  beiden  Punkte 
i|  und  A^'  von  einander  fragen ,  welche  natürlich  immer  leicht 
xo  bestimmen  ist,  wenn  man  nach  dem  Vorhergehenden  die  Coor« 
dioaten  x^,  y%  und  x^ ,  y»^*  dieser  Punkte  berechnet  hat.  Man 
bon  aber  auch  einen  allgemeinen  Ausdruck  dieser  Entfernung  un- 
mittelbar durch  die  bekannten  Elemente  «12;  A„,  A^;  Ao'»  A/  auf 
folgende  Art  entwickeln. 

Man  setze  der  Kürze  wegen : 

cosAq  sinA|  sinAp  sinA^ , 

sinA«  sinA» 

22).  '  * 

^^_cosAo'8inAi'     ^, sinAp^sinA/ 

smAs  sin  As 

«od  unterscheide  nun  zunächst  die  beiden  folgenden  Fälle. 

L  Die  Punkte  ^,  A^  liegen  auf  derselben  Seite 
der  durch  die  Punkte  Aq,  Ai  gebenden  Geraden. 

Weoo  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenach- 
.  te  der  Tbeil  der  Ebene  der  ^^,  in  welchem  A^  liegt»  und  die 
^tee  z^ — Xi  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben;   so  ist 
^  dem  Obigen : 

y« — yt = Ctso  — yi)  T  S{x^ —«1) 
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.^:> 


^^i)±(5-Ä')(y„-yi), 
i-j«;r>iebt: 

,.    ^^    liegen  auf  cntgegengesetz- 
.:•  Punkte   i^o,  i^i    gehenden  Ge- 

^..^11  %;iier  unteren  Zeichen  nimmt,  jenacb- 
•.  .V  Itt  jt}f ,  in  ucichem  A^  liegt,  und  die 
r    tivr  ungleiche  Vorzeichen  haben,    so  ist 


au6 


*       ^"(^0— yi)  ±  Ä'(a:,.— ari); 

,^,.  ^((ieicb  übersiebt: 
Miv»i  I.  und  II.: 

6'*-«,«|(C~C')«+(ÄTÄ')»|, 

j«.  >^r«  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  die 

,«<u  .V  ^"'  derselben  Seite  oder  auf  entgegengesetx- 

'^  ^ ,..  Ai  >iur«:h  die  Punkte  A,,  und  ^^i  gehenden  Geraden  liegen. 

.^.  imIii  Jie  obigen  Ausdrücke  von  C,  S  und  C",  S'  in  die 
^?  c*«n.  so  erhält  man  mit  derselben  Bestimmung  wegen 
•"•^^^o*  «*i*  vorher: 
^  24) 


sinAiV      /sinA/y      ^sinAtsinAi^ 
r-«f  UüA^    ■*'V«inA,V        ^siuAasinA,'''''**^^" 
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■od  oatfirlich  gaoE  eben  so : 

24*) 

Diese  Formeln  sind  allerdings  schon  bekannt«  lassen  sich  aber 
ass  unseren  obigen  Ausdrücken  mit  besonderer  Leichtigkeit  .und 
Ailgeraeinheit  ableiten. 


Till. 

Ueber  Länge  und  Breite,  reducirte  Länge  and  redn- 
cirte  Breite  auf  dem  dreiaxigen  Ellipsoid. 

Von 

dem  Herausgeber. 


S  1. 

Wenn  es  kinfUg  nOthig  werden  sollte,  die  Erde  nicht  mehr 
ein  Rotations -Ellipsoid»  sondern  als  ein  dreiaxiges  Ellipsoid 
■■  betrachten  3  so  wQrde  sich  daraus  auch  von  selbst  die  Noth- 
wettdigkeit  ergeben,  die  bis  jetzt  bloss  f&r  das  Rotations «ElliiH 
mM  geltenden  Begriffe  Ton  Länge  und  Breite  auf  das  dreiaxig# 
Ellipsoid  zu  erweitem,  femer  zu  zeigen,  was  man  auf  einem  sol- 
chee  £llipsoid  vnter  reducirter  Länge  und  reducirter  Breite  zu 
▼mrteben  bat,  so  wie  möglichst  elegante  Formeln  zu  entwickeln, 
wddie  die  zwischen  diesen  verschiedenen  geographischen  El^ 
wmäteu  Statt  findenden  Relationen  ausdrflcken,  wobei  wir  rflck- 
«icbtlicb  der  redndrten  LSiige  und  reducMen  Breite  zu  erinnern 
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nicht  unterlassen  wollen,  das«  die  erste  dieser  beiden  sehr  wich* 
tigen  Halfsgrössen  nur  bei  dem  dreiaxigen  Eliipsoid  vorkommt 
und  demselben  eigenthOmlicb  ist,  iodem  bei  dem  Rotations- Ellip- 
seid  LSoge  und  reducirte  LSnge  Identisch  sind  oder  mit  einander 
sasammenfallen,  weshalb  man  auch  bekanntlich  bei  dem  Rotations* 
Ellipsoid  bis  jetzt  nar  die  reducirte  Breite  gekannt  und  stets  nor 
von  einer  solchen  gesprochen  hat  Die  vorliegende  Abhandlung 
ist  bestimmt,  die  erwähnten  neuen  Begriffe  fOr  das  dreiaxige 
Ellipsoid  gehSrig  festzustellen,  und  die  zwischen  den  dmrch  die- 
selben bezeichneten  GrSssen  Statt  findenden  Beziehungen  im  All- 
gemeinen zn  entwickeln. 


§.  2. 

Wir  beginnen  mit  einigen  allgemeinen  Betrachtungen  Ober  die 
Normalen  des  dreiaxigen  Ellipsoids,  dessen  Gleichung,  wenn 
jr,  9,  ;  die  veränderlichen  oder  laufenden  Coordinaten  bezeichnen, 


" ©'+(0"+ör=' 


sem  mag. 

Bezeichnet   (xyi)  einen   beliebigen,  aber   bestimmten   Punkt 
dieses  Ellipsoids,   so  dass  also  auch 


^ (f)"+(f)"+C)"=' 


ist,  so  sind  bekanntlich  nach  den  Lehren  der  höheren  Geometrie 
die  Gleichungen  der  diesem  Punkte  entsprechenden  Normale  des 
Ellipsoids : 

3) ^^=?  =  !Li:if  =  Lrif. 

a«  6*  c« 

Bezeichnen  wir  die  180^  nicht  flbersteigenden  Winkel,  welche 
die  beiden  von  dem  Punkte  (a?yx)  ausgehenden  Theile  dieser  Nor- 
male mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der  r,  t^,  }  einschlies* 
sen,  im  Allgemeinen  durch  a,  ß,  y\  so  ist  bekanntlich,  wenn  Cr 
einen  gewissen  Factor  bezeichnet, 

cososG-^f    cosp=Gg5»    cosy  =  Cr-^; 
folglich : 

«•tör+(^)'+ö)-i=>. 


»  ^ 
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ako: 


G  =  ± 


1 


WfWK^" 


ond  daher  nach  deo  obigen  Formeln : 


X 


cosa=:  J: 


m<h)'^m 


4)  .  . 


C08^^± 


6« 


y[m*m*{^" 


A 


C08/=J: 


ws)--^  ©•+&)■' 


wo  es  «ich  nun  bauptaächlich  om  eine  ßestimmung  handelt»  wie 
iB  diesen  Formeln  die  Zeichen  zu  nehmen  sind. 

Oflenbar  entsprechen  die  in  den  vorstehenden  Formeln  vor- 
kommenden doppelten  Zeichen,  oder  die  von  denselben  gelieferten 
doppelten  Werthe  von  coscr,  cosjS,  cosy,  den  beiden  Theilen  der 
Normale,  welche  von  dem  Punkte  (pcyi)  aus  nach  dem  äusseren 
und  dem  inneren  Räume  des  EHipsoids  hin  gehen.  Bezeichnen 
wir  überhaupt  in  dem  Theile  der  Nofmale,  welchem  die  Winkel 
a,  ß,  y  entsprechen,  einen  beliebigen  Punkt  durch  (XYZ),  und 
dessen  Entfernung  von  dem  Punkte  (a:yz)  durch  E,  so  ist  offen- 
bar in  völliger  Allgemeinheit: 

X=  X  +  £cosa, 
F=y  +  £cos/5, 
Z  =  z  -f-  £cosy; 


alio 


X     X     E 

—  = — |-  —  cos«, 
a      a       a 

Z      iE 

—  =  -  -f — cosy; 
e      €       c        ' 


TkeU  XXXVL 
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uod  daher: 

(f)'  t  (0'+(f)*='+'*(f«'»"+ J""+?"") 

+^t(^)X^)'+(^)'i- 

folglich»  weil  nach  4): 
ist: 

Liegt  der  Punkt  (XYX)  in  dem  Ton  den  Punkte  (or^z)  aus  nach 
dem  inneren  Räume  des  JlHipsoids  hin  gehenden  Theile  der  Nor- 
male, so  ist  es  immer  verstattet,  diesen  Punkt  innerhalb  des  ElHp* 
soids  anzunehmen,  und  unter  dieser  Voraussetzung  ist  nach  einem 
hekannten,  grosserer  Deutlichkeit  wegen  in  der  Anmerkbng  su 
diesem  Paragraphen  besonders  bewiesenen  Satse 

©■+(D^(fr>'-(D-(0*+(f)"<'. 

Jeaacbdem  der  Punkt  (XYZ)  in  dem  Ton  dem  Punkte  (x%f%)  aus 
nach  dem  Süsseren  oder  inneren  Räume  des  EHipsoids  hin  geben« 
den  Theile  der  Normale  liegt  Also  entspricht  in  der  obigen 
Gleichung  offenbar  der  grossere  und  kleinere  der  beides  In 
Formel 


1± 


+^!(^)"+(t^)'+(^)'! 

enthaltenen  Werthe  dem  ren  dem  Punkte  (xyi)  aus  nach  dem 
äusseren  und  inneren  Räume  des  EHipsoids  hin  gehenden  Theile 
der  Normale,  woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  man  In  den 
obigen  Formeln  fGr  den  Ton  dem  Punkte  (pcyr)  aus  nach  dem 
Süsseren  Räume  des  EHipsoids  hin  gehenden  Theil  der  Normale 
die  oberen ,  für  den  von  dem  Pänkte  (a:yz)  ans  nach  dem  inn 


I 
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Raoroe  des  Ellipsoids  hin  gebenden  Theil  der  Normale  die  unte- 
ren Zeichen  nehmen  moes.  Bezieben  eich  aJ«o,  wie  von  jetzt  an 
immer  Toransgeeetzt  werden  soll,  die  Winkel  a,  jl,  y  stets  aaf 
den  Ton  dem  Punkte  {xyz)  aus  nach  dem  äusseren  Räume  dtB 
Eilipsoids  hin  gehenden  Theil  der  Normale»  so  mQssen  wir  nach  4) : 


X 


cosa  = 


V^(5)"+(&)>a)- 


5)     .    .     .<   cos/J= 


^fm^m<^" 


.3 


!     cosy  = 


vW^W+0? 


t 
I 
I 

k 


setzen. 

Aus  diesen  Formeln  ergiebt  sich : 


X 

a 


-saeos« 


>^(f.)'+a)"+(^)"- 

j=»^fV(5)"+a)'+(?)"- 


Mglieh,  wenn  man  quadrirt  und  addirt,  nach  2): 


V  (&)■+©■  Hl)- =  V5 


1 


cos  «M-Ä*  cos  ^+  c*  oosy* 


oacb  5): 


6' 


84  Gruneri:    üeber  Länge  und  Breite,  redvctrte  Länge 


j;  =  ■■  'z= 


oleosa 


6) 


V^a*cosa*  +  6*008/3*+  c^cosy* ' 

6*cos/J , 

V  a*co8  a*  +  6*  cos  |3*  +  c*co8  y* 

•  c*cosy 

V  a«co8  a«  +  6^006  /J*  +  c*  co»  ># ' 

oder,  wenn  man  bloss  die  Verhältnisse  — t  t'  ~  >n  Betracht  zieht 

a     b     c 

X  acosof 


7)    .    . 


ö      V  a^coso*  +  6*cos/J*  +  c^cosy* 

3(  ^^ 6  cos  P       

^  ""  Va«cosa*+  6«co8/J*+c*cosy** 

z  c  cos  y 

^      V  a*cos  «•  +  6*cos  /J*  +  c* cos y* 

mittelst  welcher  Formeln   sich  die  Coordinaten  x,  y,  z  oder  die 

X     ft     z 
Verhältnisse  ->  f»  -  berechnen  lassen,  wenn  die  Winkel  a,ß,y 

gegeben  sind,  so  dass  also  die  Lage  des  Punktes  {fcyz)  auf  dem 
Ellipsoid  vollkommen  durch  die  190^  nicht  übersteigenden  Win* 
kel  bestimmt  wird,  welche  der  von  dem  Punkte  {xyz)  nach  dem 
äusseren  Räume  des  Ellipsoids  hin  gehende  Theil  der  Normale 
In  diesem  Punkte  mit  den  positiven  Theileo  der  Axen  der  T,  9,  } 
eioschliesst. 

Anmerkung. 

Der  oben  angewandte  Satz,   der  nicht  immer  mit  gehöriger 
Strenge  bewiesen  wird,  lässt  sich  auf  folgende  Art  beweisen. 
Sei  wie  oben 


(9"  *©■ +(!)■= 


] 


die  Gleichung  des  dreiaxigen  Ellipsoids,  jetzt  aber  (XYZ)  eio 
beliebiger  Punkt  im  Räume  und  R  dessen  Entfernung  von  den 
Anfange  der  Coordinaten.  Bezeichnen  nun  o,  /3,  y  die  180^  nieht 
übersteigenden  Winkel,  welche  die  von  dem  Anfange  der  Coor*  { 
dinaten  aus  nach  dem  Punkte  (XYZ)  gezogene  Gerade  mit  den  j 
positiven  Theilen  der  Axen  der  jr,  9>  ?  einschliesst ,  so  ist  ofeo« 
bar  in  völliger  Allgemeinheit:  .  , 


"uMd  reducirie  Breite  auf  dem  dreiaxigen  EUip$oid.  8& 

jr=/ifcosa,     Y=z  Rcosß,     Z=.RcoBy. 

Ist  jetzt  (xyz)  der  üurchscbnittspunkt  der  in  Rede  stehenden 
Geraden  oder  deren  Verlängerung  über  den  Punkt  (ÄYZ)  hinaus 
mit  der  Fläche  des  Ellipsoids  und  r  die  Entfernung  dieses  Durch- 
schnittipnokts  von  dem  Anfange  der  Coordinaten,  so  ist  eben  so: 

X  i=:rcoBa,    y  =zrcoBß,    z^zrcoay. 

Also  ist: 


Bod  folgDcb 


X_H       I^Ä       ZH 

X         r  *      y         r'      z        r 


X  _R    X        r       R   y       Z'     ft    z  , 

a        T     a        0        r     0       c        r    c 


fforaos 

(;)"^(-D'^(f)"=(7yie)'+ör<o"!- 

ako,  weil 

(f)^(«'+(0'=' 

folgt   Weil  nun  der  Punkt  (XYZ)  offenbar 

innerhalb,    in  der  Fläche»    ausserhalb 
de«  Ellipsoids  liegt,  jeoachdem 

Ä<r,     Ä  =  r,     R>r 

f 

ist;  so  liegt  nach  dem  Vorhergehenden  der  Punkt  (XYZ)  offenbar 

innerhalb,    in  der  Fläche,    ausserhalb 
des  Ellipsoids y  jeoachdem 

(f)'+(f)^(!)'» 

ist,  «reicher  Satz  bewiesen  werden  sollte. 
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§.  a 

Ein  beliebiger,  aber  bestimmter  Paukt  auf  unserem  ElHpsold 
sei  Af  und  x .  y^  z  seien  die  Coordinaten  desselben,  so  dass  also 


©■+a)'+a)'= 


ist  Ziehen  wir  nun  von  dem  Anfange  der  Coordinaten  nach  ^et 
Projection  des  Punktes  A  auf  der  Ebene  der  jr^  eine  Gerade 5  so 
soll  der  von  dieser  Geraden  mit  dem  positiTeu  Theile  der  Aze 
der  X  eingeschlossene  Winkel,  indem  wir  diesen  Winkel  von  dem 
positiven  Theile  der  Aze  der  x  an  nach  dem  positiven  Theile  der 
Aze  der  1^  hin,  als»  durch  den  rechten  Winkel  {xtf)  hindurch,  von 
0  bis  360^  zählen,  die  Länge  des  Punktes  A  gekannt  und  im 
Folgenden  durch  L  bezeichnet  werden.  Denken  wir  uns  ferner 
in  dem  Punkte  A  die  Normale  des  Ellipsoids  gezogen,  so  soll 
der  9(F  nicht  flbersieigende  Nei^ngs winket  dieser  Normale  gegen 
die  Ebene  der  jrti^  indem  whr  diesen  Neigungswinkel  als  positiv 
oder  als  negativ  betrachten,  jenachdem  der  Punkt  ^1  auf  der  posi- 
tiven oder  negativen  Seite  der  Ebene  der  jn;  liegt,  die  Breite 
des  Punktes  A  genannt,  und  im  Folgenden  durch  B  bezeichnet 
werden. 

Wenn  wir  hier  die  Länge  und  Breite  auf  die  Ebene  der  jn^ 
bezogen  haben,  sor  Hegt  davia  freilich  eine  gewnsse  WillkOhrlich- 
keit,  indem  man  natftrMch  ebeii  so  gut  jede  andere  der  drei  Coor- 
dinatenebenen  hätte  zu  Grunde  legen  können.  In  besonderen 
Fällen  wird  man  sich  immer  darüber  einigen  mOssen,  welche  der 
drei  CoordinateftilMBt»  am  vifick nissigstem  als  Ebene  der  jrt^, 
auf  welche  die  Länge  und  Breite  nach  den  obigen  Begriffen  dann 
zu  beziehen  sind,  anzunehmen  ist,  worüber  das  Weitere  jetzt 
nicht  hierher  gebort,  isdem  wie  unA  in  dieser  Beziehung  mit  der 
Bemerkung  begnügen,  dass  man  bei'm  Rotations- Ellipsoid  bekannt- 
lich immer  die  auf  der  Drehungsaze'  im  Mittelpunkte  senkrecht 
stehende  Ebene,  n&mllch  die  Ebene  des  sogenannten  Aequators, 
als  Ebene  der  xv^  annimmt,  und  auf  diese  Ebene  die  Länge  und 
Breite,  wie  wir  dieselben  oben  im  Allgemeinen  deinirt  haben, 
bezieht. 

§.  4. 

Zunächst  wollen  wfr  jetzt  die  Coordinaten  ar,  y»  t  des  Punk- 
tes A  allgemein  durch  seine  Länge  £  und  seine  Breite  B  aussn- 
drilcken  suchen. 


UHä  redudru  Breite  auf  dem  dreiaxtgen  Eiüpioid.  87 

Zu  dem  Ende  bezeichnen  wir  die  180^  nicht  flbersteigenden 
Winkel,  welche  der  von  dem  Punkte  A  aasgehende >  ausserhalb 
des  Ellipsoids  liegende  Theil  der  Normale  in  diesem  Punkte  mit 
den  positiven  Theileo  der  Axen  der  X,  t)»  }  einseUiesst»  durch 
a,  ß,  y;   so  ist  nach  5)  bekanntlich: 


a« 


cosa  = 


V(5)-+Ö)V©- 


s. 

C08p=:: 


^"»— — ^p— ^      ■     ■     ■    ■      >  y 


COS}'  ^ 


c« 


vw^mw 


Offenbar  ist  in  Tulliger  Allgemeinheit  B=^fMP'-'y,  also  sinBscosy, 
and  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 


8)    .    .    .     umB= 


c* 


wortos  sich,    weil  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  cos£ 
stets  positiv  ist, 


y)   .    .    .    cos0= 


V"(r.y+(jy+(i) 


also: 


W)    .    .    .    .      tangiP  = 


trgiebt 

Vemer  Ist  offenbar  In  Tdlliger  Allgemeinheit : 

11)    .    .  ars=eosL.Vi?+p,    y=rsinX.V5S+^; 
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also: 

12) ^  =  a:tangX, 

und  folglich 

13) J  =  JtangL. 

Aus   der  Gleichung  10)   folgt: 

also  nach  12): 

oder«  weil  nach  11)  die  Grossen  x  und  cosL  immer  gleiche  Vor- 
zeichen  haben : 

Weil  nun  bekanntlich 

ist,  so  erhält  man  nach  13)  und  14)  die  Gleichung: 

'•tC)'H'=f^r+'-[ö)'+('=^);]-"»»-i='. 

oder 

x^  {  5  =  cos  Ißcos  B*, 

folglich,  weil  x  und  cosL  gleiche  Vorzeichen  haben   und   cosB 
stets  positiv  ist: 

^  cos  L  cos  B. 

Nimmt  man  hierzu  die  Formeln  12)  und  15),  so  erhält  man  die 
folgenden  merkwürdigen  Ausdrücke  zur  Bestimmung  der  Coordi- 
naten  x,  y,  z  durch  die  Länge  und  Breite  L  und  B: 
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16) 
COS  L  cos  B ■ 

sin  L  cos  ^ 


c» 


VC-^T+C-^X-i"« 


S«tzt  man  in  diesen  Formeln   a  =  6,    so  erhält  man  fiir  das 
Rotations- Ellipsoid  die  folgenden  bekannten  Formeln: 


17)  .   .    . 


a cos  Leos  B 

1      4# 

Y  cosÄ^+^sin 
a  sin  Leos  A 

i?« 

1  y 

1         X 

Y  cosÄ«+^sin 
a  «sinfi 

B> 

1              ' 

\ 

T. 

508  Ä*+  -3  sin 

ifi« 

oder^   vrenn   wir  in  diesem  Falle  unter  der  Voraussetzung,    dass 
r<ii  ist. 


c« 


18) ^*  =  ^-"fl« 


setzen : 


acosLcos^ 


asinXcosB 


_a(l-c*)8ing 
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$.  5. 


Wegen  der  Gleiehaog 


©*+(9'^C)"= 


1 


kSnnen  wir  offenbar 

\  ■ 

19)  .  .  j?=ato8£coB]$,    y^bBxnicosTi,    z=iCs\nTi 


I 


setzen»  wenn  wir  die  Winkel  £,  S  nar  den  folgenden  Bedingni 
gen  onterwerfen. 

Der  Winkel  16  wird  absolut  nicht  grosser  als  90^,  aber  p 
sitiv  oder  negativ  genommen,   jenachdem  z  positiv  oder  negatx^ 
ist,  also  der  Punkt  A  aaf  der  positiven  oder  negativen  Seite  d^ 
Ebene  der  txi  liegt,  und  hat  folglich  mit  B  immer  gleiches  Vcpr* 
zeichen,  wobei  es  sich  von  selbst  versteht,  dass  cos]?,  eben  i9^ 
wie  cosB,  stets  positiv  ist.     Der  Winkel  £  wird  von  0  bis  360^ 
gezählt,  und  zwischen  0  und  90»,  90^  und  180<>,  180<>  und  279^^ 
270^  und  360^  genommen,   jenachdem  x  positiv  und  y  positiv,  ^ 
negativ  und  y  positiv,  x  negativ  und  y  negativ,  x  positiv  und  jf 
negativ  ist,  so  dass  also  L  und  £  immer  gleichzeitig  zwischen  0 
und  90<>,  90O  und  ISO^,  180»  und  270o,  270<>  und  360o  liegen. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  werden  £  und  T$  respective  die 
reducirte  Lfinge  und  die  redueirte  Breite  des  Punktes  A 
genannt,  und  sind  im  Allgemeinen  als  zwei  Hulfswinkel  zu  be* 
trachten ,  welche  bei  der  Vereinfachung  der  Formeln  und  der  dadurch 
bewirkten  Vereinfachung  der  numerischen  Rechnungen  in  vielen 
Fallen  die  vortrefflichsten  Dienste  leisten. 


5.6. 

Zuerst  wollen  wir  nun  die  Griissen  L,  B  und  £,  T$  mit  ein- 
ander vergleichen. 

Nach  16)  und  19)  bat  man  die  folgenden  Ausdrücke 
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I 

cosCcos]$ 

CO«  L        n 
cos  B 

a ^ 

V  i(^)"+(T*)'«-»'+<'!(^)'+('^)'*-''' 

siniTcosS 

BinL        „ 
.     coag 

V>(^)'+(=v=)"i~"^*«'!(^)'+(^)'t-'' 

I 

sinS 


Aas  den  beiden  ersten  Gleicbuitgeo  folgt  durch  Division: 

21)    .    .    .    tjing£c=:  rtaoglf,    tangZi=^ -tanglT 
oder 
22) atangZ  =  6tang£. 

Für  das  Rotations -Ellipsoid,  alsofilr  at=:6«  ist  folglich  £s=:L, 
und  io  diesem  Falle  sind  daher  Lfinge  und  redncirte  LSnge  ein* 
ander  gleich. 

Werden  die  beiden  ersten  Gleichungen  in  20)  quadrirt  und 
dann  za  einander  addirt,  so  erhält  mMi,  weil  cosÄ  und  coa]$ 
beide  stets  positiv  sind,  die  Gleichung: 

23)    .   ' cos» 


V"(^ 


cosL\*  .  /sinLV 


)\{^y.^B 


"V  !(^y+(T)'i'«^+«-!(Tf>'+(^)'i-^' 

IbIgKch,    wenn  man  diese  Gleichung   mit    der    dritten   der  Glei- 
dbongen  20)  verbindM: 


t 
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/cosLy     /sinliY 

24)    .   .    taog»=c%/      xco°Ly"7^^'^^"^^ 


oder: 


25)  .  .    tang»  =  c%/     ->Tvä — •*«„.,  ia2    ^a«?^- 


tangLV 
/tangLy 


Nach  21)  ist  aber: 

VoV  ^\^"^«"y  ""a«<W  ^V~r"/  ^""  a«cosir« 

was  nach  25)  zu  der  merkwürdigen  Formel 

^    '     4  /  /cos  £\*       /sin£\«  ,        ., 

26)  .     .    tang»  =  cY  (^-^^    +  (^-g- j  . tang Ä 

föhrt. 

Für  das  Rotations- El lipsotd,  wo  a=b  ist,  wird  diese  Formel: 

c  /i 

27)  .  .  .  tangS=-tangB   oder   tang^  =  - tang]$. 

O  C/ 

Auf  dem  allgemeinen  dreiaxigen  Ellipsoid  hat  man  also  nach 
dem  Vorhergehenden  zur  Berechnung  der  reducirten  LSnge  und 
Breite  aus  Länge  und  Breite  die  Formeln: 

28) 
tang£z=|tangL,    tang»=cy  (p^J  +(^)  -^ang*; 

und  zur   Berechnung  der   Länge  und    Breite  aus   der   reducirten 
Länge  und  Breite  die  Formeln : 

29)    tangL  =  *tang£,    tangßr-  tang» 


\r/coa£\^    /sin£\«' 


§.7. 
Aus  den  Gleichungen  16)  ergiebt  sich  leicht: 
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vww^ 


V  (^; + {^) 


also  nach  5)  und  16) :  • 

.30) 

co%L        „  sinL        ^ 

^o    cos  B  —Tm-cosB 

C08a= — ^        '  y      C08p=: 


cosy=:s\nB; 

mittelst  welcher  Formeln  a,  ß^  y  aus  L^  B  gefunden  werden. 
Nach  19)  ist  aber  aach : 

und  folglich,    weil  nach  '26) 


c* 


ist:' 


=(=^)'a+-'^=KSll)'- 

alao,  weil  sin A  und  stn]$  immer  gleiche  Vorseichen  haben: 

Folglich  Ist  nach  5)  und  19): 

cos£cos]9    csinA                   sin  IT  cos  15  csin^ 
cos 0^= •  — 1  it  >     cos  p= 7 •  — ; — iff-  9 

stnS   csin£ 

cos  y  = •  • .   ^■-  ; 

'  c       tun» 


< 


M         eruntfrt:   üeker  Län§e  und  BreUe,  reäue^U  Ua§€ 

woraus  sich  anmitteibar  die  folgeodeo  elegaoten  and  merkwürdi- 
gen Fonnein  ergeben: 

31) 

c  c 

cosa=-cosCcot)$sin^,    cos/SsrsinJtcotUsin^»   coBy=^s\nB. 

Leicht  erhSit  man  hieraos  t 

I 

a*cosa*  +  t*co8/P  +  c*coey*s=€*l-7— ^  1  i 
nnd  folglich»  weil  bibB  ond  sio]9  stets  gleiche  Vorseichen  haben: 

32)  .    .    V  a^cosa*  +  6*008/3*  +  c^cosy*  =  e  -=— g- 

Aus  den  Fonnein  31)  erhSit  man  auch  eogleieh  dmrch  Division: 

cosÄ      a,       ^ 
— -^a=  Ttang£, 
cosa      6      ^    ' 

33)  .  .    ■ 

f ^  -cos» eotjS, =  psinfcotjS; 

\cos)^       a  cosy       0 

und  aus  den  Winkeln  a,  ß,  y  werden  also  die  Coordinaten  x,^,z 
leicht  mittelst  der  folgenden  Formeln  berechnet: 

6  cos/?      4       ^      c   cosicosy      c  sinJCcosy 
**"8^  =  iS;^'    **"8*=i-     cos«      =6-     cosß     ' 

34\  J  :r  =  acos£cos]$» 

3f  =  6sin£cos]$, 

X  =  csinS. 

Weil  nach  den  Formeln  30)  stets  cosa  und  cosX,  e^mß  ond 
sinL,  also  nach  den  in  §.  5.  gegebenen  Bestimmungen  auch  cosa 
und  cos£,  cos^  und  ainC  gleiche  Vorzeichen  haben,  so  moss 
mittelst  der  ersten  der  vorstehenden  Formeln  t  so  bestimmt  wer- 
den, dass  cosJt  mit  cosa,  sinf  mit  cos/S  gleiches  Voneiehen 
hat,  woraus  sieb  die  folgenden  Regeln  snr  Bestimmang  von  C 
mittelst  der  in  Rade  stehenden  Formel  ergeben: 

Wenn 

coso  cos/3 

positiv  positiv 

negativ  positiv 

negativ  negativ 

positiv  negativ 


r« 
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ist,  so  ist  besiehuDgsweise: 

0   <£<    90<». 
900  <  £  <  1800, 
180o<i<270o, 
2700  <  £  <  360« 


§.  8. 

Zwei  beliebige  Normaieo  seien  durch  die  Winkel  o^»  /Sq,  ^q 

and  a|,  /}|,  yi  bestimmt»  und  oo  sei  der  von  den  beiden  ausser- 

lalb  des  Ellipsoids  liegenden  Theilen  dieser  Normalen »  denen  die 

Hlokel  «0»  Ä>'  ^0  un^  ^1'  /^i>  yi .entsprechen,   eingeschlossene, 

180^  nicht  übersteigende  Winkel ;  so  ist  bekanntlich : 

cos  CD  =:  cos  «0  <^os  «1  -f  cos  Po  cos  ^1  -f  cos  }^o  cos  fx* 

Mach  31)   ist  aber,    io    leicht  durch   sieh  Selbst   verständlicher 
Bezeicbnang : 

cos  oo  =  —  cosJCo  cot^^o^io  A)» 


und 


cos^o==  Tsi<> 'o  cot]$o  ^0^9 
cos  ^0  =  sin  ^Q 


coscTi  =— COS  £i  cot  Hy  8>o  ^  > 


cos  i^i  =  T  sin  jCx  cot  9|  sin  £} , 
cot/i  =  ain£| ; 
also,    wie  man  leicht  findet: 

35) 

•    D    •«»  11.^ v>±      x%*  /cosjEi)Cos£i  ,  sin£o8ln£i\. 

coso^sin^o^iD-DiU-H^oofiSoCot^Sir -^5—^  +  — -ri — -)\ 

oder: 

36) 

cos  CO  =  sin  Aosin  B^  |  l-f^  cotj^o  cot)$|  (cosJCq  cos  £1  -V-ajBkXVii^  sin  £1)} 

c*  6* 

=:8iniBosinAi{]4-pCot]9oCot]9i(sln£;)Sin£i4-3Cos£oCos£|)|. 
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Ffir  das  RotatioDs-Ellipsoid  ist  also: 

37)  cosQ)  =  sinÄo8inÄi{l  +  -äCos(£o — i^)cot»ocotl5i  I 
oder,  weil  in  diesem  Falle  £o  =  Xfo  und  £i=L|  ist: 

38)  cosG)=sinÄosinÄ|  {1  +  -2Cos(Lo— Li)cotBoCotl5i  t. 

Für  die  Kugel  ist   folglich : 

39)  cos  Q>  =  siu  ^0  ^^ "  ^1  +  cos  (Lq — L| )  cos  Bq  cos  Bi , 

wie  schon  aus  der  sphärischen  Trigonometrie  leicht  zu  schliessen  isL 

§.  9. 

In  der,   dem  durch  die  Coordinaten 

a;=:aco8ircos)$,    yz=ib6in£co8l$,    z  =  csln]$ 

bestimmten  Punkte  des  Ellipsoids  entsprechenden  Normale  des- 
selben wollen  wir  jetzt  einen  beliebigen  Punkt  {XY^Z)  annehmen,  ood 
dessen  Entfernung  von  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  *),  indem  irir 
dieselbe  als  positiv  oder  negativ  betrachten,  jenachdem  der  Punkt 
(XYZ)  von  dem  Punkte  (ori/z)  aus  nach  dem  äusseren  oder  inne« 
ren  Räume  des  Ellipsoids  hin  liegt,  durch  h  bezeichnen;  so  ist 
offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 

40)  -X  =  a:  +  Äco8a,     F=y  +  Äcos/J,     Z=:z4-Acosy; 

folglich : 

jr=acosircos]9  -f  Acoscr, 
,  Y=  b  sin  £  cos]9  -f  h  cos  /?, 

Z  =  csin]$4- ^cosy; 

und  daher  nach  31): 

Jl  =  (asin3$  H —  »in  Ä)cos£cotÄ, 

41)  .  .  .        i  F  =  (6sin»  +  ~sinÄ)sinircot», 

Z  =  CBinH  +  —  sin». 

c 


*)  Höhe  dw  Pookles  (XIZ)  über  der  MrereaflAche. 
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Fflr  das  Rotatioos  -  Eltipsoid  ist  bekanotlicb: 

a  =  6,    £=jL,    cotB  =  -cotÄz=-cotÄ; 

c  c 

also: 

42) 
jr=  (acosS-f  Aco8i?)cosL,     F=(aco8]$  -{- A co8 ^) sin  L , 

Zz=e8in)$  -f  AsinjB. 

Für   die  Kugel  ist  €-=  a  und  1$  =  B,   also : 

43) 
jr=(a-i- A)co8Xcosi?,     Y=^(a+h)s\nLcoaB,     Z=(a  +  h)»iüß. 

Die  Gleichung  des  Horizonts  des  Punktes  (XVZ)  hat  im  All- 
genehitti  die  Form 

J(jr- JT)  +  Ä(t?-  K)  +  C(i-Z)  =  0, 
nd  die  Gleichungen  der  Normale  in  dem  Punkte  (ä:yt)  sind: 

a«  A«  c« 

also  ist«  weil  diese  Normale  auf  dem  Horizont  senkrecht  steht. 
Dach  deo  Lehren  der  analytischen  Geometrie  die  Gleichung  des 
Horisoota: 

44) 5<y-^)+p(^-  F)  + J(?-Z)=0; 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar: 

46) 

cos£cos)$.      „     .  *♦     Äc  .    ^       ^     x*i»  ' 
{r-^iuBiüH  +j—  sinÄ)  cos£cot3Ö  | 

^  sin£cosS,        /»   .  ^  .  Ac  .    ->v   .   ^     4,%±»  v        a 
+ g |t?  — (6sin)5  + -T-sini?)8in£cot]5|  >  =ü 

+  — —  If  —  (csin»+-8inJ»)| 

c  ** 

oder: 

46) 

^^^Ijr— (asin}}  +  —  sin  B)  cos  £  cot  391 

^5!Ei{„— (6gi„B4.^sini5)»in£cot»|  ^  =0. 

^  taiigl$  •  %i  I  ^  •    i?\. 

-I — If  —  (c8inB  +  -:  8inB)U 
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Für  das  Rotations -Ellipsoid  ist  die  Gieichong  des  Horizoi 

von  (XY2^: 

47) 

C0SX«C0SS  ,  %♦    .    1.  i>\  Fl 

—  Ijr— (acosU  +  Äcosö)cosI*| 


a 

sinLcosS 
a 


[p-^iacosTf  +  hcosB)  8\nL\  >  =0, 


+  ?l!i^|j_(csin»  +  ÄsinÄ)) 


also: 


|r—(acos)$-f  Acos^co8L}cosjL 
+  it^  — (acos]P+Äco8^sinL|sioL  [  _^ 

+  If— (csin»  +  Ä8inl?)).-tang» 

folglich  nach  27): 

48) 

{X'^(aco8li+hcoBB)cosL\coaL 
-|-t9— (acosS-f  AcosA)8inX)  sinL  }  =(X 
4-1 ;  -  (c sin  8  4-  hsm  B)  \  tang  B 
Für  die  Kogel  wird  diese  Gleichung: 

49) 
Ijr  —  (a  +  Ä)  cosXcosÄjcosL 
4-{9— (o-fA)  sin  Leos  fi)  sin  Zr  }  =0. 
-I- 1  f — (a  4- A)«in  A )  tang B 


§.  10. 

Da  der  Panict  (ÄTZ)  in  der  Normale  des  Punktes  (^2)  lie 
so  hat  man  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  die  Gieichang« 

^  V^  ^ 

Sollen  nun  aus   den  gegebenen  Coordinaten  X^  F,  Z  die  Co 
dinaten  ar,  jf,  z  gefunden  werden,  so  setze  man: 
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^  P  ^ 


woraas 


-^  X  _      Y  Z 

'+S     »+P     '+i 

fo^,  60  dass  es  also  bloss  darauf  ankommt,   die  Grosse  Cr  so 
isden.     Daxu  hat  man,  weil 

(f)'-a)'+(0'=' 

ist,   die  Gleichung:  * 

.(i):,ii)i,if)i=,, 

also  di«  Gleichung 

51) 

=(l+^*)»(I+g)»(l+^^ 

\     welche  Tom  sechsten  Grade  ist. 

r 

^  Für  das  Rotations- Ellipsoid,  wo  a=6  ist,  wird  diese  Gleichung: 

52) 

welche  Gleichung  vom  vierten  Grade  ist. 

Fflr  die  Kugel  wird  vorstehende  Gleichung: 

53) -^, =  ('  +  ^'. 

weraas  sich 

$4)    .     .     .     .      G  =  a(-ai:VA«+T«+Z«) 
eigiebt. 
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Weno  die  Hube  h  im  VerhältDiss  zu  den  Dimensionen  c 
Ellipsoids  sehr  klein  ist,  so  sind  offenbar  X,  Yy  Z  sehr  we 
verschieden  von  respective  x^  y,  z,   und    in  Folge  der  Gleichi 

G      f^       C 

gen  50)  mOssen  also    -^t    r2>    ~ä  der  Null  sehr  nahe  kommei 

Grossen  sein.  Schreibt  man  nun  die  obige  Gleichung,  aus  m 
cher'6r  bestimmt  werden  muss,  unter  der  Form 

entwickelt  die  Potenzen  mit  dem  Exponenten  — 2,  und  veroa 
lässigt  alle  Glieder,  welche  von  der  zweiten  Ordnung  und  ^ 
höheren  Ordnungen  sind;   so  erhält  man' die  Gleichung: 

(f)*<-|)+(-D'<'-4+(fr<'-^S'='' 

woraus  sich  zur  Bestimmung  von  G  die  Näberungsformel : 


^1  ©■+©■+©• 


ergiebt.    Diesen  Näherungswerth  von  G  nach  bekannten  Mel 
den  weiter  zu  corrigtren,   wird  selten  Schwierigkeiten  darbiel 
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IX. 


GflODonik  für  jede   beliebige  Ebene  im  Räume,  mit 
Ucbicht  auf  die  Anwendung  der  neueren  Geometrie 
rar  Ausfuhrung  gnomonischer  Constructionen. 


Von 

dem    Herausgeber. 


Der  Zweck  dieser  Abhandlung  ist,  eine  Methode  zu  entwickeln, 
naeb  welcher   för  jede   beliebig  im   Räume  gegebene  Ebene  eine 
Soooeoobr  in   allen  ihren  Theilen   construirt   werden  kann,  ohne 
die  Lage  dieser  Ebene  gegen  die  bekannten  astronomischen  Kreise 
ttwa  mittelst  des  Niveaus,  der  Magnetnadel,  deren  Declination 
als  bekannt  vorausgesetzt  wird,    und   die  Lage    des  Stifts  oder 
StÜa  nittel^t   der  aus    einem   Verzeichnisse   der  geographischen 
Breiten  oder  einer  Karte  zu  entnehmenden  Polhuhe  des  Beobach- 
fangsorts  vorher  bestimmen  zu  müssen.     Vielmehr  soll  die  Me- 
ttode der  Verzeichnung  alle   diese  Elemente  aus  den  zu  Grunde 
gelegten  Beobachtungs- Daten  selbst   liefern,  was  wohl  auch  von 
jeder  wahrhaft  wissenficbafllichen  Methode  verlangt  werden  muss, 
ndem  die  vorher    genannten,    grösstentheils    ganz    mechanischen 
Hdfsroittel  als  sehr  unwissenschaftliche   bezeichnet  werden  mOs- 
«D,  deren  Anwendung  man  allenfalls  einem  Laien,  der  zu  seinem 
Vergnügen   sich   eine    Sonnenuhr   construirt,  aber  nicht  dem  wis- 
leDscbaftlichen  Mathematiker  und  Physiker  verzeihen  kann. 

£ine  solche  Methode,  wie  ich  sie  im  Folgenden  entwickeln 
rerde,  hat  zwar  schon  Sarrus  angegeben*),  und  eine  wesentlich 
rcracbiedene  möchte  sich  wohl  auch  schwerlich  angeben  lassen, 
rie  Jeder  leicht  einsehen  wird,  der  mit  den  hier  zur  Anwendung 
HMUienden  astronomischen  Lehren  gehörig  bekannt  ist.    Sarrus 


')  M.  s.    rüftkcichtlich     des    WcMenllichcn    iiieinu    Llcmente    der 
■aljCiichen  Gcomcrtrir.     ThI.  II.     Lei|isig.  1B39.    S.289. 


•  , 


•  -• 


•  •  • 
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haf^ntier   diese   Methode  nur  auf  eine  geometrische  Gonstruction 

.iiiiückf'el'ührt ,  die  zi^ar  sehr  sinnreich   und  bemerkenswerth  ist, 

;'bei  der  praktischen  Ausführung  aber  schvrerlich  die  erforderliche 

.  * '.XTenauigkeit  gewähren  dürfte.     Ich  werde   daher,  von  denselben 

'..''•Beobachtungs- Daten  wie'Sarrus  ausgehend,  in  dieser  Ahhand- 

**.•  lang  Formeln  entwickeln,  mittelst  welcher  sich  alle  zur  Oonstm- 

ction  der  Uhr  erforderlichen  Stficke  aus  den  durch  die  Beobach- 

tung  gegebenen    Elementen    leicht   und    mit    aller    erforderlichen 

Schärfe   berechnen   und  dann  auch  bequem  zur  .Entwerfung  der 

Dbr  durch  Construction  benutzen  lassen.    Zugleich  werde  ich  auch 

den  engen  Zusammenhang  der  entwickelten  analytischen  Formeln 

mit  den  Lehren  der  sogenannten  neueren  Geometrie  in  einer  von 

dem  vorher  genannten  franzosischen  Mathematiker  abweichenden 

Weise  nachweisen,  so  weit  es,   ohne  mich  von  der  analytischen 

Entwickelung,   die,  wie  gesagt,   hier  mein  eigentlicher  Zweck  ist, 

zu  sehr  zu  entfernen,  geschehen  kann. 


1. 

Durch  einen  beliebigen  .Punkt  O  der  im  Räume  gegebenen 
Uhrebene  denken  wir  uns  einen  auf  dieser  Ebene  senkrecht  ste- 
henden Stifl  OS  errichtet,  oder  bringen  an  der  Stelle  des  Punk- 
tes S  im  Räume  ein  in  einer  Metallplatte  befindliches  kleines 
Loch  an,  durch  welches  die  Sonnenstrahlen  hindurch  fallen  kön- 
nen, wo  dann  O  die  Pnijection  dieses  Lochs  auf  der  Uhrebene 
und  OS  dessen  Entfernung  von  der  Uhrebene  ist. 

An  einem  beliebigen  Tage*)  beobachte  man  die  Endpunkte 
dreier  Schattenlängen  des  Stifts  oder  drei  durch  das  Loch  fallende 
Lichtpunkte  auf  der  Uhrebene,  markire  dieselben  auf  irgend  eine 
Weise  und  bezeichne  sie,  oder  die  Endpunkte  der  Schattenlängen 
des  Stifts,  durch  A^  A\  A",  In  diesen  drei  Punkten  hat  man 
wie  sich  nachher  zeigen  wird,  alle  zur  vollständigen  Construction 
der  Uhr  erforderlichen,  durch  Beobachtung  zu  bestimmenden  Ele- 
mente, wobei  die  Lage  der  Uhrebene  im  Räume  eine  durchaas 
willkuhrliche  ist 

Die  Uhrebene  nehme  man  als  die  Ebene  der  xy  eines  recht- 
winkligen Coordinatensystems  der  xyi  an,  dessen  Anfang  der 
Punkt  O  ist.     Die  positiven  Theile    der  Axen  der  x  und  y  kann 


*)   Auf  die  Veränderlichkeit  dt*r  Declinatinn  der  Sonne  an  einem  and 
demselben    Tage   nehmen    wir    im    Folg(Mid«*n    überHil   keine   RäeksichL    . 
Znr  Zeit  der  SoUtltien  verändert  iiirh  ülirifi^en«  bekanntlich  die  Declina- 
tion  der  Sonne  am  wenigsten.  J 

1 
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MO  10  der  Dbrebene  willkührlicb  annehmen,  der  positive  Theii 
der  Aie  der  z  sei  aber  das  Perpendikel  OS.  Die  Coordinaten 
derPookte 

J,  A,  A" 
10  im  aogenoninienen  Systeme  seien  respective, 

fl,  6,  c;    a',  (/,  &\    a",  b",  cf\ 

«•Mgens  die  dritten  Coordinaten  natürlich  sämmtlicb  verschwinden. 

Deo  Punkt  S  betrachten  wir  als  den  Mittelpunkt  der  SphSre, 
■d  keteichnen  die  drei,  180^  nicht  abersteigenden  Winkel,  welche 
im  eioe  der  beiden  Tbeile  der  durch  diesen  Punkt  gebenden 
WfUaie  mit  den  positiven  Theilen  der  drei  Axen  eines  durch 
i  lis  Anfang  gelegten,  dem  Systeme  der  xyi  parallelen  Systems 
dfr  X|jf|Z|  einschliesst,  durch  0,  co,  c3. 

Ferner  sollen  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche 
die  IQ  den  Zeiten  der  drei  Beobachtungen  von  S  nach  der  Sonne 
gelegenen  Gesichtslinien  mit  den  positiven  TheUen  der  Axen  der 
^,jfi,  t|  einscbliessen,  durch 

«,  l,  fi;    «',  V ,  fi';     %",  l",  ^^ 

keeeichnet  werden. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  der  Sonne  zu  den  Zei- 
teo  der  drei  Beobachtungen  in  dem  Systeme  der  Xiyiii  durch 

^i »  ^1*  H*    ^i'»  yi'*  *i';    ^l^  yi"*  h" 

■d  die  entsprecbenden  Entfemangen  der  Sonne  von  dem  Punkte 
Sdircb 

^:=jRcosx,        ^|  =  /2cosX,         Zji  =  jRcosfi; 

)     {    Xi'=R'coB%\      yi'  =  Ä'cosi',       2i'  =  Ä'cosfi'; 

a:,''=:/^"cos«^    jfi"  =  R'*cosr\    ii"  =  Ä"cosfi"; 

id  sind  nun  die  Coordinaten  der  Sonne  in  dem  Systeme  der 
fz  zu  den  Zeiten  der  drei  Beobachtungen 


x,  y,  z;    x\y',z'\    ar",  y*\  z 


9 


ist  offenbar,  wenn  wir  die  Linie  OS  durch  H  bezeichnen, 
io  die  Coordinaten  des  Punktes  S  in  dem  in  Rede  stehenden 
vteme  0,  0,  i7  setzen: 
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2) 

x'=R'  CO«  %'y      y'  =  R'  cos  l\      z'^H+R'eo»  fi'; 
X"  =  R'  cos  «",    y"  =  Ä"  cos  X",    z"  :=:  H  +  R"  Cos  f^^ 

Nach  den  Gesetzen  der  tilglichen  Bevregang  der  Sphire  um 
die  Weltaxe,  fvohei  wir  die  Declination  der  Sonne  an  dem  Tage 
der  Beobachtungen  als  unverfinderlich  betrachten,  und  nach  einer 
bekannten  Formel  der  analytischen  Geometrie  haben  wir  offenbar 
die  folgenden  Gleichungen: 

C0S«COSd-|-C0SXcOSI0  -|-C08fiC08  0 

=  cos  %*  cos  6  -f  cos  X'  cos  a>  -|-  cos  fi*  cos  c5 

=  cos  »''  cos  6  -f  cos  X"cos  m  -f  cos  ft"  cos  u 
oder 

(cos  X — cos  x*)  cos  6  -f  (cos  l — cos  l')  cos  Q>  4-  (cos  fi — cos  fiOcos  o  =:  0  9 
(cos  x'— cos  «")cos  ö+(cos  X' — cos  X'Qcos  Q>-f  (cos  ^'— cos  ll")C0B  (5  =  0, 
(cos  x*' —  cos  %)  cos  6 + (cos  X'' —  cos  X)  cos  to  -f  (cos  ^" — cos  ii)co90  s=zO ; 

aus  denen,  wenn  G  einen  gewissen,  mittelst  der  bekannten  Glei- 
chung 

cos  ö*  +  cos  ©*  +  cos  ö*  =  1 

weiter  zu  bestimmenden  Factor  bezeichnet^  sogleich  die  folgen* 
den  Ausdrücke  erhalten  werden: 

cobO  =  G\  (cosX— cosX')(cos^'— cosfi")— (cosfi— cosfiO(cosX'— cosX'Ol, 

cos  10=:  G*)  (cOSfi— cos|iaO(cosx'— cos»")-(cosx— COSxO(COSf»'->COSf*'')), 
cos  Q  =  6r  I  (cosx — cosxO(cosX' — cosX")— (cosX — cosX')(cosx'— COSflt'O  I 
oder: 

(cos  Xcos  fi'— cos  fi  cos  XO 

cosö  =G\  +  (cos  X'cos  fi"  —  cos  fi'  cos  X") 

f-  (cos  X"  cos  fi — cos  fi"  cos  X) 

(cos  fl  cos  %'  —  cos  X  cos  fi') 

3)  \  cos 00  —  G  ^  +  (cos  fi'cos  x"  ~  cos  x'cos  fi'O 

+  (cos  fi"  cos  X  —  cos  X"C08  fi) 

(cos  X  COS  X'  —  cos  X  cos  x') 


coRQ  =zG{   +  (cos  x'cos  X"  — cos  X'cos  x")  ' 


+  (cos  x"  cos  X — cos  X"  cos  x)l 
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Die  Gleiclmiigen  der  Sonnenstrahlen  su  den  Zeiten  der  drei 
Beobacbtnogen  im  Systeme  der  xyz  «>ind  nach  den  Lebren  der 
aialytiMiieq  Geometrie»  wenn  wir  jetzt  die  verfinderlichen  oder 
Umfeoden  Coordinaten  durch  r^  9»  f  bezeichnen: 

_£ ;    t^    ._  I— /f 

cos  %       cos  X        cos  f»  ' 


1 


■d  CS  ist  also: 


cos»'       cosA'       cosfi'* 

cos  X"        cos  A"        'cos  fi"  ' 


a  ö 


ff_ 

cos  X        cos  A  "^      cos  fl  * 

J     COSX'  COSA'  COSfi' 


f    wonis  sich 


COS  X"         COS  A"  cos  fi" ' 


cosx 


cosx  ^  cosA 

cos  fi  cos  fi 

)         COSfi  COSfi' 

COSfi'  COSfi' 

fofglicb,  weil 

C<M«'+  C08  i*  +  COS (»•  =  1,  C08*'*  +  C08i'*  +  C08f«'*=  ] 

COS  X"*  +  COS  i"*  +  COSfi'"  =  1 


ft. 


,^C08£+^^^J-^^ 
COSfi^  COSfi* 

"         cos  fi**  cos  fi** 

**+""■     COSJt"«     "  "      COSfi"«   " 
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ergiebty  so  daae  alao,  wie  man  hieraus  leicht  findet » 

ist.  Bezeichnen  wir  aber  die  Entfernungen  der  beobachteten 
Punkte  Aj  A\  A'*  von  dem  Punkte  iS  reapeetive  durch  £,  E\ 
E"\  80  ist  offenbar: 

7) 

£=V"a«+6*+^*,    £'=Va'*+6'«+^,    £''=Vo^+Ä^+y»; 

also : 

C0S^«=-p,      C08fi'*=  jj;5,      C08^"*  =  ^^. 

Die  Natur  der  hier  anzustellenden  Beobachtungen  erfordert  aber, 
dass  zu  den  Zeiten  der  Beobachtungen  die  Sonne  sich  auf  der 
positiven  Seite  der  Ebene  der  xy  befindet»  so  das^  also  fi,  ^^  hl" 
sämmtlich  spitze  Winkel  mit  positiven  Cosinus  sind ;  alao  ist 
nach  dem  Vorhergehenden: 

H    •  H  H 

8)  .     .     .      COSfi=^,      COSf*'  =  ^,      C08^"=^; 

folglich  nach  6): 

cos  Ä  =  —  |f» »        cos  A  =  —  ip,  5 
o*  ,  h' 

9)  .     .     .     .      {      C08X'  =  — ^,  »       C08A'=— g>; 

a"  6" 

cos»"  =  —  ^, »     cosX"  =  —  =7^; 

also  nach  8)  und  9): 

cosKcosil'— cosXcos»'=      — p^t  -  > 

a'6"  —  b'a" 
cos  «'  cos  X"  —  cos  A'  cos  «"  =      — ^^*.^ — » 

aVb^b'*a 

cos  »''cos  il  —  cos  l" cos »  =       — g;7g —  f 


j 


heltebige  Ebene  im  Räume. 

COSAcOSfi'  —  CObflCOßX'  = ppT, —  9 

cos  l'COB  fü"  —  COS  f*'  cos  l"  = P'f" 


(b"-b)H 

cos  l"  cos  fi  —  cos  fA  'cos  X^ TvTt; ; 


cos  fi  cos  »  —  cos  K  cos  ft  =   ppi —  . 

cos  fi'  cos^«" — cos  %'  cos  fl"  =  .    — ptp*'  "  * 
co8fi''cosx — cosx^cosfisr     — p,,J!  -- ; 


folglich  nach  3): 


10) 


co«d  =  — G 


co«o=      G 


I  (6^-6'0£;-f  (6'^ — 6)  £'  -f  (6  — 60  JS^^ }  g 

EE'E' 

I  (a' — a'O^  +  (ö" — a)E'  +  (a  -  aOiE"  |  H 


1» 
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C08«)=        Cr 


EE'E 


{a'b"  -  6^0  E  +  (a"b  —  6^^a)  JS^  +  {ab' — ba')  E" 

EE'E" 


Die  GleichoDgen  der  Weltaxe,  welche   auch  wohl  der  Stil 
oder  Stift  geoannt  wird,  im  Systeme  der  xyt  sind: 


_£ 5 l  —  H 

COSO         COStt)         coso 


=r^  > 


also  nach  10): 


II) 


1(6'— 6")E+(6"— 6)£;'+(6— 60^'MÄ 


""      |(a'— fl'0^  +  (o"— a)£;'  +  (a— a')iB'MÄ 

_ Lr^^ 

""      (a'6"-6'a'0i5;  +  (a"6— 6"a)£;'  +  (a6'— 6a0£"' 

Der  Ponkt,  in  welchem  die  Weltaxe  die  Uhrebene  schneidet, 
heisst  der  Mittelpunkt  der  Uhr  und  soll  im  Folgenden  darch 
M  beseicbnet  werden.  Sind  nun  X^  Y  dessen  zwei  erste  Coor- 
dinaten  im  Systeme  der  xffz ,  so  haben  wir,  da  die  dritte  Coordi- 
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nate  verschwindet,  zar  Bestimmung  von  X,  V  nach  II)  offenbar  c 
folgenden  Formeln :  \ 

12) 


Y_  (b'-b")E  +  (b"-b)E'  +  (b-l>')E' 

^  -     (a'b"—b'a")E  +  (o"6  —  b"a)E'  +  (ab'—ba^E"  "   ' 

__  (a'-a")E+(a"-n)E'  +  (a-a')E"- 

'  ~~(a'b"—b'a")E+(a"b  —  b"a)E'+(ab'-ba')E""   ' 

oder: 

13) 

^  ~"  ^  aib'E''-^  b^E*)  +  a\b''E  -  6E*0  +  fl"(6iB' — b'E)  ^   ' 

F  —  —     (fl^^^^ — a^^i:0  -f  (q^^l^  ~  aE")  -h  (giE^  -  a'E)  . 

'^  ~     ftCo'f:"  -  a"E')  +  6^[a"iE; — aE**)  +  6"(aiE;'  -  n' J^  "  ' 


folglich,  wenn  wir 


14) 


P  —     E'^—E*    '      ^"~     E  —  E*'    '      ^  ""    E'— £    ' 

—  ^'^''— ^''^'  /  _  ^''iS;  -  6£:^^         ^^  _  bE*  —  b*E 

setzen : 

Y_         9(£''-£;')-hy'(£-E")fy"  (£'-£)      ^ 
^  —«9 (£"-£') +  «'«'(£-  £")  +  «V(iB'-JS) "  ' 
18)  ^ 

p(£;"-£;o+p'(g^g")+p"(g'-£)    „. 

'^ - ~ Ap (£"—£')+*>'(£— £")  +  b'p'iE' -E)"  ' 

oder: 

16) 

r_  (y'- 9")  £  +  (?"-?)£'  +  (g-q')E" 

^  —  "■  (a'9'  -  a  V)  *'  +  («V — «y)  "£'  +  ("9  -  «'9')  *<'"       * 

(p'-p")£+(p«'-y)£'+(p-p')£'' 
'^  -  ~  "(6'p' — b'p")  E + (6 V  -  bp)  E'  +  (bp-b'p')E'' "   ' 

oder: 

17) 

y (q'-g")E  +  iq-'-q) E'  -f  (y-y') E" 

(p'-y")g4-(p"-p)JS'+  (p-p')£"  . 
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bt  •/  der  Neigungswinkel  des  Stile  oder  Stifts  gegen  die  Uhr- 
ebene,  so  ist 

18) .    .tangJ=^^=^.. 

eine  Fonnel,  welche  man  auf  bekannte  Weise  leicht  zar  loga- 
ritknischen  Rechnung  bequem  einrichten  kann.  Ist  die  Ubrebene 
koriiMtal,  so  ist  J  die  Polhuhe  des  Beobachtungsorts. 

'''  Die  durch  die  Punkte  O  und  ^  gezogene  Gerade  ist  die  Pro- 

jetdeB  des  Stils  oder  Stifts  auf  der  Uhrebene  und  wird  die  Snb- 
«tilarlinie  genannt     Wenn   man   von  dem  Punkte  S  ein  Loth 
knbli&ngen  Ifisst,  dessen  Durchschnittspunkt  mit  der  Uhrebene 
bestimmt,  und  dann  durch  diesen  Punkt  und  den  Punkt  M  eine 
(»erade  zieht ;   so  ist  diese  Gerade  offenbar  die  Durchschnittslinie 
kt  Ebene  des  Meridians  des  Beobachtungsorts  mit  der  Uhrebene 
md  wird  die  Mittagslinie  der  Uhr  genannt.     Alle  diese  Ele- 
aeote,  deren  Kenntniss  zur  Construction  der  Uhr  nothwendig  ist, 
bseeo  sich  daher  bloss  aus  den   drei  durch  Beobachtung  gefun- 
denen Punkten  A^  A'  ^  A"  mittelst  der  obigen  Formeln^ bestimmen. 

Weil  die  Sabstilarlinie  die  Protection  der  Weltaxe  auf  der 
<£beDe  der  xy  ist,  so  ist  nach  11)  ihre  Gleichung: 

Besehreibt  man  in  der  Uhrel>ene  aus  den  drei  gegebenen  Punk- 
ten J,  J',  A'*  respective  mit  den  Halbmessern  £,  E*  y  E**  drei 
Kreise,  so  ist  die  Gleichung  der  Susseren  Aehnlichkeitsaze  die- 
ser drei  Kreise  bekanntlich  *) : 

bE^VE_(b''-h")E\{h*''-b)E'\{Jii'-b')E"       aE^a'E 
^""  E'-iE    7(a'-a'')iE;+(a"-a)iE;'  +  (a-.a')£;"^'      E'-^E^' 

und  nach  19)  ist  folglich  auf  dieser  äusseren  Aehnlichkeitsaxe  die 
Sabstilarlinie  senkrecht.  Nimmt  man  nun  hierzu  noch,  dass  die 
Sabstihrlinie  durch  den  Punkt  O  geht,  so  ergiebt  sich  folgende 
Construction  derselben:  Aus  den  gegebenen  Punkten  A,  A\  A** 
als  Mittelpunkten  beschreibe  man  respective  mit  den  Halbmessern 
JE,  £',  E**  in  der  Uhrebene  drei  Kreise,  suche  nach  bekannten 
Hetboden  deren  äussere  Aehnlichkeitsaxe  und  ziehe  durch  den 
g^ebenen  Punkt  O  eine  auf  derselben  senkrecht  stehende  Ge- 
rade,  so  ist  diese  Gerade  die  Substilarlinie. 


•)  A.  B.  O.  Thl.I.  S.112. 
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Der  Punkt  (pq)  ist  der  äussere  Aehnlichkeltspiiiikt  der  bei- 
den aus  den  Mittelpunkten  A' ,  A"  mit  den  Halbmessern  £',  E" 
beschriebenen  Kreise;  der  Punkt  (p'9')  ist  der  äussere  Aehnlich- 
keitspunkt  der  beiden  aus  den  Mittelpunkten  A'\  A  mit  den  Halb- 
roessern  E** y  E  beschriebenen  Kreise;  der  Punkt  (p'VO  '^^  ^^^ 
Süssere  Aebniichkeitspunkt  der  beiden  aus  den  Mittelpunkten 
Af  A'  mit  den  Halbmessern  E,  E'  beschriebenen  Kreise;  also 
kunnen  die  Punkte  (pq),  (p'q*),  {p'*q")  mittelst  bekannter  geo- 
metrischer Methoden  leicht  construirt  werden. 

Nimmt  man  jetzt,  was  offenbar  verstattet  ist>  die  Substilar- 
linle  als  Axe  der  x  an,  und  denkt  sich  das  rechtninklige  Drei- 
eck SOM  um  die  Substilarlinie  gedreht  und  in  die  Ebene  der  xy 
oder  die  Uhrebene  niedergelegt;  so  ist  nach  11)  die  Gleichung 
der  Weltaxe  offenbar: 

20) 
_  {a'b"-b'a'')E'\^ia''b'-  b''a)E' +  {ab'—ba'jE" 

oder : 

_  a  jb'E"  —  b'^E")  -f-  af  {b'*E — bE'')  -f  a"  (bE'  -  b'E) 
^■"^^   \(b'E"'-b"EO  +  (b''E'-'bE''j'i(bE'--b'E)\H  ^' 


oder: 


_  „_  aqiE'^'^E')  +  a'q'(E^E'')  +  a'YJE'-  §) 


also: 

21) 

"  (9' -9-")  £+(9" -9)  «'  +  (»-?')'£"  '■ 

Construirt  man  non,  immer  in  Bezog  auf  das  angenommene  Coor- 
dinatensystem ,  dessen  x-  Axe  die  SubstiliarKnie  ist,  die  drei  darcb 
die  Coordinaten 

^  «*.  „.  o'q'.        w;^ 

bestimmten  Punkte,  was  nicht.der  mindesten  Schwierigkeit  unterliegt 
und  hier  nicht  weiter  erlSutert  zu  werden  braucht,  und  beschreibt 
aus  diesen  Punkten  als  Mittelpunkten  respective  mit  den  Halb- 
messern Ey  E\  E*'  Kreise;  so  ist  die  Gleichung  der  äoeserea 
Aehnlichkeitsaze  dieser  Kreise  bekaontlich: 
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und  dieser  Aehnlichkeitsaxe  ist  folglich  nach  21)  die  Weltaxe 
parallel.  Da  nun  die  Weltaxe  durch  den  Punkt  S  geht^  so  er- 
hilt  man  die8elbe,  wenn  man  durcl^  den  Punkt  S  mit  der  in  Rede 
stehenden  Aehnlichkeitsaxe  eine  Parallele  zieht,  deren  Ducch- 
schnittspunkt  mit  der  Suhstilarlinie  zugleich  den  Mittelpunkt  M 
der  Uhr  bestimmt. 

Solche  geometrische  Beziehungen  würden  sich  noch  mehrere 
auffinden  lassen,  die  man  aber  doch  schwerlich  in  der  Praxis  an- 
wenden wird,  weshalb  ich  mich  mit  den  obigen  Betrachtungen 
begnüge  und  nochmals  auf  die  Arbeit  von  Sarrus  verweise. 

Iq  der  Praxis  dürfte  es  immer  am  besten  sein ,  die  Coordina 
ttn  des    Mittelpunkts   der  Uhr    mittelst  der    Formeln   12)   durch 
Rechnung  zu  bestimmen,  wodurch  dann,  wie  sogleich  in  die  Augen 
mit,  auch  alles  üebrige  gegeben  ist.    Ich  will  daher  diese  For- 
meln jetzt  zur  Rechnung  noch  etwas  bequemer  einrichten. 

I 

Zu  dem  Ende  bezeichne  man  die  Entfernungen  der  Punkte 
J,  A' y  A"  von  dem  Punkte  O  durch  r,  r',  r";   und  setze 

a  =:rcos9>,         4  =srsin^; 

M)    .    .    .      {  a' =r'cosg)',       6'=r'sing)'; 

a"  =^'C08  9",      6"=:r"sin  tp" ; 


so  das«  man  also  zur  Bestimmung  der  Winkel  9,  9',  fp*\  welche 
m  bekannter  Weise  von  0  bis  360^  gezählt  werden,  die  folgen- 
den Formeln  hat: 

cos  9  =s— »     sin  9)  =  — >     tangg)  =-; 

23)  .  .     <  €08ipr  zsi-f  9    ainq)'=z—9     tang9'=-,; 

a"  6"  b" 

eo3g>"z=:-ijf    sin  9"=^,    tang9)"=~. 

Ttrser  bezeichne  man  die  Neigungswinkel  der  Linien   AS,  A'Sy 
JfS  gegen  die  Dhrebene  durch  t,  t',  t",  so  ist: 
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r  =Eeoai,       H=Es\ni,       i7=rtaDgt; 

24)  {r'=  E'  cos  i" ,      H= E'  am  i' ,     H=z  r'  tang  t" ; 
r"—E"co8i'',    H=E''8ini'',    ^=r"taDgi"; 

woraus  sieb  verschiedene  Systeme  von  Formeln  zur  üerecbnoDj 
der  Winkel  t\  t',  t"  ergeben,  von  denen  wir  nur  die  Formeln: 

H  H  H 

25)  .    .    .     taogi=-,    tangi'=:j7,    tangt"  =  j7, 

hervorheben  wollen. 

Zuerst  ist  nun  offenbar: 

(a'6" — 6'o'0  E  +  (o"6 — 6"a)  E'  +  {ci6'  — Aa')  £" 

■"     "'''I         cost        "^       cös?       "^      cosi'' 
Ferner  Ist: 

|(a'  — o'<)£;  +  (o''— a)£'  +  (a— a')i^"|Ä 

cosy\  cosy'' 

r  tangt" ^  tang  i' 

cost       "  cost        " 

cos9>"  .     cosg> 

,   cosy  ^        .,      cosy'  . 

+ ^  tangt' -— .Ti  tangt  ) 

coair        °         cost         °    ' 

sini' — sint"  \ 

COSGO r rr 

^  cost  cost 

=  rrY*  <   +  cos  OP  :r. r-  ^ 

^  ^     cost"  cost 

^«int  —  sint' 

+  coscp" ; .7- 

^      cost  cost' 

sinl(t'— t")cosi(*'  +  «") 

cos  <p ^.7 -^. 

^  cos  t  cos  r ' 

_2rr'r'  <  +co8V  cost"co8i ^' 

^  cost  cost' 


zizrr'r** 
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1(6'— 6")  £  +(*"-*)£'  +  {b—h')E"\a 


^ti 


C081  **  C08t  " 


8in9> 


// 


sing) 


'#/ 


co87**»S«-^^,  taugt- 


H v;tangt*  —  — ^Janirt 


sint'  —  sini" 
^  cos  i' cos  t" 

sint''  — siDt 


=  rr^r^'  \  +  »»»  9>' 


+  sin  9>" 


cos t" cos» 


sin»  —  sin»' 
cos  »'cos»'' 


smtp 


sin  i(t'-»")  cos  i  («'+»") 


cos  »''cos»*'' 


=  ÄT'r"/   +sin9 


+  sin  fp" 


.      ,  8ini(t''-»)cosi(»'--f  »-) 


cos  i'' cos  t 

sini(»--»'Oco8i(»  +  tO 
cost'cost*' 


Setxen  wir  nun  der  Kürze  wegen: 

M  =2cos»8ini(t'— t'Ocosi(»*'  +  i'0, 
M)   .  .  .     {  ü' =2  cos  »'sin  !(*"-»•)  cos  i(»"+t% 

M"  t=z  2  cos »"  sin  i(» — »')  cos  i(t  + «') 


ond 


27)    2V=cos»'eo8»",    iV'=cos»"cos»',    /V^"  =  cos»'cos»''; 


so  ist  oach  12)  offenbar: 


28) 


jr= 


M8iaq>+  7lf'8in9>'  +  AI"  sin  9" 


i^siD<^ — 9")  +  JV'  sin  (9"  -  9)  +  iV"  sin  (9 — 9O 


Ä, 


*^~     iVsin(9>'-9>")  +  iV'8in(g)"-9>)  +  /V"8in(y— y*)^' 

mittelst   welcher  Formeln  die  Coordinaten   des  Mittelpunkts   der 
Ohr  olroe  besondere  Schwierigkeit  berechnet  werden  können. 

Tkril  XXXVI.  8 
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U. 

Die  Stunden linien  der  Uhr  können  nun  durch  Rechnunfi;  auf 
folgende  Art  bestimmt  werden,  wobei  wir  uns  grösserer  Deutlich- 
keit und  Bestironitheif  wegen  auf  die  nuVdlkhe  Hälfte  der  Erde 
versetzen  wollen. 

Wir  kennen  den  Mittelpunkt  M  der  Ubr  und  die  Mittagslinie 

derselben,  also  auch  die  Linie,  in  welcher  die , Uhrebene  von  der 

sudlichen  Hälfte  der  Ebene  des  Meridians  geschnitten  wird,  welche 

Linie  wir  durch   ^0    bezeichnen    wollen.     Denken    wir  uns  nun 

eine  beliebige,  von  der  Weltaxe  ausgehende  Ebene,   welche  mit 

der  sildlichen  Hälfte  des  Meridians  den  von  derselben  an  nadh 

360^ 
Westen  hin  von  0  bis  360^  gezählten  Winkel   einschliesst, 

und  bezeichnen  die  Linie,  in  welcher  von  dieser  Ebene  die  Uhr- 
ebene  geschnitten  wird,  durch  Mn\  so  kommt  jetzt  Alles  darauf 
an,    den  von  den  beiden  Linien  ^ü  und  Mn   auf  der  Uhrebene 

360^ 
eingeschlossenen,  dem  Winkel  im    Räume   entclprechenden 

Winkel,  welchen  wir  durch  E^  bezeichnen  wollen,  zu  bestimmen, 
weil  sich  dann  offenbar  alle  Stundenlinien  ihrer  Lage  nach  finden 
lassen. 

Der  Winkel  •/  behält  seine  aus  I.  bekannte  Bedeutung,  und 
wenn  wir  die  Substilarlinie,  als  Projection  von  MS  aufgefasst, 
durch  MSx  bezeichnen,  so  soll  der  von  MSy  mit  J/0  eingeschlos- 
sene, von  i1/0  an  in  demselben  Sinne  wie  der  Winkel  En  von  0 
bis  360^  gezählte,  natürlich  als  bekannt  zu  betrachtende  Winkel 
durch  Sl  bezeichnet  werden. 

Um  M  als  Mittelpunkt  wollen  wir  uns  mit  der  Längeneinheit 
als  Halbmesser  eine  KugelflSche  beschrieben  denken,  von  der  die 
Linien  MS^  MO,  Mn  in  den  Punkten  •$,  0,  n  geschnitten  wor- 
den mtiifen.  Die  Uhrebene  nehmen  wir  jetzt  als  die  Ebene  der 
xy  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  xyx  an,  dessen 
Anfang  der  Punkt  M  ist;  der  positive  Theil  der  Axe  der  x  sei 
M),  und  der  positive  Theil  der  Axe  der  y  liege  auf  der  Seite 
der  Axe  der  jr,  nach  welcher  hin  von  MO  an  die  Winkel  E^  ge* 
zählt  werden ;  der  positive  Theil  der  Axe  der  %  endlich  liege  auf 
derselben  Seite  der  Uhrobene,  auf  welcher  der  Puikt  5  liegt. 
Unter  diesen  Voraussetzungen  sind  die  Coordinaten  des  Punktes 
0  offenbar  1,  0,  0;  die  Coordinaten  des  Punktes  n  sind  coo^«, 
sin^N,  0;    und  die  Coordinaten  des  Punktes  S  sind  cosAeostf, 
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»ioAcost/,  BinJ.    Bezeichnen  wir  nun  die  Gleichong  der  Ebene 
SM  dqrch 

•oist: 

AA  +Ä.0+  C.0  =  0, 

AcoBSlcosJ'^-BBmSlcosJ-^'  C8in«/=0; 

^  .    ibo: 

J=0,    ßsini2co8J-|-C6inJ=:0; 
vMiDf  sich  ersieht,  dass  man 

J7  =  8in«/,     C=  — sin  i2co8«/ 
«beo  kann,  und  dass  folglich 
S9) lysinJ — Z8ini2co8«/==0 

<e  Gleichung  der  Ebene  SM{i  ist. 

Beieichnen  jetzt  d,  cd,  c5  die  180*^  nicht  fibersteigenden  Win- 
kel, welche  die  Linie  MS  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen 
derx,  y,  %  einaohlies^t,  so  ist  offenbar: 

30)     C0sd  =  C08i$2cO8«/,      C08(D=:8ini$2c08j,      C08C3=8in«/; 

nttMst  welcher  Formeln   die  Winkel   (9,  (o,  c5  leieht   bestimmt 
werden  können. 

Den  18(y  nicht  fibersteigenden  Winkel,  welchen  die  Ebene 
SM  nach  der  Seite  der  positiTen  ^  und  i  hin  mit  der  Uhrebene 
jnMchliesat,  woUea  wir  durch  t  bezeichnen;  so  ist  die  Gleichung 
der  Ebene  SM^  offenbar 

z=ytaj»gt, 

«od  da  nun  nach  29)  die  Gleichung  dieser  Ebene  auch 

tangJ 
sm  52  ^ 

ist,  so  ist  in  völliger  Allgeroeinheit: 

■itteist  welcher  Formel  der  \^  nicht  fibersteigende  Winkel  t 
leicbt  und  ohne  alle  Zweideutigkeit  bestinuat  werden  kann. 

360^ 

Wenn  nun  zuerst    <  \W^,  also  auch  Z^  <  ISO»  ist,  so 

ft 
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SOffi 
ist  in  dem  sphärischen  Dreiecke  SOn  offenbar  der    Wiafc 

bei  S,    e  die  Seite  SO,   i  der  Winkel  hei  0 ,   £n  die  Säte  ft 
also  nach  einer  bekannten  Formel  der  sphärischen  Trigonometn 

360O 
cos  6  cos  t  +  cot sin  t 

cot  ün  = :— S » 

sm^ 

360^ 
wo   auch    £n  <  180®  sa  nehmen  ist.     Wenn  ferner  >  180 

also  aach  Zm^^Stfi  ist,  so  ist  in  dem  sphärischen  Dreiecke  Si 

offenbar  360»—^^  der  Winkel  bei  S,  6  die  Seite  SO,  180»- 

n 

der  Winkel  bei  0,    360O— ^«  die  Seite  On;    also: 

cos  Ö  cos  (1800— 0  +  cot(3600— ^^^)  slnaSO^— 
cot(3600-.:s,)= ^j^^ 5 

and  daher  offenbar  ganz  wie  vorher: 

360<^ 
cos^cosi-f-  cot eint 

cot  £n  =  TTT-^ • 

sina 

Daher  hat  man  zur  Berechnung  von  £n  die  ganz  allgemeine  Form 

3600 
cos  öcos  I  +  cot sin  i 

32).    .    .    .    cot.E.  = ^^ . 

bei  deren    Anwendoog  man   nur  zu  beachten   hat,   dass   imi 
gleichzeitig 


and 


0<^<180o,    0<-S«<180o 


1800 < ^^  < 360»,    180o<-£«<360o 
n 


sein  muss,  so  dass  also  rflcksichtlich  der  Bestimmang   von 
nie  eine  Zweideutigkeit  bleiben  kann. 

Berechnet  man  den  Hfilfswinkel  £  mittelst  der  Formel 

3600 
33) tang£=:cosOtang , 

60  ist,  wie  man  leicht  findet: 
34) ungi,  =  *55£Ö.j!5i. 
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Fir  die  Horizontal -Uhr  ist  tsOO",  also  nach  32): 

360« 


cot 


cot  2.  — 


n 


sind 


idliinD io  diesem  Falle  offenbar  0=18O*>— J,  folglich  mad=8mJ 
i,  m  erbllt  man  zor  Berechnung  von  £u  die  sehr  einfache  Formel : 


cot 


360» 


n 


3800 


9  .    .  cot  .£•  =  — |-T-,    tang£a=sinJtang— 

Bat  man    mittelst   des   Vorhergehenden    anf    der   Uhr    die 

I  24 
len  0,  I.  2,  3,  4 22,  23,  j  ^  bestimmt,  und  soll  die  Uhr 

ifl^erlicbe  Zeit  eingerichtet  werden ,  so  mnss  man  diese  Zah- 
inrch  die  folgenden  mit  rSmischen  Ziffern  bezeichneten  Stun- 
shien  ersetzen: 


0  . 

1  . 

2  . 

3  . 

4  . 

5  . 

6  . 

7  . 

8  . 
»  . 

10  . 

11  . 

12  . 

13  . 

14  . 

15  . 

16  . 

17  . 

18  . 

19  . 

20  . 

21  . 

22  . 

23  . 
24j 
Of 
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m. 


Wir  fvollen  nun  noch  die  Carve  bestimmen  >  welche  der  End- 
punkt des  Schattens  des  Stils  oder  der  Lfchtponkt  an  einem  Tage, 
wo  die  Declinatioo  der  Sonne  S  ist,  anf  der  Ubrebene  beschreibt. 
Zu  dem  Ende  nehmen  wir  die  Ubrebene  als  Ebene  der  Xf§  eines 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  a:yz  an,  dessen  Anfang  M 
ist,  und  bezeichnen  die  von  der  als  von  M  ausgehend  g^daditen 
Geraden  MS  mit.  den  positiven  Thetlen  der  Axen  der  Xy  y,  i 
eingeschlossenen,  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  6,  o,  o; 
die  Länge  des  Stifts  oder  Stils  MS  aber  durch  L.  Dann  sind 
offenbar 

LcosBf    Lcostf,    i/eesS 

die  Coordinaten  des  Punktes  <$  in  diesem  Systeme.  Beseicbnen 
nun  Uf  V,  w  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  ein 
beliebiger,  von  S  nach  der  Sonne  gesogener  Strahl  mit  den  posi- 
tiven Theilen  der  Axen  der  x,  y,  z  einschliesst ;  so  sind 

X — LcObB         tf  — icOSW         2 — ZfCOSQ 
COSU  C9SV  cos  10 

die  Gleichungen  dieses  Strahls.  Nach  den  Gesetzen  der  tftgllcheo 
Bewegung  der  SphSre  und  einer  bekannten  Formel  der  anal3rti- 
sehen  Geometrie  ist  aber  offenbar 

cos  6  cos  ti-f- cos  CD  cos  0  -f  €os€Scosto^cos(90^Td)=J:sio'9 

wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenachden 
MS  von  M  aus  nach  dem  Nordpole  oder  nach  dem  Siidpole  hin 
gerichtet  ist.    Nach  dem  Vorhergehenden  ist  aber: 

y — LcoscD  i  —  Lcoso 

cosp  =  ^ i ^costi,    cosfo=  f 2  cos  ff; 

X — Lcoad  X — LcobS         ' 

also  nach  obiger  Gleichung: 

|(jr— £cos^)cosd-f(5r— 'JE/Qosfl»)cosio^(2— Z#cosc5)cosS)coaai 

=  ±  (S^Lco8d)B\ud 
oder 

(a:cosö  +  ycosa>  +  2co8Ö— lf)cost»=  J:(*— i'COSd)sln<, 

und  folglich: 


beliebige  Ebene  im  Hofime. 

(:i;  — Leos  6)  sind 
:r  cos  ö  +  jy  cos  co  +  z  cos  ö  —  jL 

(«— Leos  w)  sind 

cosr  =  ± z^T r^ H F  ' 

arcosö  +^C08(ö  -f- 2  cos  Cd  — r  1> 

(x — jLcosö)sind      

X  cos  ö  +  y  cos  00+2  cos  Q  —  L 
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COStO=:  Jb 

IMiiD  bekanntlich 


cos  ti* + cos  r*  +  cos  w*  =  1 


iif,  10  ist 


35)   ...    .    (orcosd-f  jfcosa>*t-2coso  — L)* 

=  8in  J*{(ar—  Lcosö)*  +  (y  —  Leos  oo)*  +  {«  —  Leos  ö)*}, 

«der: 

'S?)...     .    (orcosd -|-ycos(D -l-zcosM  —  L)* 

=  gind*ta?*+y*+«* — 2L(a:cosö+ycosa)  +  zcos5)  +  L*|, 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

38) (ar«  +  y«  +  i*)sind« 

=(«co8Ö+yco8ü)+ico85)*-2L(j:cosö-|-ycos(D+zcosö)cosd*+L^cosd' 

£e  Gleichung  der  Kegelfläche,  welche  der  Sonnenstrahl '  an  dem 
T^e,  wo  die  Declination  der  Sonne  ö  \»i,  beschreibt  Die  Schat- 
teDCQTYe  ist  offenbar  der  Durchschnitt  dieser  Kegelfläche  mit  der 
Vkrebeoe,  und  ihre  Gleichung  wird  folglich  erhalten,  wenn  man 
10  der  vorstehenden  Gleichung  z  =  0  setzt,  wodolch  sich 

39) (ar«+y«)sind« 

s(i*co6^  +  y  COS  (o)* — 2L(jrcos  6  +y  cos  ü))cosd*  +  £*cos  d* 


Nehmen  wir  die  der  Projection  von  MS  auf  der  Uhrebene 
dn«ct  entgegengesetzte  Gerade  als  den  positiven  Theil  der  Axe 
der  ^  an  und  den  positiven  Theil  der  Axe  der  z  auf  derselben 
Seite  der  Uhrebene,  auf  welcher  die  Linie  MS  Hegt,  wobei  die 
AflDafame  des  positiven  Theils  der  Axe  der  y  der  Willkübr  an- 
leim  gestellt  bleibt,  so  ist  offenbar: 


ISO 


0=1800  — J,    ©  =  900,    S=900-,/; 
eoeO  =  — cos«/,    cosa>=0,    cosösssinJ; 
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folglich    nach  38)   die  GleicbuDg  der  von  dem  SoDoenstrahl 
schriebenen  KegelflSche : 

40) (a^  +  y*+x*)8in6» 

=  {xcobJ — zbIdJ)^  +  2L(a:co8J — z8inJ)co6S^-i-L^eo8fi 

und  nach  39)  die  Gleicbang  der  ScbatteDcurve : 

41)    (a:*+y*)8iDJ*=a:*co8/*  +  2jCarco«Jco8^+£*co»d* 

oder : 

42) 

^•sinÄ* — ar*(co8t/*— sind*) — 2L:rco8t/co8d* — £*co8d*  =  ( 
Die8e  Gleichung  kann  man  auf  folgende  Art  au8drficken : 

y*8iod* — a^{cosJ* — co8J*co8d* — eind*)      » 

=  0, 

—  (a:*co8,/*+2La:co«J+L*)co«d*  ' 

alao  aof  folgende  Art: 

(y*  +  a;*8in  •/■)  8in  d* — (L  +  ar  co8  •/)*co8d*  =  0 , 
oder: 

43)  .    .    .     y*  =  (L  +  arco8,/)*cotd«— a;*8in,/*. 
Nim  iat  aber: 

(L  +  J?  C08  ./)*  cos  d* — jr*  8in  •/*  sin  d* 
= { L  cos  d-f-dr(coä  Jcoa  d-f  sin  Jsin  d) )  { Lcosd-I- jr(cos«/co8d— sin /si 
=|£co8d-f-^co8(J  —  d)l|ic08d  +  «C08(t/+d)}, 

also  die  Gleichung  43)  offenbar: 

.  V{Xco8d-|-a:co8(J— d)|(Lco8d4-a;co8(./-|-d)} 

44)  ,=± ^^ 

Bezeichnen  vrir  dieWerthe  von  x^  für  welche  y  verschwin 
durch  ftg;  so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung  nach  dem  ^ 
hergehenden  die  Gleichungen: 

£oo8d-|-/'co8(J — d)  =  0»     £co8d-|-yco8(J-|-d)=0; 

woraus  8ich 

^_         Lco8d  Lcosd 

45)  .    .    .    /-  — ^03(j_jj.    ^"-~co8(J  +  d) 

ergiebt    Dies  sind  also  die  ersten  Coordinaten  der  Punkte 
denen  die  Aze  der  x  von   der  Scbattencurve  geschnitten  v 
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nd  die  erste  Coordiiiate  des  Mittelpunkts  der  Eiitferouiii^   dieser 
beideo  Punkte  von  einander  ist  also : 

i(W)--*  fca8(J-7)  +  cos ( J  +1)  J  "■  ~  cos ( J+iyc'o7(7"- d)' 

Mibien  wir  diesen  Punkt  als  den  Anfang  eines  neuen,  dem  pri- 
I    aitireD  Systeme  parallelen  l.'oordinatensystenis  der  Xiyi  an ,  so  ist : 

__        LcQsJcosS^  

^~""c'os(j  +  d)cos(j— dj +'^»'  y— i^i; 

ibo: 

f        j(  ■  /f     Ax  /f     Ax      i^  sin  J  sind  cos  ^ 

Lcoso -f^cosfj — ö)  =  Xi  f0s(J—  0) 7f-r-i^ — > 

^         '         *  cos  ( J  +  o) 

f        j»  .            /ji  Äx                 /f  I  jix  ■  ^»in «/sind cos d 
Leos 0  +  xcos (/  +  ö)  =  xi  cos  (•/  +  ö)  +  — (J^a\ — » 

«der: 

¥      1.  /i     ji\  /f     AM  LsinJsi»dco»d; 

lca8a  +  ^cos(J-(J)  =  cos(J-(5){x,  -^^^^j-^^^-^^^^ 

r'     1  .  /w,jt\  /  r  1  AM        I       LsinJsindcosd 

and  daher  nach  44)  im  Systeme  der  ;ri^|  die  Gleichung  der 
Schattencurve : 

^     cos(J-f  d)cos(y— d)       ,      LHlüJHinS^coaö* 
.  ^  "•  sind«  ^^^       cos(J+d)«ci8(/-d)*' 

oder: 

^  C08(J+d)«COS(J-^)a       ^        C06JJj^08(J--d) 

^  I^sio ./»sind« cos d«^^   "~       L^sinJ^cosd«     ^»  ""  *• 

Setzen  wir 

47) 

.    ,  Lsiu«/sindcosd  ^     Z/sinJcosd 

*-cos(J+d)co'iY*/-^)'       "  V^±co8(J  +  d)cos(/— d) ' 

Uem  wir  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen,  jenachdem 
^Kroduct  cos(J-f  ^) cos (J—d)  positiv  oder  negativ  ist;  so  wird 
Bit  derselben  Bestimmung  wegen  de»  Zeichens  die  Gleichung  46) : 


* (?)■<?)•='• 


Bod  die  Schattencurve  ist  folglich  eine  Hyperbel  oder  eine  Ellipse, 
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jenachdem  cos(J+d)cos(J— d)>0  oder  co8(«/-|-d)co8(«/ — S) 

ist.    Bezeichnen  ivir  den  Parameter  durch  p,  so  ist  bekanntli^fi 

/>  =  —  9    also  nach  47),   wie  man  leicht  findet: 

49) /;  =  val.  abs.  2Lsin  Jcotd. 

Die  Substilarlinie  der  Ghr  ist  nach  dem  Obigen  immer  die  AjpB 
der  Schattencurve,  und  die  ersten  Coordinafen  ihrer  beiden  Schei- 
tel in   Bezug  auf  das   primitive  System    der  xy  sind   nach  41^: '  ■ 

— 77 — Tv  > ri"rT\ »   "»c  erste  Coordinate  des  MittelpQRni     2 

cos(J  — ö)  cos(J  +  o)  ^  5 

in  Bezug  auf  dasselbe  System  ist  nach  dem  Obigen :  £ 

LcosJcosd*  ? 

cos  (J  +  ö)  cos  (J — d)  * 

Wir  haben  nun  noch  den  Fall  zu  betrachten,   wenn 

cos(J+d)cos(J-d)=zO 

ist.    Nun  ist  aber  nach  42)  im  Systeme  der  xy  die  Gleicbung  der 
Schattencurve : 

y«sin  6«— ar*(cos  J2  -  sind*)  —  2La:cos  Jcosd*—  £*eosd*=:0, 

oder,  weil 

cos«/*— sind*  =  cos,/*  cos  d*  —  sin«/*8ind* 
=  (cos  J  cos  d  ~  sin  Jsin  d)  (cos«/cosd-f-sinJsind)  =  cos  (J-f-d)  go8(/-^) 

ist: 

y«  sin  d* — .T*  cos  (J  +  d)  cos  ( J  —  d)  —  2L  jr  cos  J  cos  d*  —  jL«  cos  d*  s=  C^» 

also  unter  der  gemachten  Voraussetzung: 

y*8in  d*=  L(L  +  2^  cos  J)  cos  d*, 

und  folglich  unter  der  Voraussetzung,   dass   nicht  sind=:0  iit  ^ 
y*  =  L(L+2arcos J)cotd*.    Bezeichnen  wir  den  Werth  von«,  11^^ 
welchen  y  verschwindet,    durch  f,    so  haben   wir  zu  dessen  Be-«^ 
Stimmung  die  Gleichung:    £ -|-2/*cos./=0,   woraus  sich 

'  zcosJ 

ergiebt.  Nehmen  wir  den  Punkt,  in  welchem  die  Axe  der  x  tob 
der  Schattencurve  geschnitten  wird,  als  Anfang  eines  neuen,  dflA 
primitiven  Systeme  parallelen  Coordinatensystems   der  dP|^   aa; 

so  ist  ^=— 2^^^+^i»y=yi  «n<J  folglich  Ir-f2a:co8«/=2x^CMJ,   ^ 
also  nach  dem  Obigen  die  Gleichung  der  Schattencurve: 
61)     .....      y,*  =  2La:,cosJcotd«, 
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die  Se&attoncurve  daher  eine  Parabel ,    deren  Parameter  p  durch 
£e  Formel 

52; p  =  2JLco8Jeotd« 

bestiniot  wird.    Die  Axe  dieser  Parabel  ist  wieder  die  Substilar- 

Kuei  nnd  — 0 j  wt  die  erste  primitiie  Coordinate  ihres  Schei- 

*m  COS  «/ 

liki  voraos  man  ferner  auch  leicht  auf  bekannte  Weise  die  La^e 
fa  Brennpunkts  und  der  Directrix  bestimmen  kann. 

Wenn  8iDd=0,  also  d=U  und  cosd=l  ist^  so  ist  nach  42) 
ie  Gleichang  der  Scbattencur ve :  x^ cos  J^  -f-  ^-Ltx  cos  «7  -|- 1^*  =  0» 
■d  folglich   (a^cosJ  -f-  L)^  =  0,   woraus 

53)    ...     .    ;rcosJ+L  =  0,    a;= j 

cos  t/ 

ft^  Die  Scbattencurve  ist  also  in  diesem  Falle  eine  der  Aze 
der  y  parallele,  folglich  auf  der  Substilarlinie  senkrecht  stehende 
Gerade«  was  sich  auch  von  selbst  versteht,  weil  ftir  6=0  die 
Some  sich  in  der  Ebene  des  Aequators  bewegt,  die  von  den 
Sminenstrablen  beschriebene  Kegelflächc  also  in  eine  auf  der 
Wdtaxe  senkrecht  stehende  Ebene  dbergeht. 


X. 

M  i  '8  c  e  1  1  e  n. 


Die  Trisection  des  Winkels. 

Von    Herrn   Kohlmey,   Sobrccior   in  "Perleberg. 

Der  in  drei  gleiche  Theile  zu    theilende  Winkel    sei  ACB 

(Taf.I.Pig.8.).    Man  schlage  mit  einer  beliebigen  ZirkelniFnnng  um 

I    (den  Bogen  AEß,  ziehe  die  Sehne  Aß,  errichte  auf  den  Halb- 

nesser  Cß  den  Halbkreis  CDB  und   ziehe   vom  Mittelpunkte  C 

durch  den  Dnrchschnittspunkt  des  Halbkreises  und  der  Sehne  D 

den  Halbmesser  CE,     Darauf  ziehe    man  die   Halbmesser  CE\ 

CE",  CEf"  a.  s.  w.,    halbire  die  Stucke  der  Halbmesser,    welche 

xirisehen  der  Sehne  und  dem  Bogen  liegen ,  also  DE,  D*E\  i}"E** 

I.  s.  w.  and  verbinde  die  Halbirungspunkte  F,  P,  F",  F*"  u.  s.  w. 

(forcb  eine  Curve.    Nun  ziehe  man  von  C  durch  O,  den  Durch- 

scbnittapunkt   der   halbirenden  Curve  FF^    und   des   auf  Cß  er- 

icliteten  Halbkreises  CDß,   den  Radius  CL;   so  hat  dieser  den 

ritten  Theil  des  gegebenen  Winkels  ACß  abgeschnitten. 


124  MiaceUfff. 

Beweis.    Ziehe  die  Linien  BO  und  BL, 

^KOB  =  ^LOB 
KO=LO 
BO  =  BO 


\KOB=/^LOB 


^ßi(Ü=^BLO. 
Da  aber  aiich  ^CLB^^CBL,  so  ist  auch  ^LBK=^ 

^LBK  hat  als  Peripherie- Winkel  zum  Maass  den  I 
Bogen  AL  and  der  Winkel  LCB  als  Centri- Winkel  den  Bogei 
folglich  hat  AL  zwei  solcher  Theile  wie  LB  einen  oder  BL=^ 

Nachschrift   des   Heraii8gebers. 

Wenn  auch  der  vorstehende  kleioe,  mir  fiir  das  „Are 
öbersandte  Aufsatz  für  viele  Mathematiker  wahrscheinlich  i 
Neues  enthalten  wird,  so  lasse  ich  ihn  doch  abdrucken,  we 
Form,  in  welcher  hier  die  Trisection  des  Winkels  gegeben 
vielleicht  bei'm  geometrischen  Elementar- Unterrichte  eine 
ganz  unzweckmässige  Verwendung  finden  könnte.  In  seine 
mich  gerichteten  Briefe  sagt  der  sehr  bescheidene  Herr  Verf^ 
Lehrer  an  einer  preussischen  Stadtschule,  dass  er  die  ( 
mittelst  welcher  er  den  Winkel  trisecirt,  nicht  kenne.  Viel 
ist  es  ihm  nicht  unangenehm,  ~  und  dies  ist  auch  ein  G 
welcher  mich  veranlasst,  dem  kurzen  Aufsatze  ein  Plätzcbt 
vergönnen,  —  wenn  ich  ihm  sage,  dass  seine  Curve  keine  a 
ist,  als  eine  gewöhnliche  Conchoide,  welche  schon  der 
chische  Geometer  Nikomedes,  der  im  zweiten  Jahrhundei 
Chr.  Geb.  gelebt  haben  mag,  zur  Trisection  des  Winkels  er 
hat.  Sein  Verfahren,  —  sagt  K^lügel  im  mathematis 
Wörterbuche.  ThI.  1.  S.  531.  —  kennen  wir  nicht  mehi 
seine  Schrift  über  die  Conchoide  verloren  gegangen  ist. 

Dass  aber  die  Curve  des  Herrn  Verlassers  eine  Conc 
ist,  iSsst  sich  leicht  auf  folgende  Art  übersehen.  Man  halb 
Taf.  I.  Fig.  9.  die  Linie  CD  in  G  und  lege  durch  G  eine  der  $ 
Aß  parallele  Gerade  MNf  so  wird  durch  diese  Gerade  aucl 
in  G'  halbirt.  Die  Mittelpunkte  von  DE  und  D'E'  sind  nac 
Construction  des  Herrn  Verfassers  F  und  F\    Nun  ist 

GF=GD+DF=^^^=^, 

G'F-=  G'iy  +  1>F'  =^D^+JD^E'  ^  CE^  . 

also  GF=zG*P,  woraus  sich  unmittelbar  ergiebt,  dass  die  P 
F,  F  und  eben  so  P'.  F^,  F'^,  F^....  Punkte  einer  Conc 
sind,  und  zwar  einer  sogenannten  oberen  Conchoide»  da  sie 
der  anderen  Seite  der  Cferaden  MN,  auf  welcher  der  Pun 
liegt,  bekanntlich  noch  eine  zweite  sogenannte  untere  Conc 
beschreiben  iSsst. 
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1  ' 


ftv  iet  formales  poar  la  moltiplication  des  fonctions 
elliptiques  de  la  prämiere  esp&ce. 

Par 
Monsieur  Dr.  G.  F.  W.  ^Baehr 

I 

ä  Groningae. 


I.    (n  an  entier  impair). 

Soit  k  le  modnre,  A^  «od  compl^ment,  AT  et  K'  les  fonctioos 
MqMes  correspondantes  4  et 

Sin. amp. (u.k)  ==  x.    Sin. amp. (nu.t)  =  ^; 

« laft«  par  la  fonmile  pour  l'addition  et  le  caicul  de  proche  en 
P^ckf  qne  ei  n  est  un  entier  impair,  Ton  a 

•      Fjn.k)  .._ 

y=^-^^j5 (^) 

^  F  et  9  eoot  des  fonctions  rationneiles  enti^res  et  paires  de 
Feti,  qni  gto^ralement  n'ont  point  de  facteur  commun,  et  qoi 
pirnqiport  k  x  sont  du  d^gr^  n* — l  =  4p. 

^     Si  i'on  remplaee  u  par  tt-f-tf,  oü  »=  V — 1,  on  a 

I  .    Si..ainp.(»  +  »•«')= ASi„. ampTi  =  ki ' 

^1  «  ^tant  impair  9 

Ai.«ap.  (RH  +  fdK')  =  Sin.  amp.  (n«  +  iK')  =  ;^sin.ainp..m=j^' 

•orte  que  la  fomiule  präcödente^  en  y  ^crivant  simuitan^ment 
et  T—  a  la  place  de  or  et  de  y,  doiine 

•heil  XXXVI.  J> 
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oü  Ton  a  mnltipliö  les  deux  temnes  de  la  fractioD  au  second  ir 
bre  par  k^Px^P  afln  de  les  r^duire  k  des  fonctions  enti^res;  l'i 
titö  des  deux  formes  de  y  exige  que  Ton  ait 

I 

OÜ  le  facteur  M  est  ind^pendant  de  x,  et  ainai,  aa  liea  d 
formule  (1),  Ton  peut  ^crire 

y=:x.         -^-|      ^t:  ; 

si  Ton  fait 

OD  a 

y  =  Sin.  aitap.  [nK  ±  5  ii:']=Sin.  amp.  [(n-l)  ^±^£«'+(^±4^ 

c'est-ä-dire,  n — 1  ^taot  pair,   ainsi  que  l'uo  des  nombres  ~ 

y=  (-l)^SiD.amp.  [K±  liK']  =  (-1)V.  J. , 

et,  sobstitaant  ees  valeurs  particulTftres  de  2:  et  de  y/  dan 
formule  qui  pr^cdde,  on  obUeot 

donc,   on  a[lira 

(2) 

de  Sorte  qu'eo  posaot 

F(x .  k)  ==  i<o +-^M*  +••••+  -^2»a:^  +....+ ^-2»^:^-^+....+^ 
9(a:.*)=  Zo+  Zij:» +....+ Z2«a:2«-+....+Z4i^-a»a:^-2»+..-+a;^ 
il  s'en  suit 
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de  Sorte  que  Tod  peat  aussi  ^crire 


I 


f (».i)  =  (— 1)  *  [il4p  *-^  +  Aip^tk-^^-^a^  +  . . . . 

M  les  co^fBciCDts  A  et  Z  soot  des  fonctioDs  de  n  et  de  A. 
r  La  valenr  de  y  satisfait  k  l'^qaation  diiFereiitielle 

r  dy  ndx 

V(l-y«)(l-*y)  ="  V(l-^*HI-ife^:r«)'   •  •  •   <3>  ' 

'    qai,  parce  qae  y  s'^vanouit  avec  x,  dünne  (  -i^j  =  7t;  mala  l'oii 
a  aassi,  diMisentiant  (1), 

ite"-g>(a:.ifc)"*"'^'^'Xa:.i)' 

/dy\       FÜd.k) 

et  par   conaäquent»   F  et  9?   n'ayant   point  de  fiicteur  commun« 
/*(D.i)  =  9t^  9(0.*)  =  1,  c'eat-ä-dire 

A^=n,    il^  =  (-l)«  Ä^, 

Zo=l,    Z4p=(-1)  *  »iA«P. 
Plar  Ie9  relationa  connnea 

1 
Sin.  amp.  {ku .  t)  =  A  Sin.  amp.  (ti .  k)  =ibr , 

1 
Sio.  amp.  {nku  •  7)  =  *  Sin.  amp.  (nu  ,k)  =  ky, 

feo  obtient«  changeant  dans  (1)  simultauement  o:  et  y  en   ka^et 
J^,  et  A  en  ^, 

9* 
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ky=;kx j-. 


t  ♦ 


Ies  deux  ternies  de  la  fraction  au  aecond  lueinbre  de  cette  equa* 
tion  devront  4tre  identiquement  ^gaax  ä  c^uz  de  la  formale  (1) 
niultipliäs  par  un  facteur  qui  De  contient  paa  a;  faiaant  :r=0  on 
trouve  que  ce  facteur  est  Yun\t4,  donc  on  aura  identiquement 

F(x.k):=zF(kx.'^,    fp{x.k)^tp{kx. ^^ 

ce  qui  d^termine  coropl^tement  la  forme  g^n^rale  des  coCfficient« 
il  et  Z»  car  on  a»  d^signant  par  A'  ce  que  devient  A  lorsqu'on 

y  change  A:  en  t> 

fXibr.  J)  = ....  +  ^'««i^a*"+  ....  +  ii'4,_a«**f-*-««p-*"  + 

d'oü,  par  la  comparaisoiidüvec  F{x-kj, 

sott  dODC 


SM  9a  am  %m 


oü  ies  co^fficients  A  sont  des  fonctions  de  n  seui,   on  aura 
iTam**- =  filo  *■*  + ^a  **^* +  .... +i4^**t-^ +....  + Ar-%**^ 


+  ....  + i<t,]*«i^««, 

et  r^galitö  de  ces  deuz  polynomes  ezige  que  Ton  alt  P  2iii — 29=H1 
ou  m=g,  et  2^ 

2m  Sm 

A%fi=:A%m^tßt  ' 

de  Sorte  que  i'on  a 


Im 
AmJ^ 


ilm-l(l+*«)ifc— > 
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•  .      ■  •  ■ 

oü  le  deroier  t^nne  sera  le  supMeur  «i  m  est  pair»  et  riof^ienr 

si  m  est  hgpair. 

Dans  le  polynome  (p(x.U)  le  co^Stficient  Atm  est,  niiilti{>li^  par 
iPF~^*;    ce  produit  contiendra  donc  le  terme 

mab,  ^  9}n8i  <||ae  F  ne  contenant  qne  des  puissances  positives 
(et  paires)  de  Ar,  od  devni'avoir  2p-|-2fA— 2m=  ou  >  0,  c'est- 
a-dire  ^=  ou  >  m — p,  doDC  sl  m  </i  on  peut  admettre  les 
nJeurs  de  ii,  ^  =  0,  f*  =  l,  f^s=2,  etc.,  mais  quand  iii>p,  la 
ph»  petite  yalear  de  f*  sera  ii^=^m'-^p,  et  daos  ce  cas  Tod  aura 

M,  toivant  9p  — m  aolieu  de  m. 


■ 

+  . 

OQ  maintenaiit  m  <  p. 

1 

De  mdroe  on  aara 

■ 

/ 

Zi.=z;xi+iS*-)+,z,(i+A*-«)*«+.«+  ■ 


Z— i(l+*»)A— »,    (m<p) 


Onaencoie,  ^crivant  V(l — y*),  V(I  —  t^*),....  an  lieu  de 
CM.aap.NM,  ^amp.nM,.... 

.(4) 

oa  «  et  9k'  sont,   cömme  F  et  9,  des  fonctions  rationnelles  en- 
türes  et  paires  de  x  et  de  k,  et  par  rapport  k  x  du  mtoe  d^gr^ 

81  dans  ees  formales  Ton  change  u  eo  u-^-iK',  x  devient 
7-»  et  parce  qae  loti  a 
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^         /'  ■  :5i7/x       Co8.amp.fi    -  _  .    .  .^^.        ^.anm.« 

et,  91  ^tant  iropair, 

J .  arap.(iii<+ni  AC')=(- 1)'*"^^ .  arap.  (««+•«')=(  - 1  )"^  •  j^^1|^^'| 


Coa.ainp.(«M  +  «iÄL')  =  (— 1)  *  Co8.arap.(«i«  +  tAr') 

—  ^     ^>        ttSiD.äinp.fiii' 
on  voit»  qo'il  faut  cbanger  alors: 

I 

V(l-%«)  eil  (-1)  «  ■'^7;^%    V(I-3^)  en  (-1)  «  2:iij^ 
de  Sorte  qne  par  \h  elles  deviennent,  apr^s  r^daction, 

V(I-y«)  =  (-l)  «  i    /l      V  V<l-Jr«). 
oü,  substituant  k  y  e&  valear  (1)  et  ayant  ^gard  aux  relationa 


«(t-.A)  lflPx*P 


V(l-,:,-  ^(^_^) 


ce  qai,   par  la  comparaison   de  cellea-ci   avec  Celles  dont  < 
ont  öt^  d^duites,  donne 
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1 


8i  ifixm  (4)  od  change  u  etAen  A»  et  t,  il  faut  'y  öcrire  kx  et 
i^l  a  b  place  de  x  et  jf,  ce  qai  donne 

1  '  1 

n(kt.r)  n'ißut.r) 

1 
dooc,  parce  qae  9(A:^.t)  a:  ^(ar.A;), 

■ 

i)  s'en  sait  encore 
Poeaat 


M  a,  d^ignant  par  17'  ce  qae  devient  B  loraqu'on  y  «hange  k 
1 

»{ib.  j)  =  Äo'  +  B^Jflx*  + ....  +  !?*.*»-*•-  + .... 

Arne 

,    ce  qoiy  poar  Ia  valear  particuli^re  m^^p^  donne  B^^^B'^k^Px 
^    ifDM  le  co^fficietit  da  milieu  dans  les  polynomes  n  et  n'  sera  de 
h  B^me  forme  que  lee  co^fBeients  ^4  et  Z  de  F  et  tp. 

La  forme  gäntfrale  de«  polynomes  n  et  n'  est  done 

«{*.*)  =  «;>  +  B^ar«  +  ....  +  B2„jr«"+  ... .  +  ÄjpÄ«l»  +  .... 

..• .  +  B,«,'A:«Fä^-*"  +  ....  +  Bo'k^Po!^» 

....  +  Bt«i*%»-*"«^^*"+ ....  +  Bok^a^P, 
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d'oü  il  suit  eDpore  qae  B^m  sera  par  rappoit  i  k  toat-an-g 
da  d^gr^  2tn,  patce  qa'aatrement  B'%mk^^t  et  par 
contiendrait  des  puissances  negatives  de  ky    posant 

I 

Qji  anra  y 


am  * 

oü  les  co^fficients  B  sont  des  fonctions  de  n  aeul.    Remarqi 

que  07=0  donne  y=0,  et  que  ^(0.il)  =  l9  on  yoit  que  x^ 

=  7r'(0.£)=l9  et  par  cons^uent  fio=^o'^l* 


Sabatitaant  daos  l'^quation  diiC^rentielle  (3)  i  j?  et  ^  lea  vah 

eile  se  r^oit  $ 

.  ^ ««'i  < 

V(l— ij«)(l-A,V)~'V(l-|«)(I-*,W  •    •    ' 

ou  X:i*=:l  —  k*%  donc  on  aora,  en  sabstitrifent  le«  mömes  tbI 
dans  les  integrales  (1)  et  (4): 

1? i    .     -fXr.A)      V(l-A, V)_»(r.A)  V(l-Ai 

V(l-ij«)"'V(l-|")v(r-7)*.     Vd-«»*)  ~9>(r.*)    V(l- 

>  1     _»»'(r.*)      1 
v(i-,«)-^(f:Ä)  V(i-i^ 

d'oü  l'on  dädnit 

I 

Mais  (5)  ^tant  de  la  m^me  forme  que  (3)9  od  a  fuum 


^<'-"^>=?M^<^--^ 


de  Sorte  que  par  la  coniparaison  de  ces  denz  groupes;  apr^a  i 
ait  rMuit   les   polynomes  fractionnaifes    en  i*  ä  das  polyn< 
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«DÜera,  par  Ia  nmltiplieatioB  par  (1  —  £■)%,  et  ^Taot  ponr  $'  m 
nlew^B  it  OD  obtient 


F(t.*i)=F(;i^j:=^.A)(l-|»)«r.  .    .    .    (6) 


•ü  Ton  peat  ^chaoger  A  et  ki  entre-euz. 

Par  ces  forniQles  et  les  relatioDs  trouv^es  pr^c^demment ,  Tyn 
peat  d^oire  les  fonctione  F^  «p,  9S  et  sf''  de  l'äne  quelconqoe 
(Tentre-eUe^:   F(x,ß^)  ^tant  conoue  oo  a 

et  par  cons^quent 

4oac,  par  Ia  troisi^me  (6)^  ^changeant  k  ei  ki^ 

<r««,  parte  qnc  «'(r-.AJiPl»«*»  =5»(a:.*), 
^cbaageant  dana  celle-ci  k  ei  kn  eile  doune 
■aia  Ia  premMre  (6)  donoe 
#00  il  aoit«  que  les  dem  derol^rea  expreasioos  de 


n{x.k)  et  ^^v(l--^«)'^V 
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8ont  identiqnemeiit  ^^ales  si  Volk  imilHplie  b  acctfode  par  (1  — •d:')^ 
et  ce  qui  fait  yoir»  qne  la  quatri^me  des  ^qnaüoiw  (f)  4iit  ra 
cons^quence  des  deux  premieres,  et  des  relations  trooröes  pn! 
c^demment. 

La  troisi^me  des  formules  (6)  donne,  si  Tod  y  cbange  k  eo 
kl  y  et  designant  par  Z'  ch  qae  devieot  alors  le  co^fficieot  Z  de 


donc ,  notant  les  co^fBcients  d'ooe  poissance  q  du  binome  de  U 
mani^re  suivante,  savoir; 

y(y-l)....(y— m+l)_  /g\_/    9    \. 
1.2....iR  \«i/       Kq  —  niJ^ 

on  aura,  pour  les  co^flicients  B  Ae  n  eX  nf  exprim^s  par  ceuz  de  9^ 

B'vnk'^     .........    (7) 

= <-»-[(*>"+er|)^+-+ C^K+--+^4 
=(-.)-Lfi^)A+(VK+-+C-'')^v+...+z-^) 

r^ciproquement  on  trouTera,  par  la  detpu^me  de«  formales  (6),.  i 

(8) 

+ ....  +  «'»■*«■]. 

zw=(-.).L(*)»'o+(*:')*.*'+(*r)'"'* 

+  ...  +  (^)  B^k^  f ....  +  B^  »P-^y 


Si  Ton  niet  en  ävidence  le  multiplicateur  n,  en  tferivaO^ 
Sin.  amp.  (nu .  k)  =  yn »  et  de  mdme  Sin.  amp.  2tf  =  ^2 »  '*  fornnil^ 
ponr  Taddition  donne 


1 
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«•-  i-**y.W" 

et  aoni 

yi.*-ya* 

^*^y«V(l-yi«)(l-A^.*)Ty.V(l~y««)(l-*«yi.*)' 

par  Iff  forinnles  poor  la  daplication  Ton  a 

/X2)  =  -2,    9(2)  =  1— *«J?*,    «(2)  =  l— 24«ar«  +  **ar*. 

fnoarquant  qae  ii  J:2  e«t  iropair,  on  poorra  äcrire,  conformäment 
t  It  Dotation  indiqo^e» 

fXn)  F{n±2)        ^,,     ,,    ^    n{n)  ,,,     ,.  ^, 

»1=*.^.    ^•=^Wf2j'    V(l^^.«)=:^jV(l-Ä«a:«)..; 

nbttitiiant  alora  les  forme«  $;eii^rales  de  y«,  yitj^s,  etc.  dans  les 
'j«x  fermales  poor  l'additioD,  on  obtient,  apris  r^ductioli, 

f[idb8)  _  »(2)  »'(ä)  ^n)  y(n)  J:  (1— a«)  (1— A«a!«)  fX2)  y(2)  a»(n)  «'(w) 
»(■±2)  "■        9>«(2)9.«(ii)— A*a:*(l  — a;«)  (1— *«««)  F«(2)/^») 

(t 

fKi±2)  y«(2)  f«(«)  —  (1  —  ar«)  (1  —  Iflx'*)  F^)  y«(ii) 


gK»  ±2) -^  «(2)  »'(2)in[«)  <;p(n)  T  (1 -fl^*)  ( »— A:«jr«)  1^2)  g>(2)  7r(n)  »'(n)' 

Dus  ces   identit^  les   deox  termea    de   la  fraction  an  second 

■eabre  sont  par  rapport  k  x  A\k  d^gr^  2(it^  — 1)  -|-8  =  2n*  -f  6, 

et  ceax  de  la  fraction   ao   premier  membre  seulement  da  dägri^ 

(aj.2)t— I==iiSj.4ii4-3;    i|  faut  donc  que  les  premiers  aient  nn 

Mwor  comman  da  d^gr^  it*T4ii-|-3»  c'est-ä-dire  da  dtfgr^  de 

^1^2)  oo  ^(ji72).    Remarqaant  eecl  il  devient  probable ,  qne 

riBM|Qe  d^ominalear  ao  second  merobre  de  la  preiiiiAre  et  l'ani- 

^  BQiD^ratear  dans  celai  de  la  seconde  soient  respectivement 

^  aox  prodaits  9>(n— 2)  9>(n-|-2)  et  F(n— 2)F(n4-2),  et  que 

h  mna^rmteor    ao    second   membre    de   la   premi^re    seit  alors 

f(aT2)s(fiJh2}.    Od  peat  s'en  assurer,  si  Ton  ^crit«  au  lieu  des 

^formoles  en  question,  les  quatres  suivantes,  qui  y  sontcon- 

lovwt,  ssToIr: 


i 
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Fin+2)_A      F(n— 2)       A' 
<p(n+2)'~Ä*    4^(11  — 2)""  Ä' 

F(n  +  2)  _  B'     F(n— 2)  _  Ä; 
g>(n  +  2)""J''    9)(n  — 2)  "■  J 

ou  il  est  facile  de  voir  ce  qae  d^ignent  A,  ß,  A'  et  B\  on 
d^dait 

F(«  +  2)y(n>-2)    ^       F(i»  +  2)  ^(n— 2)      ^* 

g>(ii  +  2)F(n— 2)^il''     9(n  +  2)9(n--n2)  ""  B' 
« 
ou  tous  Ies  termes  de«  fractions  sont  du  m^me  dögr^  2n'^ 

donc,   si  a  et  I?  sont  deuz  factearjs  incl^pendaiits  de  x^  on  de 

avoir 

FX«+2)9(n— 2)=«il,    fT(ii+2)/X«— 2)  =  |5Ä',      ' 

g>(ii  +  2)  «(n— 2)=ai<',    g>(ii  +  2)9)(fi— 2)  =  jJB, 

faisant  dans   celles*ei   ^  =  0,   ce   qal  donne  F(n  ±  2)  =  n  ;j 
g>(«±^)  =  l,  F(n)  =  w,  g)(ii)  =  l,  jr'(w)  =  ;r(«)  =  l,  tandisque 
trouve  il  =  n  +  2,  A'  =  n  —  2,  B=l,  ^  =  n«  — 4,  on  obti 
o=|3=  1^  de  Sorte  qu'en  Demant  pour  A  etc.  lears  valears  on  a 

(9) 
F(«-2)fXfH-2)=s9«(2)F^«)— (1— x«)(l— A«a:»)i«(2)9«(«), 

^n-?)  y(«+2)=i9»«(2)  *«(n)  -**«*(!  -«^(1  -4*«4)F«(2)j*«(ii) 
V(nT2)*X«±2)  =  »(2)«'(2)/Tn)9)(n)  ' 

±  (1  -  a:«)  (1  -  *»ar«)  fTp)  9(2)  »j(n)  «'( 

On  a  encore,  par  le  ihäortoe  pour  Taddition, 
et  aussi 

d'oü  l'on  dMoit»  de  la  mtoe  mani^re, 

(10) 
9(«T2)«(n±2) = <p(2)  «(2)  9»(») »(«)  T  A«^  (I  -a:«)  #X2)»r'(2)f(«)»' 

J5T(iiT2)  «(n±2) = 9)(2)  «»(2)  F(n)  »(n)  T  (1 — «*)  F[2)  «(2)  ^(n)  »'(« 
tandia  que  Ies  fonnnles 


ilt».fimeUmu  eUipUgius  tlt  ia  prtmiire  etp^ea. 
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-*V*)(i-*Vi*) 


V(i-jr,±s  >-y,v(l-yi«){l-*V«')T'^V(l-y.«)(l-*V«*)' 


donnent  encore: 


(II) 


9(iiT2)  «'(«±2) =^(2)  71^(2)  9(«)  »'(n)  Tar«(I  -  A*a:«)  f (2)  n(^)fXn)n(h), 
F(n:f2)7t'(n±2)-(p(2)n(2)  F(n)7r'(n)  f  (I  —  ifc«a:«)  «(2)  »'(2)9(ii)»(n). 

PaicequeSin.ainp,(— nti)=  — fiSin.ijnip.u,  on  aora  —7 r= ~, 

donc:    F( — n)  =  —  aF(n),   g>  (— n)  =:  acp  (n),    a  ^tant  un  facteur 
hid^pendant  de  or,  pour  lequel  00  troave,  faisaiit  ;r  =  0,  a  =  1, 


UDai 


*'("-«)  =  -^n),    9(-«)  =  g,(n), 
et  de  la  m^me  mani^re  Ton  obtiendra 

\ 

«(— n)  =  n(n) ,    jr'  (—  n)  =  jr(n) , 

par  consöqiient  les  coäfficients  ^4  de  JP  cbangeront  de  signe  eD 
m4ne  temps  que  le  multiplicateur  n,  mais  ceux  de  ^,  n  et^if  ne 
le  feront  pas.  Si  ii=l  on  a,  quelqne  seit  x,  y=^»  ce  qui  con- 
dura  a 

F{i:l)=±h    g>(±l)  =  l,    »(±1)  =  1.    «'(±1)  =  !; 

tyint  ^rd  k  ces  .remarques  la  premlire  des  ^quation«  (9)  don- 
n«i,  par  exemple^ 

F(3)  =  — g>«(2)  +  (1-0?«)  (1— ife«ar«)F«(2), 
=  —(l-A«ar*)«  +  4(l— «•)(!— Ä««»), 
=  3-4(1 +*»).T*  +  6A*ar*-**ar« 


A  r^ide .  dee  fomuiles  präcädente«!  00  peet,  facUement  d^ter- 

miner  les  fonctioDS  F,  tp  etc.  pour  les  valeurs  particuli^res  de 

l,  il=:0  et  *=1.    Si  ron  falt  A=0»  l'^quatioD  diff^rentielle  (3) 

dW  ndx 

**"*  V^1---«*)^^V(1— x«)'  **  donn«*  y  s'evanouissant  avec  ar, 

ATc[Sio  =y]  =:  n  Are  [Sin  =^J , 


y  =  Sin[fiArcSiD=ar],    V(l— ^)  =  Cos  [n  Are.  8111  =  a;]; 
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faiaaot  avssi  As=0  dan«  les  formes  gto^aieft  de  y,  V(l  — 
et  vO— A:V)»  OD  a 

doncy   n(x.O)  =  9^(^.0),   et 

F(a;.0) Sin[iiArc.SiD=ar]      gg^(ar.O)_  Co8[iiArc.Sin  =Jr],' 

la  deuxiöme  des  formulea  .(9)  doone,  si  Tod  y  fait  kr=zO, 

y(«  +  2)9)(«-.2)  =  9«(ii) 
d'bü  successivqDient 

9)(n)  v(n  -  4)  =  9i*(i» — 2) , 


g,(3)y(-l)    =9«(iy, 
dont  le  prodoit  donne 

ou 

X  I 

g)(n)  =  9(«— 2)  =  g>(ii  -4)  =  ....  =  ^(l)  =  1 ; 

ainsi  Ton  aura,  d'apr^s  des  formules  connues, 

fXx.O) (12) 

_„     "("'-D  ^. .  n(n«-l)(n«-9)       «(n«-l)(tt«-9Ki»*-25)   ^ 
_n-     2.3    *+      2.3.4.5     '^  2.3.4.Ji.6.t       "*^ 

»'(ar.Cf) 

1     "'-y  I  <"*-'> <"'-^V     (;«-l)(i.«-9)(n«-2S) 
-I       1.2*^+      1.2.3.4     ^  1.2.3.4.5.6         *^+ 

tandisque  l'on  a  ip(x.0)  =  7i(x. 0)^=1. 

8i  l'on  fäit  kssl,  l'^stlon  diflMrentielle  (3)  devient 

dy ndx 

i—yt  —  rr^' 

ei  donne 

(H-a:)''-(l-a?)»  J^_        2(1-a:«)i 

»-(l+«)"+(l-x)-'     ^^'      S^^-(l+ar)-+(l-a:)i 

dooc,  on  doit  avoir 


dmfmfmm  eiUpäguH  ä§.  ia  prtmMfe  eapece^  1S9 

F(itA)     (l+x)"  — (1— ^y      gf^(arj)_      2(1— or»)  «  . 
'>(;r.l)-(l+ar)«  +  (l-ar)"'     ^(j:.!) --(i  +  a:)»  +  (l-jf)"' 

t  inr  coM^uent  on  peut  poser 

^V»-fl= ^ 2^^ A(jt),    9(ar.l)s=: -rj JL(ji), 

ftliÜ^igne  UD  potynome  en  ^  et  n»   qae  Too  d^terimDera'  en 
Miit  aussi  A;  =  l  dans  Ia  preini^re  ^quatfob  (9),  de  qäi  donne 

F(n— 2)  F(ft  +  2)  =  (1 -«♦)« P«(n)  -  4(1 -:r^9«(«), 

apr^  Ia  substitation  des  valeurs  auppoa^es  de  Fet  9,  .^ 
lisant, 

X(«  -2)  X(n  +2)  =  (l  -  j:«)«X«(n), 
Ton  dMait  snoceifoiveiiieiit 

X(«— 4)  X(ii)=x  (1— jp«)*  X«(«— 2), 


X(-  1)  X(3)  rs  (l-ar»)*X«(1). 


n— 1 
rodoit  de  ces      ^      .^quaUens  doppe 

X(— l)X(aj  =  (l-ar«)«(»-*)X(n^2)X(l), 

I 

Tod  trouve 

X(l)=l,    X(-l)=(l-««). 
,  ron  aara  snccessivement 

x(fi)  =*  a-««)*-»x(i.-2). 

X(»_«)  =(l-a«)*«-»-X(n-4), 


X(3)  =  (l-Ä«)»X(l) 

X(»)  =  (l-a:«)    »    , 
»rte  qoe  l'on  a 


^,.1)=.  (H:^!^(Lr^(i_..;-^, . . :  (13) 


«(a-l)  a*-l 


l)  =  Öj!:^l+Jl=^(l_,.)-r-.     ;r'(x.l)  =  (l-;c«)"^ 


/ 
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et 


On  peat  au8si  obt^nir  ies  valeurs, gÖDÖrales  de  F,ip,  ^  eis' 
poar  les  varears  particali^reis  de  :r,  x=i,  ^=t  ®t  ar  =  ^  ■  ^ « 

La  prehii^re  des  ^quations  (6)  donne, .  si  Tod  y  cbaoge  k  m 
Ati,  if  d^signant  ce  qae  devient  alors  A, 

d'oü  aussi,  cbangeant  x  eu  kw  et  k  en  t,  A"'  d^signaot  ce  qie 
devient  alors  A\ 

+  ....\A^^^a^^ 
doDO»  on  aura 

mais  la  valeur  tronv^e  ponr  A^  donne 

11—1  «—1  «<— 1 


^^'=(-1)  «  A«!-  =  (-  1)^(1-^   *    , 

on  obtiendra'  ainsi  les  premi^res  formales  des  denx  premürai 
colonnes  (14)  ci-dessousy  dont  les  antres  se  d^duisent  d'une  tut- 
ni^re  analogne  des  ^uations  (6)  et  des  relatioos  trouvöes  dam 
ce  qni  präc^de« 

On  peut  aussi  d^duire  ces  r^snltats  des  öquations  (9)  etc^ 

coBime  il  suit  ici  ponr  les  valeurs  particall^res  x  ==  ^%k^  Alm 
on  a  9)(2)s=0,  de  sorte  que  la  premi^re  (9)  dävient 

'  4(l=Fit)* 

F(n-2) F(w+2)=^^Y/    *P*(«) ' 

maifl  la  relarion  g^n^rale  entre  F  «t  9  donne  dans  ce  cas  parti 
calier  9y*(n)=:F*(n),   donc,  posant 

2(1T*)       „ 


dn^flmciiom  eiiipiitMs  ä$  la  premiere  eipece.  141 

OD  adra 

F(« — 2)  F(n  +  2)  =  a«  F^(n) ,         ; 

doü  Tod  dädait,   diminuant  n  successiTeroent  de  denx  unit^s,  et 

n  -1-1 

moKipliant  les   —^z —  äquatioDs  ainsi  obtennes, 

F(—  1)  /T[ri  +  2)  =  <a«+i  F(n)  F(l)  '. 

F(n+2)=— a«+iF(ii), 
F(n)       =— ««- ift»— .2), 


F(3)   ;     =  — a«F[l)  =  -a« 

\ 


et,  mnltipllant  les  — ^   derni^res  i^quations. 


n-l    ««— 1 


F(ii)=»(-1)  »  «  *  , 

et  qui  donne  leg  deux  preinidres  formules  de  la  troisi^me   co- 
loDoe  (14). 

Faisant  dans  la  premiere  (11)  jr  =  V  -j^,   eile  donne 

9)(n— 2)  n'(n  +  2)  =  —  g>(«  +  2)  *«'s(n  - 2), 

oQ,  toiDaanttt  de  denx  unit^s,  et  sabstituant  alors  pour  fp(n)  et 
9(11— 4)  lenrs  valeurs,  doikn^^  par  les  formbles  ci-dessos, 

7t' (n)  =  -  «««-*  «'(n — 4) , 

oä  il  y  a  deax  cas  ä  observer;    P  ei  n  est  de  la  forme  4m -fl« 

on  obtienty   diminuant  n  successivement  de  qnatre  unit^s,  — j- 
^qnalioDS,  dont.  la  derniere  est 

jr'(5)  =  —  ««'(1)  =  -  a», 

le  piodoit  de  ces  i^jaatioos  denne  , 

»'(!•)  =  (~1)    4    «    4     . 

•  t 

2*  si  n  est  de  la  forme  4m -f  3,  od  en  obtient^  de  la  mtoe  ma« 

«  +  1 

Bire,   — j—   ^nattoDS»  dont  la  derniere  est 

Tktu  xxxyh  10 
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«'(3)  =  — o««'(l)=— «•. 

t 

leur  produit  donne  alors 

«4-1     n»--l 

«'(n)  =  (-l)*   «  *    ; 
tandisque  Tod  a,  pour  cette  valeur  particuli^re  de  or,  »(n)  =  5i' 
Par  ce  qui  pr^c^e  on  obtient  les  Tormules  suivantes: 

(U) 
«-1  «»-i         /l     V  !!=!         I   !- 


«*-l  ^1       V  "-^ 


«(l.A)=  (1-^«)"*    ,     ^(J.a)  =  (-1)  *  «(1-jfi) 


»=^ 


"-*--2(lT*)~»  * 


<-^->'-^^\m¥\  • 


n»-l 


''(^•*)=R^]  ' 


-'-'  •¥! 


f     .      suivant  que.n  est  de  la  forme  4iiidbl)* 


La  premiÄre  des  ^quations  (6)  donne  entre  les  cofifBcti 
A^  dont  on  eonnait  d^jä  Üei  forme»  nne  relation,  au  moyeM  d 
quelle  on  peut  d^terminer  enti^rement  quelques -uns  de  ces  co 
cients»  miüs  eile  ne  sufBt  pas  pour  les  d^terminer  tons.  Ret 
quant  premi^rement  que»  pour  ^=0,  le  coi»fficient  Atm  se  t6 

k  Aq  seul,  la  valeur  de  F(a.O)  (12)  fait  voir  qüe  Ton  aoni  g 
imlement 
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«-_.    ...- «(n«-T:  1) (n«-9)..^(n«-C2iii-l)«)    . 
^-y-^^^  2.3.4.5....2fir(2»i-hl)  * 

*■  n  +  l 

et/^QtsO,  lorsque  fi=:2m  —  1  oa  m=    ;>    ;    ainsi   ä  partir  de 

'  .  iß         »  . 

11  Sin 

I,  ton«  les  Premiers  coöfficients   ^^  s'i^vanouissent,    et  comme 

*  00  a,  par  A^^^-^t^  A^-^=i  Aq  (1  -f  iS:*)^*''''*»  tand^  qoe  ip^2 
=ii'— 3  est  toujours  plof  grand  que  n  -f  1  qaaod  n  =?  ou  >  3» 
il  s'en  suit  que  Ton  aura  pour  toutes  Jes^valears  (impaires)  de  n 

A^p.^  =3  0  et  aossi  Z^  =  0. 

En  vertu  de  la  inremiöre  (6)  le  pol3rnome 


«0  A'  d^igne  encore  ce  que  devient  A  lorsqn'on  y  change  k  en  ki, 
Mt  itre  identiquement  ^gal  ä 

+  ,....(-- l)~i44iH-4mar^-*^(l— Ä?«)'»+ ....  + il4|,j:*P, 

r 

c«  qoi  donoe,  en  ^galisant  les  co^fficients  de  x'^^  et  ceux  de  x^~^ 
^  les  deox  polynomes»  et  notant  les  cp^fficietits  da  dävelop- 
peaieot  du  binome  comme  il  a  M6  indiquö  priSc^demment, 

CH+Cil)*+--+CXO^+- 

t  * 

^p-m+l^  4b.-2  +  J^  =(- 1)- JW 


•••• 


....  +  f      «  '  )  -^4|»-a«-«  +  A4p~9m  =  ( —  1)  A'Ap^^m, 

käi  \m  seconde  se  d^doit  de  la  premiere  en  ecri?ant  d^s  eelle- 
dSjp— m  k  la  place  de  m,  et  reniarquant  que  Tod  a 

Sl  dms  (15)  OD  fait  m=:0,  eile  donne  A^:=iA^y  ce  qui  lais- 
jOialt  A  iod^termiD^y   mais'  Tod  aaU  d'ailleurs  que  Ton  a  4o=n. 

Faisant  ms:!»  od  h 

10» 
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mais 


dODC 


l  j  )^o  +  ^« — — ^»'» 


il,=  io(i  +  A*)et  2p=5~J 


'^5-?.«  +  i(l  +  A«)=:-io(2-A«), 


ce  qui  se  r^dait  ä 


et  ce  qui  donnera  pour  A^  la  valeur  ci- apres  (17),  qui  8*aci 

avec  Celle  donniSe  par  Afy, 
Faisant  m=2,  on  a 


mais 


d'ou 


donc 


v2y^^'^V     1     y^*''"  '^* —  ^*' 


44  =  ioa+**)  +  iÄ», 


.lV  =  i(2-2ib«  +  iH)  +  i(l-it«). 


?^^^-^4,+  ?£p^^,==(Jo  +  ^»)(l--2it«); 


le  premier  membre  de  celle-ci  doit  avoirle  facteur  1  — 
apr^a  qu'on  y  aura  port^  les  valeura  de  Aq,  A^  ei  p,  ce  qv 
effet  doone 

2.3.4  —^0  +  -^. 

qui  serait  lusuffisante  pour  d^termioer   les    deux    incoonnef 

Im 

Aq  DO  doeoaif  pas 

ii(««-l)(ii*-9)       j 
2.3.4.6        "--^' 

de  Sorte  qae  Tod  troure 

et  la  Taleor  de  A^  (17)  s'eo  suit. 


(^ 


im  flmcMm  eiHpäquit  de  ia  premiire  esp^ee. 
Faisant  fli=3,  od  a 
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mau 


et 


in 


^•  =  ion  +  *«)  +  4(l+'A«)A« 


i<5'  =  io(2-3ii*  +  3A*-*«)  +  i(2-3A«  +  Ä*), 


-Me'+^6)=-(l-**  +  ^'*)(3i+2i>. 


C0  qui  fait  voii  que  le  premier  membre  de  T^quation  pr^cedente 
M    ioit  auaai  avoir  le  facteur  I — Jlfl-\-k*;  en  effet  od  obtieot  aiDsi  la 
feole  eqaation 

•     3J    .2j=_ü<5!-*)('»'-Ö)(«"-») 


2.3.4.5.2 


im 


qui  ne  soffirait  ptfs  pour  d^termiuer  les  deox  iocoonaes,  si  Aq  ne 
doonait 

*  »•_»»»(««-  l>(it«-9)(n«-2S) 

rf/io-— i  2.3.4.5.6.7        ~' 

de  «orte  qoe  Ton  troove 

•__     n(>i»--l)(n«-9) 
"•»^ 2.3.4.5.6.7     '*^**  ~^^' 

I 
I 

et  b  Taleor  de  J^  (17)  s'od  suit. 
Fwant  iit=:4,  od  a 


o  8  8 

J/—  ^a  =».i*o(1^4ÄH6**-4ifc») + /l2C2-5AH3ifc*-2ifc«)+ ^4(1  -2*«) 

=[io(l-2A«  +  2**)  +  i(2-ifc»  +  Ä:*)  +  J4](l-2ife«); 
aiisi    le  pTemier  membre  de  requation  präc^deDte  sera  divisible 

■      .  .  8 

ptr  1— 2Jr,    et  ensaite  od  aara,    poor  d^termiDer  les  A,  troia 

8  8  8  * 

^oationn^  doDt  lea  pr^iniers  membres  seroDt  Ao+2A2'i^  A^=i ..», 
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8  8  8  8 

-^^Aq  —  i42='....   et  2ilo  + '^  =  ••••9    qui,  «comme  Ton 
n'äquivaleront  qu'ä  denx  distincteSy  que  Ton  obtieadm  aotsi, 
^galisant  les  coßfficients  de  k^  et  t^  dans  les  deox  membrei 
la  präcädente  ^quation,  ce  qui  donne 

1, + .i. + i. = et)  A + CT')  4.+(^r')i+c."^; 

la  seconde  devient»  apr^s  la^  n^ductlon » 

Oilo  +  3^«=      '    '    20,3.5.7 ^ <«*-7), 

tm 

et  ^Iq  donnaot 

.     ^8  _  >t(na—  J)(iig— 9)(ii^— 25)(n«--49) 
^"•«^  2«.3».5.7  ' 

on  trouve  % 

la  premi^re  derient»  apr^s  la  Substitution, 

Jo  +  2^  +  i*  =  "^"yTffl.g'r^  (3««-  172i.«  +  465) ; 
Ton  trouVera 

X  ^  iJ.=-'--'>{';;-«'<'--'^(..„.-3»,. 

d'oviy   par  la  subtraction, 

^4  =  -^  J^^  (n«  +  85«*-671ii«  +  945) 

et  la  valeur  totale  de  A^  (17)  s'en  suit. 
Faisant  m=:5»   on  a 

a)A+c7')^+r3-')'^+(*r')'^+(v 

et 

-  (J'io  +  ^lo)  =  4o(3— SÄ»  +  lOife*— 10ife«+fi*^ 

10  10      . 


1 
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10 

aiiMi  Tod  aarait  eotre  les  trois  A  cinq  eqnatioDS»  dont  les  pre- 
ouers  atubres  seraient: 

54, +  2^4+2^4  = 

5/10  +  4^  +  6^4=: 

IÜ4>  +  6  J«  +  644  = 

10  Ao  +  4^  = 
Mo  +  2A^  = 

Hf  ü  est  facile  de  voir  qu'elles  o'^quiTaleroDt  qn*ä  deux  distinc- 

k$,  ear  r^liminatioD  de  A^  eiitre  deax  des  trois  preini^res  don- 

wn  OD  resultat  ideotiqu«  ä  Fune  des'  deux  derni^rea»  qui  seront 

-  täes  iD^mea  identiquenient  les  minies.    Elles  ne  sulfiraient  donc 

2m  10 

fis  pour  d^terniiner  les  trois  inconnoes«   roais  Aq  donnant  Aq, 

iO  iO 

SB  tn  dödaira  successivemeiit  A^  et  A^.  A  cet  effet  Tod  a,  ^ga- 
fiiaot  Jes  codflficients  de  k^  et  eeux  de  t^,  .dans  les  deux  mein- 
Ins  de  te  präcMente  tfqaatioo ; 

loDt  la  premiere  devient 

«!?    .  o!2  -     «(«»-!) ...>(n«~49)   ii«-9 
ö/f  0  +  ^"«2 — 2r3*X7  ""2~ ' 


tandis  que  Aq  donne 

^«>_     ^»(n«— l)..,.(n«— 49)(w«— 81) 
ö4o-— 5  2«.3*.5«.7.11  ' 

ioBG 

^2—  2«. 34.5«. 7. 11       ^^^  ""^^^ 

I  deojnöme  devient 

104o  +  g^-t'S^4=    ^    y.y  5     ^^n<>  +  7ii^-179n^+(ff5), 

I  l'oD  tronve 

.^*?    .«*?_     n(ii«-l)(n>--9)....(>i»-49)  - 

10 Jo  +  6il.= 2^3*.6.7.11 (^«•-27). 
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donc 

y      n  (w«—  1)  (n*— 9)  (494ng  +.680n^— 27514n>-f  47«0)   ' 

et  la  valeur  totale  de  A^^  (17)  s'en  sult. 
Faisaiit  m=6,  on  a 


+  {      1      )  -^lo! —  ^\%  ~  ^\% » 


et  Tob  troove 

ainsi  lo  premier  membre  de   T^quation  pr^c^deote  sera  divUlble 

par  \\ — 2k*)  (2 — k^  +  k*),  et  ensuite  Ton  naura  que  deox  ^qaa- 

10 
tions  entre  les  quatres  'iftconBoes  A,   poar  les  quelles  on  peat 

aussi  prendre  Celles  que  Ton  obtient  en  ^galisant  les  co^fBcients 

de  k^^  et  ^  dans  les  deox  membres  de  T^quatioD  pr^ci^dente,  ce 

qui  donnera 

12  12  /2»  — {f\» 

12  12  12  12  /2l»— 3\    «        /2»— 4\   8       /2m— 5\  10 

2m       12  12 

et  coniiaiäsant,  par  Aq,  Aq  on  pourra  encore  en  d^daire  A^  mais 

A^  et  A^  restent  ind^termin^s.  Par  (13)  od  connait  encore  la 
valeur  de  A12  lorsque  A:  =  l,  ce  qui  donne  une  i^quation  dont  le 
premier  membre  est 

12         12         12       12 
2^1  Q  -f"  2if2  "I*  2A^  "4*  iff  =  .... 

12  12 

mais  Ton  voit  qu*apr^s  r^limination  de  ^  et  ^1«  eile  deviendra  la 
roeme  que  la  seeonde  des  deux  pr^^dentes,  dont  la  premi^re»  on 

RA  J,'1A  _"•-"    it(«'-l)....(n«-8l) 
conduira  ä 


'i 
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«  _  «(♦t«-l).....(ii»-8l)  - 


I    ■ 


( 


Aiasi  la  1«  forniole  (6)  n6  fail  ci^nnäitre  \eB  coefüchnts  A  qne 

jtuqa'a  Aiq  inclasivement,  roais  eile  a  donnä  la  lol  de  A^.    Seit, 
poar  BD  di^moDtrer  la  giSn^ralite» 

reqnation  (IS)  ^rite  dang  ud  ordre  inverse;   pojir  A^^n  on  peot 

%m  ^     9m  Sm  2m  Sm 

OQ 

Sm  9m  fim 

i^Sm— 2/1  =  ^2m-(2m~2/u)  ^  A^ ;       .      .      .      .      (e) 

par  coDs^qnent  Ton  aura 

2m  '2m 

(- 1)  ii',«  =  ^(*»- !)•»  -  ^a»^  (il«  - 1)— » 

+  • . . .  (^  l)/*  il2m-2^ (A« -  1)«-/'. . . .  -  ila(^*— 1)  + -^0 . 

» 

d^ra  Ton   trouvera  facileroent,   df^signant  par  G  et  H  le  premier 
et  le  second  nienibre  de  T^.quatioii  pr^c^dente  : 


. . . .  f  [1  —  (—  1)^]  Aim-iM^  A««-V, 


»=JIC'^T^')^-^''C'1*'P^ 


2W-2/» 


*^^  •  ••  • 


....+[W.]-:£^;]^_^, 


egalisant  lea  Goöffieieiits  de  ll^^^t^  dans  le«  d^ax  polyaomes  G 
•t  ^,  donnant  ä  ^  succe^v^nieut  les  valeura  1,  2,  3,  ....  m,  et 
ayaot  ^ard  k  T^galM  (e)^  oi^  obtiebdra  m  ^quations  entre  les  m 

2m 

iocofinoes   ^  de  A^my  mais  qui  ne  seront  pas  toutes  lodiSpendaD- 
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tes  eotre-elles,  comme  od  Ta  m  pour  iit=&&  Ainsi  G  donne  poar 
le  co^fBcient  de  A*  dans  le  däveloppement  de  A'i^  —  J|s>  ^ 
ni=26  et  fA=5, 

oa,  aj^ant  ^gard  k  Fägalitö  (e)» 

12  12  12  12  12  12 


ce  qai  se  r^duit  ä 


12  12  12  12 


FaiafiDt  mainteDant  fi  =  1  dans  G  et  ^y  Ton  aura   . 

-[(T)X.+a+i)X^]=C''T+*)^ 


-«, 


ou 


mais  '/In  donne 


0 

^0  — (-*;  2.3....(2m— 2)(2m— 1) 


9 


i 


de  Sorte  que,   par  la '  Substitution   des  valeurs  de  Ao  et  A^^   h  \ 
derniöre  ^uation  donoe 


—  2i<3  = 

1 


H(ii«-l)....(n«-(2ni-3)«)  {n>^2m-H  ,    y»~Clm>-l)«.         T 

1.2.3....(2iii— 2)(2iii— 1)(        2        ^    '^       "^   2(2m+l)   ^7"*^  f* 

ce  qui  se  r^duit  k 

5»_             n  (n»  - 1) ....  (n»— (2m—  3)?)  m[mn»-:-Qm— I)] 
/!,—  (- ir     2.3....(2jii-2)(2m— 1) 2m(2m  +  l>       * 

«468 

et  ce  qui  s'accorde  avec  les  valeurs  trouvi^es  pour  A^,  A%;  A^,  4» 

10  ^ 

el  Af^B  taudis  que  Ton  peut  aussi  ^crire 


5»_     mn»— (2m— 1)*^ 

^' ä(2m-hl)        "^^^  j 

.^ ...     ••    1 

i 


i 
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Li  qantritee  das  formales  (6)  pent  dtre  traitöe  de  le  mdme 
■anike;  eette  formale  donoera,  B"  iMgnhnt  ce  qae  devienoeot 
let  coifficients  B  Ae  nf  lorsqu'on  y  cbange  A  en  A| , 


et  das  G  et  H  il  faudra  «eülement  remplacer  le»  cofifficients  A 
df  i^  par  les  co^fficients  B  de  B^^,  tandis  que  T^galit^  (e) 
Bi  pu  lieu  ici.  Reroarquant  que  n(x.O)  =  1  =  Bq,  on  voit,  fai- 
iaiiti=0  daDs  la  forme  generale  de  B^m,  qoe  i*oii  aara  gön<^* 
raleneDt 

%m  0 

B^=sO,  exeeptä  BqZ^I, 
dt  plos,    i^(j;.0)  fait  voir  que  Ton  ai^a 


/ 


(ii«—l)(ii*— 9). ...(»«— (2m-  1)«) 


**■— ^""'^^  1.2.3.4  ...(2iii—l)2m 

et  par  cons^aent 

^*-*-^""'^  1.2.S.4....C2iii^3)(2m-2)~* 

eneoite  G  et  JH  donoeut 

d'oa  Tod  trouvera 

S        _/     iv««*(«*— J)  ••••(»•- (2»i- 3)«)      m  — I 

-Ol 


ig__^2/>-m  +  l»«r' 


/ 


^^"^  *^      1 . 2 .... CiJn —3) (2m^2y"  '2(2111 -1)' 

Ahwi  Ton  coiinaitra  les  toäf&cienie  B^  et  B^  ci-apr^s  (18).  Si 
tlaos  G  et  H  on  falt  m=:3p  et  saccessivement  fA=l»  3,  3»  on 
•bHefldr»,  pour  däterminer  les  co^fficients  iS  de  B^,  les  trols 
eqaations 

6  6 

6  » 

-(ii+Ä+4+i.)=C"r')i«.+CV)««+(?')«. 

fn,    cenime  Too  Toit  n'dqaivalent  qu*k  deox  distinctes^    mala  les 

0  6  6 

B^  tftanl  sduft«  eaeeptd  £^=1,  et  cennaissant  £«  et  ^4  par  les 
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Mm  «m     '  $ 

formales  B^  ex  ^y»-«  ^"  aara»    pour  dätermioer  Sf  '^ 
ni^re»  -oü  "v 

Ä,  +  Ä«  +  », 1.2.3.8»  • 


d'ou  1*00  trouvera 


«   ^.  ^  n«(n«~l)(ti«-4) 
"*—         2.3«;5 


et  B^  (18)  s'en  snit. 

Faisant  dans  6  et  £f  m=:4  et  successtvement  fi=i,2, 
on  obtieodra,  pour  d^terminer  les  B  de  B^,  les  quatres  öqu: 

86  86  8  8  88 

4^  +  21?«  =  ....,  6i?8  +  3Ä«  =  ....,  4B8  +  3Ä«+2Ä4+2Äit 

8         '8  8  8         /2p\  0 

^8~l~^6'f-'fi4-h^==f  r  )Bo9   Qui  ne  donneront   entre  les 

8  8  '  8  8 

iDconnues  B4  et  B^,  que  la  seale  ^quation  B^  +  ij^  ==•••• 
coDS^qaent  on  ne  pourra  plus  par  cette  m^thode  determiof 
ni  BiQ,   Bi^,  etc.;    B^  et  ^iq  (1^)    ^^^   ^tä   d^termin^ 
autre  maui^re. 

Si  dans  G  et  H  on  fait  (i  =  m^  on  obtient 

Ä,m  +  Ä^-a  + ....  +  ß«  -  (- 1)"(^  J;  j  ' 
ce  qui  s'accorde  avec  la  valear  tronr^e  poar  7^(x.\).  . 


Les  co()fBcients  Bfib^  qae  Ton  a  d^terminäs  tcl^  en  fönt 
naitre  autant  d^  q>(x:k)s  on  des  derniers  co4$fficients  ^^411-^ 
F(a:,k),   an  moyen  de  la  formale  (8),   qui  donne»    faisant  x 


Za'=-[^Äo'  +  Äa'Ä«^, 


B'  ätant  ce  que  d^vient  B  lorsqu'on  y  chaoge  k  en  t,    od 

II«— 1 
Bo'^-ßo  — If     ^2'  =  — — 2 — ^"■*» 

ce  qui  donne  Z^'  =0,  et  par  cons^quent  aussi  Z=0  et  A^^^ 
comrae  od  Ta  d^ja  trouv^  präc^derament ;  faisant  dans  (8)  so 
•kement  ms=2  et  ms 3  od  trouvera  les  valears  de  ZJ% 


M'ßlHtiimi  eiHpi^es  de  im  premiire  etpiee. '  ISA 

doit  sa  diMoiaeot»  par  le  changemeot  de  ki  en  ft»  les  iralenr«  de 
21«  et  1^  ci*-apr^  QB), 


Les  ^qaations  (6)  ne  saflfiaant  pas  poar  dätenniner  tonte  I» 
suite  des  coöfßcients  A^m*  on  a  essay^  ane  autre  ro^thode^  fai- 
Mot  einp4oi  des  formules  (9),  dont  aeulement  la  premidre  et  la 
troisi^me,  si  dans  celle-ci  Ton  prend  hd  des  deax  signea,  doo- 
neroDt  des  relations  diff^rentes  entre  les  codfficient^  Astm  de 
F(x.k).    Car,    la  deuxi^me  se   d^dalt   de  la  prenii^re  en  cbao- 

l^ant  dans  celle-ci  x  en  r-,  et  ensuite  multlpliant  les  deuz  mem- 
brcs  par  ä:«'+8.t*("'+>),  ayant  ^gard  k  la  relation 


q>{x.k)^FQ^.k^k^üt^P\ 


taodis  qee  les  deaz  qai  sont  contenues  dans  la  troisi^me  se  di^dai- 
•CQt  l'one  de  J'aatre  par  le  changement  de  n  en  —  n,  ce  gat 
A»ngc  F(+ii)  en  —F{n)  et  A^^n  en  —A^fm^ 

Remarquons  anparavant  qne  requation  diffärentielle  (3)  donne 

dy_    V(1-*V)(1— y^)        n{n)  n\n) 
iir"^."v(l-Ä*a:«)(l-i«)"^"     q>\n)     ' 

donc,  diff^rentiant  par  rapport  ^  j?  la  valenr  g^närale  de  yn  (1). 
et  posant 

.  F(a)  9(jr)  +  ar[9(ap)F(ar) — F(ar) (p^a:)]  =  F, 

0^  P  et«9>'   sont  les  d^rivöes  par   rapport  k  x  de  F  et  9,    on 
aan  dans  les  äquations  (0) 

y 

«(n)«'(n)=:  — , 

de  Sorte  que  si  Ton  y  substitne  aussi  k  F(2)  et  9(2)  lenrs  valenrs, 
elles  deviendroot  ^ 

ft»-2)fXn+2)=:(l-Ä«a:*)2F»(n)~4(l-ar«)(l  -Ä«^«)g>«(n),  (a)' 


g»(j»— 2)  F(«  +  2)  =  (1  —  2jr»  +  *«x*)  (1  — 2Ä«ar«  +  4«^)  F(n)  q>(n)  . 

+  2(1— a^(l—A*j»«)  (!—*««*)  ^.     ...      (aO 

Piv  rapport  ,ä  9  les '  fonetlons  F(R-|-'i)  et  F(r— 2)  .sont   des 

(ii-a)V-l=4r,  doü  4944r=2(nH3)=!H^^8> 
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qoi  0era  It  i4grii  de  lear  prodoit,  et  il  en  est  de  mtaa  ponr 
9(it-f  2)  et  9(n— 2);  si  a^  et  Of^,  t^  et  t»m  ddeigneot  ce  qum 
devienoent  Af,m  et  Z^n  lorsqu'on  y  augmente  et  dfaninoe  n  de 
deaz  uDitäs,  od  a 

F(n  +  2)  =  Oo + fl«ar«+ ....  +  fl4^a:*» 

et 

=(-1)  •   [a6Ä«'«*'+«,**^*«*-«+.~.+<V*-»]. 

ce  qni  donoera,  ponr  le  coSfBcient  de  x'*^,  et  celoi  )de  a.'^IB  •■ 
as  ai*H-<'^*"',  dana  le  preroier  luembre  de  (a), 

[£oH^  +  &»«i—a +  ....  + fc-^1  **^*^**; 

et  poar  ces  cofiflficieDte  dane  le  premier  membre  de  (a'), 

io^m  +  {s^^sm  — 3  +  ••••  + ttniflo» 

I 

[aoXsM  +  atXym.2  +  —  •+ at««o]***+*^*"; 

poaant 

F^(n)  =  Fo  +  F^  +  ....  +  Fapj:^, 

g)*(n)  =  g)o  +  9)ja:*  +  ....  +  tp^p  x^, 

le  co4$fficieDt  de  o;^*"»  et  celuTde  d:^H-^^*y  dans  le  second  mem* 
bre  de  (a)  sera 

et 

maia  U  relatioo  ^{x.k)  =  {:-'l)^  Fyj-.k\k^sA  dooM 


'ßmetkms  elUpttqueB  de  la  premlere  espiee.  1&5 

de  Sorte  que  le  dernier  co^flficient  devient 

poiant 

fXn)9(n)  =  Po+ 'V*?*+--  +  ftp«*' 

on  aim 


ft  le  coSfficient  de  o:**",  ou  celai  de  Ä*P+4-««jr®F+®~'«"",  dana 
le  second  membre  de  (aO  sera  ie  second  membre  de  la  troisi^me 
eqnation  (b)  ci-dessous,  si  poar  le  premier  on  y  prend  le  aigncf 
\  et  pour  le  secqpd  le  signe  — • 

Egalieant  les  cofiflficlents  des  m^mes  paissances  de  x  dao8 
les  deaz  membres  dea  äqaatioDS  (a)  et  (a^»  reniarquant  qne 
i9+ftr— 2jii  =  4/i  +  4— 2m,  od  obtiendra 

fb^ü.  +  &«*■-«  +  •••.  +  {•»'o 
A6%iB~('^^«i-s  +  ••••  +«i«>^  = 

^9  des  Taleiira  g^n^rales  de  F  et  9  00  troavera  facilemeDt,  ayant 
^gard  k  ce  qu'oo  a  pos^, 

r^  ==  (2m  + 1)  i^  Zo + (3« — 3)  i^a»-*  2^ + •  • -f  (- 9i» -M)  ilo  2Li.> 
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tandisque«  Zq  ^tant  nul,  tant  que  m<p,  on  a 

21* 

dans  ces  expremona  A  et  Z  sont  des  fonotiona^  de  n  aenl,  et  il 
faut  y  prendre  pour  Ie  dernier  terme  Ie  sup^ieur  od  rinfärienr 
auivaiit  que  m  est  pair  oü  impair,  encore  il  est  a  remarqaer  que 
'^tßf  Qt.u-*-*  sont  nuls  lorsque  Tindice  2fi  est  D^gatif  ou  >8p. 

Par  nnspection  des  ^quations  (b)  Ton  voit  que,  si  lea  m  pre- 
miers  co^fßcients  Jq,  ^ay..»  ilyn-^  et  Zqi  Z^,  ....y  Z^m-s  sont 
conuus,  roD  pourra  d^terminer  Ie  m-^^\*  co<^flicient  Z^m  ^  laide 
de  la  deuxieme  (b).  Car  dans  celle-ci  tous  les  termes  sont  alors 
des  fonctions  connues  de  n,  except^s  £bstm>  ttm^  ®^  2Z^Zf^,  qai 
au  second  membre  est  contenu  dans  Q^«.  Transposant  ce  terne 
au  premler  membre  et  tous  ceux  qui  sont  connus  au  second^  ce 
dernier  scra  une  fonction  connue  de  n;  designaot  cette  fonction 
par  XsmCr)»  on  aura 

{i>  zj»  —  aZo  Zj«,  +  fep^to  =  X^(ii) , 

ou»  parce  que  {;i=Zo  =  ro=Iy  et  mettant  en  ^vidence  que  {^ 
Zfin»  ^m  sont  trois  valenrs  consecutives  d'une  möroe  fonction  de 
M,    les  designant  k  cet  effet  par  Z^^{n — 2),  Z^ßm{n)  et  Zyn(ii-h2), 

Z,«(ii  +  2)  — 2Zj«(»)  +  Z,«(»-2)  =  X««(ii).  .  .    (c) 

qui  est  une  equation  aox  differences  finies,  da  preraier  degre  et 
du  second  ordre  a  coeOicients  constants»  la  difference  de  la  va- 
riable etant  2.  8on  integrale  generale»  qui  doit  contenir  deux 
constantes  arbitraires,  est 

Z,«(ii-2)  =  -Z:«X,«(ii), (d) 

comme  il  est  facile  a  verifier,  car  il  s*en  suit  successlrement 

Z,«(«)  =  2:«X,«(ii  +2)  =  Z«[X^(»)+  /fX^(»)] 

=  2:«X4.(ii)+2^«{it). 

Z^i«  +2)  =  2:«X^(«  +  2)  +  2:X^(«  +2) 

et  ces  valeurs  satisfont  identiqnement  a  l'equation  (c);  les  denx 
constantes  arbitr;iires  seront  determinees  par  la  conditio^  qa'i 
partir  de  w^l  Za.lii-2)sO.  pour  a=l  et  bs^ 


mt\ 
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Connaissant  ainsi  Zv^  ^t  par  conaäquent  ausei  £^  et  x^m,  la 
premi^re  dee  ^qoations  (b)  ne  ccrbtiendra  d'autree  terroes  Idcod- 
Dos  qae  o6«ip»>  «smOo  ®^  ^AqA^,  qui,  au  second  membrey  est 
cooteoo  daoa  Fsm;  transposant  ce  terme  aa  premier  membre  et 
toDS  ceox  qai  sont  connus  aa  siecond,  od  aura  une  equatlon  de 
la  forme 

00,  Kobstitaant  k  a^,  Aq  ei  üq  leurs  valears  n^— 2»  n  et  n-|-2)  et 
atttant  eo  evidence  qae  a^  A  et  a  aont  trois  valeara  coDB^uti- 
Tes'  d'ane  ro^me  fooctioo  den, 

(n— 2)il(n +2)  -  2itil(n)  +  (n+2)^(n— 2)  =  X'(n); 

cotte  ^quation  aux  diffärencea  finies,  dont  les  codfficients  sont 
varia^lesy  dpnnerait  par  son  integrale  J(n),  c'est-^-dire  ilyn,  mais 
oa  peat  auaai,  et  par  an  caicul  plus  simple,  d^terminer  cette 
foactioD  au  moyen  des  deuz  derni^re^  (b),  qui  se  d^duisent  Tuoe 
it  Taatre  par  le  changement  de  it  en  —  n.  La  troiaidme  ne  cop- 
tieot  d'aatres  termes  inconnus  que  {o^vn  ^^  A^mZ^^  qui  aa  second 
est  conteou  dans  /\m  et  V^m\  transposant  ce  terme  au  premier 
mcrabre  et  tous  ceux  qui  sont  connus  au  second ,  ce  deniier  sera 
mie  foDction  connue  de  n ;  d^signant  cette  fonction  par  T%m{n)^ 
oa  aura 

« 

00,  mbstitnant  poor  f^  et  Xq  lenrs  valears,  et  r^duisant, 

J».  («  +  2)  -  "  +  ^^'»-*-')  j^n)  =  r^(n) ; 

^^  phn,  on  yoit  facilement  que  Y^^n  sera  de  la  mdme  forme  qae 
^  et  ZyM>   c'est-li-dire  que  sa  forme  g^n^rale  sera 

Uii)=V^(l+A«*)+..>^(l+Ä*'--^)A^+...+  j  ^2 

^  tofte  que  de  T^quation  präcädente  il  suit  aussi 

il^(n  +  2) ^ Jj^(n)  =  Y^{^. 

Silins  cette  ^quation  Ton  ^crit  — nk  la  place  de  n,  et  si  Ton 
y  diaioae  n  de  deaz  unit^s,   Ton  obtient 

Sa  11— 2f2lll4-l)  2"*  *"» 

T»«U  XXXVI.  11 
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qai  donnent 

>(e)  • 

SI^W = -  g;;;^^q:jj  I  (n  +  4m)  1^^ 


FaUwDt  dans  ia  denzi^me  (b)  m=I»    on  troove  Xt(ii): 
dooc  (d)  donnera  Z^(ii)sseoii8taiit,  et  comne  Z9(l)=0,   il 
8oit  fte^ralement  2^(11):=  0;    enaaite  on  troavera,   par  Ia 
siöme  (b)y 

F,(ii)  =  --2(n  +  l)(l+*^, 
ce  qai  donnwa  (e)  ia  valeur  A^  ci*apr^  (17). 
Faiaaot  fii=:2»  od  troure 

X4(n)=-.2*«(2nHl), 

q«  par  U  doaUa  iDt^nration  (d),  doooe  Z4  d-apr^  (18),  et 
wm\»  oa  troore 

qai  doniie  ^^4  cl-apr^  (17). 
Faiaaat  in  3  3,  od  troave 

qoi  donne  Z«  ei>aprt8  (18),  et  enmite  Ton  troave 

qai  donne  4«  ci-aprte  (IT). 
Faisant  m=4,  Ton  tronve 

qni  donne  Z^  ci-aprts  (18),  et  ensnite  l'on  troove 

F  r.^-  (»«*-l)(»'*-9)(»«-'»)(»«-f7)., ^ 4^' 
•^•^"^  -  3.4.S.6.7 ^* + *^ 

.  (ii«-I>(i»«-«)(»-t-6)(16i««+ll«-U) 

+ d.4.6.6.7 <'+* 

2(ii-H)(3it«+4««-H85»>-fglS«»'-»3it«-3a9«+S15)  ^ 

3.4.6.6.7  *^' 

qai  doaoe  A^  d-aprte  (It). 
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Faimot  encore  ni^S,  on  tronve 

qni  doDoe  Z^q  ci-apr^s  (18),  et  ensoite  Ton  tronve»   calcolaot  de 
F|o(ii)  sealemest  le  co^flficient  de  (1-|-A')A*>   c'est-i-dire  celai 

10 
10 

doot  on  dMuira  poar  ^^4  Ia  valeur  ci-apr^e  (17). 

CoDDaittBaDt  les  valenro  de  2^  et  Z|o  on»  pimt  eocore  calcaler 
B%  et  BiQt  ao  moyen  de  (7),  ee  qui  donne  lea  valeura  ci-aprde  (19). 

Par  les  ^qnations  (a)  et  (aO  on  pent  donc  dätenntner .  autast 
de  co^fficients  succesaifs  Z  et  il  qu'on  le  voadra»  maie  le  calcul 
Ment  de  plus  en  phia  iaborieux,  sans  qa'il  paraiese  qo'une  loi 
gMrale  ae  manifeste.  Se  bornant  donc  an  calcul  de  Aiq  et  Z|o» 
on  Uisse  suivre  ic^  les  valenrs  des  co^fBcients  trouv^  par  ce 
fu  pr^^de : 

Ji=(«l)^Z4pifc-«P  =  n, (17) 

ii«(-l)'^Z4^ifc-(^-«)==-?^^^^^ 

4ir:(u,i)"-^Z4^*-(«i^=='^|Jj^(nt-9)<U 


=-  ^OXOTf^f^""-^^  ^'  +*'^  +3(3it»-5)(l  +*^A«], 


i<,z=(— 1)»  Z^^-eA-Pp-«» 


lalrls'!»'  ^"*~^>  ^"'~*^  K«*-*»)  (!+*•) + *(4»»*-7)  (I+il^i^ 


11» 
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.    n(n* D^n*— 9)  • 

=-      2.3..„|0.11     X"*-^)^"*-^^)  [(««-81)(I+ifc»«) 

•f5(8n«-9)  (l+*^*«I-2(247n«+325ii«-I3757n«+238a8)  (!+*•)**'  ^ 


•—1 
^=(-1)  «  At,k-^=l,     Zt=:Jt,-%=0. (18) 

Z, =(- 1)^^«,-«  *-*-•)  =  5-i=-^7^|J—^  (I  +  *•)*». 

Za=(--1)«  J„^Jk-<^-^ 
Z,o=(-l)  «  il»_io*-<»'-«9 


^  =  2"^^.?  [32n«(n«-4)  (n«-«)  +  4n«(«*-4)  (ISn^-lO?)  *• 


+  12ii«(««— 9)(n«— 26)*«+(««— 9)(»«— 26)(»«-49)A«)4»r, 

Ä,o  =  -  ^-§^J^^^[128n«(n«-4)(n«-16)+32n«(n^)a4««-»)*^ 

+  12n*fte«-^)  (29n«-329)  A« + 20n*(n«— 25)  (ii«-49)*^ 

+  (»«-25)  (ii»-49)  (n*-81)*»Jil». 


On  pourra  verifler  ces  formule«,  ainsi  que  les  valears  parti>  ' 
coliirea  et  lea  rclations  tronv^s  dan«  ce  qai  ftidde,  aax  Tslean 
de  F  et  n  qui  saivent,   et  d'oü  celles  de  7  et  »'  «e  dMaiaaot 
Sana  aocan  caleol.    F(!S)  et  #X7)  ont  iti  catcol^es  ao  mojren  d*    i 
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*  tfqoafiaD  (9)  y  faisant  gti'cceMiTemeDt  it=3  et  itssS;   pms 
I  6U  d^aite  de  F  aa  moyeD  des  formales  (6). 

it)  =  3—4(1 +*«)ar«  +  6*«a:*—Ä*j:«; 


n  =  5,    p=6. 

*)  =  6— 20(l+*«)ar«  +  [16(l+it*)  +  94A*Jar*-«80(l+Ä«)**a;« 
-  106Ji*:r«  +  360(l+ifc«)**«i<»-[240(l+Ji*)+780ifc«]ifc»a:tt 
+[64(l+Ä«HÖ60(l+*«)Ä»]A*a:**-[160(l+**)+446ifc*]ifc«a;<« 
+  140(1  +  ifc«)Ä«ar"— 50ÄWar«o+  *>«;r«*; 

)  =  1  —  Uk^a^  +  (60  +  lfi*«)it*Ä*— (140  +  80««)**a;« 
+  (160  +  336Ä*)Ä2ar«— (64+464**  +  264ifc»)A«a:W 
+  [208(l+it*)  +  508*«]**ar«— (264  +  464*«+64ifc*)*«arM 
.+  (336  + 160**)  *«:!:"— (80  + 140**)*««" 
+  (16+60**)  *«ar*«—12AWar«4^*»x*». 


«  =  7,    p  =  12. 

=      7— 66(1  + *«)a:* +  [112(1 +  **)  +  632**]a:* 

_[64(1+*«)  +  1136(l+**)Ä*]ar«+[672(l+**)-1610**]**a;« 
+  19656(1  +  **)**«w  -  [47040(1  +  **)  + 1 13932*«] **a:i* 
+  [60928(1  +  *«)  +  271040(1 +  **)**J**a:i*' 
— [48384(1  +  *8)  +  372736(1  +  **)**  +  683936*»]  **ari« 
+  [21504(l+*w)+311808(l+*»)**+1006200(l+*«)**]**ar" 

—  [4O96(l  +  *M)  +  I44896(l  +  *«)**+890720(l+**)** 

+  1582104*«]  **ar*o 
+  [28672(  l  +  *  w)+434560(l  +*«)**+ 1490272(1 +**)**]*«a:*» 

—  [89600(1  +  *«)  +  765632(1  +  *«)**  + 1463980**]  *«ar*« 
+  [164864(1  +*«)  + 739536(1  +**)**]  **Oar«« 

—  [  111552  (1  +  **)  +  265272**]  *>«^*« 

—  [35840(1  +  *«)  + 108864(1  +  **)**]  k^^x^ 

^  +  [8960(1  +*»)  +  116480(1 +  **)**  + 230713**]  *»*a:»« 
'  _  [1024 (1  +**«)  +  30208(1+**) **  +  146240(l+**)**]*i*^>* 
+  [3584  (!+*«) +  39536(1 +**)**  + 86660**]  *»*a:»« 

—  [4928(1  +  *«)  +  25200(1  +  **)  **]*War»* 
-f.  [3360(1  +  **) +8022**]  k^^x^ 

— 1176(1 +**)**Oar**+196*«»Ä**-***ar**; 
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«(«.*)=    ]  -24ASx*-|-[l96-|^0£>]A>;r«-[117(H-784iP46tt*lJi^s^ 
+  [3360 + Omifl  -f  e72ifc*]ifc>«8 
— [4928  +  22288Ä« + 15288*«]  A«x»» 
^  [3584  +  36I76A«  -f  657ieifc« + 29120ifc«]il*«>* 

-  [1024  +  28160»*  + 1201201:4  ^  153280t«  -1-43590»*]  i^x» 
+  [8448  +  I00608i« -1-334831*4 -f  252416»« -|-39166*<]i«j;>* 

-  [31744 + 380608»« -1-630448»« + 245248»« + 19456»«]Mr>' 
•f  [270272  -f  88333«»*-f  674016»«-|- 1'29636»«  -f  409a»*]»%[« 

-  [164864 +850664»* + 1069152»«+382592»«-|-28672»f)»^ 
-1^  [89600(1 -|-»«)+660800(l -f  »4}»>-M203366»«]»«;rM 

— [28672+382592»>+1009152»H850864»«4l64864»<]»V< 
-I- [4096 + 129536»* + 674016»« + 883336»« + 270272ft«]  »^ 
—[19456+245248»*  -|-  630448»«+380606»«-F31744»<]»wi*i 
+  [39168+252416»*  +  334831»«+ 100608»«+8448»«]»>V* 
—[43520+  153280A*+]2012Q»«+ 28160»«+  1024iK]»Ms" 
+  [29120 + 65716»* + 36176»«  +  3580«]  »Mj:*« 
-'[15288  +  22288»«  +  4928»*]*"a»« 
+  [672+6594**+3360**]»"a;««-[64+784**+ll76*«]*"i« 
+  [80 + 196»*]  »«>«•« — 24»»2««  +»**x««. 


11.    (n  an  eotier  pair.) 
Si  tt  Mt  an  entier  pair  Ia  forme  gto^ale  de  y  est 

-        .     ,=xfg|v(l-x.)(l-**^). 

oä  par  rapport  k  x  F  est  du  dägrä  ft* — 4,  et  ^  da  d^r^  i 
tandis  que  ces  fonctions  enti^res  et  rationnelles  ne  contienoent  qi 
des  pnissaDcea  paires  de  or  et  de  i(;   daos  ce  cas  Ton  a 


Sin.  amp.  (nu  -f  fuK')  =  Sin.  amp.  nn, 

donc  sl  Tod  change  u  eo  u-f  t£',  ce  qai  ehaoge  ^  ^»^  zz*  9 
change  paa,  et  le  radical  devient 

de  Sorte  que  Tod  obtient 


*»  f^mtt»»*  »lUpUquet  de  le  premüre  etpeee.  IQS 

duDC,  OD  de^ra  «voir  Identiquement 

fftaitiin   Eactenr  qoi  De  eentieot  pas  x.   ^Mettaiit  daos  cea 
ÜHÜlät  r-  ik  la  plaee  de  a?,  on  a 

Sri  par  la  maltipUcatiotf  par  ies  pr^cMentea 

1 

r  d^erminer  le  signe  de  M,  on  remarqoe  qo^eo  prenant 


m  soll 


x=z-^-8\n.amf.[K±\iK'] 


y  s  Sin.  amp.  [nK  ±  ä*^']; 


&- 


•  _ 

est  hnpair»  y=0  et  par  cdna^aent  ^f^^*^)^^> 

OD   anra 

F(a:.*)  =  (-l^"'F(l.ik^>V^;r--*,   '.    .    (2') 

'osant 
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on  trouvera ,  de  Ia  na^me  mäni^re  que  dans  le  ca«  on  it  4Mt  impair, 

et,  ayant  ^gard  k  Ia  relation  (2'), 


;-i 


••■i    ..  • 

donc 

+  ....  +  Avn{\  ±X^P"^a:^P-^)a^  +  ....  +  A^pO^f 
oü  il  faudra  prendre  le  signe  «apöriear  si  ^  ^^^in^pAir,  et  le  signe 

9t 

iof(^rieur  ai  ^  estpair;  faisant  daDsF(:i?.iir)  iii=p,  et  dans  ip(x.k) 

m'=^q,   Ton  yolt  qoe  dans   le  premier  cas    Ton  aora  Zsf=0  et 
dans  le  second  .iii^:=0. 

On  trouvera  aassi,  comme  dans  le  cas  oü  n  est  impalr, 

11 

F(ka:.p  =  F(a:.k),    (p{ka:.p  =  g>{x.k), 

d'oü  il  sqit  que  Ia  forme  g^n^raie  des  co£(Bclents  A  et  Z  sera  Ia 
m^me  que  dans  ce  cas. 

On  a  encore 

OÜ  9K  et  jk'  sont  do  dögr^  »';   n  etant  pair,   Ton  a 

Cos.anip.  (nu  -f  niK')  =  ( —  l)^Cos.amp.9tii, 

n 

^amp.  (nu  +  niK')  =  (—  \)^A9aap.nu, 
dooc,  si  Ton  change  u  en  u+iK' ,  oo  j:  en  v-> 

OQ 
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""/l — ^\  -  /  1      \  ?^ 


dooc  X 

taodisqne  Ton  obtient  encore  de  la  inöme  manl^re  que  dan^  le  cas 
oii  ff  est  impair»  ^ 

et  par  e^Ds^qoent 

%  ,  *  I 

/ 
«  I  '  ■ 

AiDsi  Tod  obtient»  pour  la  forme  g^närale  des  fonctions  n  et  nf, 

oo  ^  est  ce  qae  devient  B  lorsqo'oo  y  change  k  en  -g,  de  sorte 

qae  As«  sera  par  rapport  k  k  toat  aa  plaa  do  Aigt6  2m,  tandfa- 
q«e  Ton  a  auaai  Bq-=Bo'^=:'1. 


De  la  m^me  mani^re  qoe  ponr  it  Impair  Ton  tronve 
1.     4  la  pbee  des  ^qoationa  (6): 

(*i/ 1         \  ««-4 
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Ici  il  qe  parait  pas  qae  Tod  puisse  dödaire  de  la  fonetioD  F  loa 

trois  autrea  q>f  %  et  n' ,  roaia  de  Tone  de  ces  deroi^rea  1*00  peot 

d^duire  lea  deux  autres,  et  taodiaqae  la  deui^me  et  la  (roiaitao 

des  äquations  pr^cädentes  ne  different  pas  entre-eUee,  la  qua- 

tridme  en  est  une  cons^quence.    Ed  effet  la  deuxitoe  doone,  si 

Tod    ächaoge   k   et;  ki    entre-eaz»    et    en   Tertn    de   la  relation 

j 

et  Celle- ci,  remarqaant  qae  9>(it|.T)ss:9(|.A^),  et  qae  par  laeal^« 

1  1  Ai* 

atitation   de  ?  ä  la  place  de  k^  ki^  devient  1— p= — -^ » 

dODC 

ce  qui,   en  posant 

v(i— «-''' 

devieot 

1  1  A* 

qai,  changeant  ^  ^o  jT  »    on  i*  en  1  ^7-^=:—  — ^  et  par  cona^^ 

quent  v-  V — 1  en  k,  est  la  mdme  qae  la  qnatriöme  des  ^oatieos  (ß'). 

« 

Ecrivant  dans  Ies  formoles  (7)  et  (ß},q  k  la  place  de  p»  on 
aara  Ies  co£(B(cients  de  n  ei  nf^  expfimäir  en  ceox  de  tp,  et  r^i- 
proqueroent 

2.    k  la  plac«  des  ^aaflon«  (0),  (10)  et  (11); 

Fin-2)F(n+2)  =  q,*<^)F*{n)-F*(2)9*{n). (9*) 

9»  (n  —2)  9)  (n  +2)  =  9)«(2)  g)»(n)— *"«•  (1  -aß)*  (1-*»««)«  f«(2)  l«(ii), 
9(n  T  2)  #Xn±  2)  =  «(2)  »'(2)  /X«)  f»(")  i:  m/P&> «(«)  »'(»«). 


ätt  fHMtoiu  eütptigveM  äe  ta  prtmUre  etpiet.  t67 

v(«T2)«(n±2)     ......    (W) 

= V(8)  n&i  9(«)  «(ft)  T  **^(1  -  a»)  (l-**a:^  f1(2)  «'(2)  F{n)  nf{n). 

FWmi^±'i) = 9(2) «(2) F(n) »(n) T F(2) «(2) 9(«)« •(•).  )  " 


7 


9(nT2)«'(«±2)    .....    .    (11 

=9)(^  itf(%  ip(n)  it!{n)  T  a:«(l  -x*){\-  *»««)  F(2)  «(2)  F(n)  «(n) , 

F(»  T  2)  3^^(11  ±  2) = g>(2)  »(2)  F(n)  jk^C«)  T  *X2)  ^(^)fp(n^n{n) ;    » 

3.  poar  la  vaiear  particulidre  de  il,  il=:0, 

9(«.0)  =  «(a:.0)  =  l,    F(a?.0)='      ■y.^i^^i)     ** 

«'(x.O)  =  Cos  [»Are.  Cos  ssx], 
nc, 

F{x.Qi^n-*^l*~^^a»     ....    (12^ 

.  it(n*-4)(n«-16)^     n(n«-4)  (»«-16)  (n«-^36) 

+       1.2.3.4.5      ^  1.2.3.4.6.6.7         "^  +-' 

^iwix.U)— 1     1.2^+1.2.3.4*^         1.2.3.4.57«^' +••••' 

I 

4.  poar  la  valeur  particnll^re  de  k^  i(=l> 

«(jr.l)  =  «'(ar.l)  =  (l— o:^«; 

5.  ponr  ies  valears particuUdrea de  a;»4;ssl»a?=:7et^=--^-|-T» 

(140 

'X4.*)=(-i)S"\(i-*«)^-.    F(j.*)=(-i)5"*«(i-ijr'^r 

«•o.*)=(_i)*a-w'^.         «'(i.*)=(i-p)^. 

'»a.*)=(l-*^'^;  •  »(|.*)=(- 1)^(1-]^^;    .,  • 
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n  =  4m     *  oo  it=4m-|-3 


•«—4 


"(vb*)»».  ••  ='-''-'Ö^]*  • 


na 


'(vb*)='-»=t^]     ••  =•• 


«9  «S 


K^.%L^]".      -v^C^]*. 


fli« 


Les  valeurs  des  deax  derni^res  colonnes  out  ätä  trouv^e«  de  U 

manidre  suivante ;   si  l*on  fait  ;r=  V  7^   les  äquations  (P')   de- 
yiennent : 

F(»— 2)F(n4-2)=— 4<p«(n) (a) 

fl»(»-2)9.(n+2)=-4^ii^F<(n), 

1 

<p(n-2)F(n+2)=9,(n+2)  fX«-2), 

dont  la  derni^re»    en  y  diminaaDt  n  de  deux  unit^,  doDoe  suc- 
cessivement 

F(n)      JFYn-4)_fYn— 8)_  F^n— 4m) 

9(n)       9(11  —  4)      yCn"— 8)      *'"~g)(ii— 4m)* 

donc,  si  n  est  de  la  forme  4fii, 

F(n)  ^F(0)_0^^ 

<p(«)  -  <p(0)  - 1  -"- 

et  9)(it)  fie  pouyant  devenir   iofiniment   grande    poar   une    valear 
finie  de  j?, 

fXii)  =  F(4m)=0, 

mais,  si  n  est  de  la  forme  4»  -1-2,  ^(2)  etant  nai  poor  4a  vateor 
l 


a:  = 


VI*' 


donc 


F(n)_F(2)_ 
<p(ni-9(2)-*' 


am  fimetHms  eUipaque»  de  ia  premi^re  e$p&ce>.  109 

ee  qai  t'accorde  avec  les  relatiods  (20*    Ainsi  Ton  a  par  lea  deiix 
preraidr^Ml '(«} 

Jt^m— 2)F(4m+2)  =  — 49)«(4m), .    (P) 

•        * 

(l  T*)* 
V(4iiir9>(4m  +  4)  =  — 4i-^^F«(4m+2). 

qai  en  posaot 

2(1  T*) 

par  la  multiplication  condaisent  ä 


y(4m  -f  4)  _         y(4m) 


d*ad  saccesiivemeot 


<p(4iii)     __  ^  <p(4iii  —  4) 


F(4iii— 2)"""  F(4iii— 6)' 
F(2)  — "^Fö^' 


le  prodoit  de  ces  m  derni^res  donne 

F(4iii  -  2) — '^  F(-  2)  ~     •*^'     •    •    •    W 
qm  par  la  combioaison  avec  (ß),  oü 

'    y«(4m)  F(4m  +  2) 

F»(4iii— 2)"^      *F(4m— 2)' 

coodait  i 

F(4m  +  2)  =  —  «•«  F(4m — 2) 

d'odi  saccessivement 

,F(4ift— 2)=i -a*^«F(4m—6), 


F(2)  =  -F[-2), 
de  Sorte  que  le  prodait  des  m-f  1  äquations  donne 

F(4m+2)  =  (—  l)«»f?  «««"•(«.+1)  F(— 2)  =  (—  l)«-2«*«»(«H"i) 
d*©*,  par  (y). 
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ce  qoi,  öcrivant  poar  m  sa  valear      /      on  7,    doDoerm  las  pre— 

midres  formules  des  deux  derni^res  colonoes  (l-iO»  dont  les  autrei^ 
se  d^daisent  d  ane  maniere  analogae  des  ^quations  (1(K)  et  (110« 


Comroe  daos  le  cas  de  n  iropair,   Ton  anra  i^^ssO  qoaD 

2ni=  ou  >n,  ainsi  qoe  Zo=0  queiqae  soit  m,  except^  ffi3=Q 
et  Z^  =  0  quelque  soit  n,  tandisque  Ia  premiöre  des  äquations  (6'' 
conduit  ä  ane  relation  entre  les  cofiiBcients  A  qni  est  Ia  m^ili 
que  (15) ;   ainsi  Ton  obtiendra  de  m^me  les  deux  polynomes  G 
H,  et  rob  aora  gänäralemeot 

ÜT  A         ^A    —     "  ^         A  • 

ou 

n«-4 
/«  =  — 4- 

tandisqae  F(xÄi)  fait  yoir  que  Ton  a 

*«_  n  (n»-  4)  (tt«— 16) ....  (n«  -  (2m)») 

,ilo-(-l)"       1.2.3.4.6^^2iii(2w  +  l)       ' 

d'oü,    düroinnant  m  d'one  uniM, 

"TT*-/     » « (n'-^) (n«-16) ....  (n>-(2m-2)«) 

/»o  — t-ij      -      1.2.3.4.5....(2m-2)(2ii»-l) 

et  Ton  obtiendra 

*»  n(n«— 4).... (tt*— (2m— 2)«)   m(mH«— Ont+l)) 

J,_(-l)»   i.2,3....(2m— 2)(2m— I)    '      2m(2iii+l)      ' 

ainsi  Ton  connaitra  les  co^fficlents  A^n  jusqu'ä  A^  inclusivemeni 

Ponr  d^terminer  A^,    connaissant  par  ce  qui  pröcöde  Aq  et 
Tonsubstitue  ces  Talenrs  dans  T^quation  qoi  k  serrie  daos  I 
cas  de  n  impair,  ce  qui  donnera,  aprds  Ia  r^duction, 

8  8        8        n(n^^)^*-10)(to^— 310n«-Ha98) 

ifo  +  ^^  +  ^4  —  STavSTT  ' 

pois  Ton  trouyera 

8  8  _n(n«-4)(n«^16)(n«— 36)(nn«— 66) 

ilo  +  ^i^—  2^,3».5.7  '       • 


d€$  ßmcUom  eiUpüguei  de  ia  premüre  espäee,   «  171 

8 

par   snbstraction    Ton   troov«ra  Ä^,    et  Ton   coooaitra   Ia  valeor 
totale  A^  ciapr^s  (170. 

10    '  10  10 

Pour  d^terminer  A^,  connaUsant  par  ce  qui  präc^de  J^  et  A^, 
OD  a  premi^rement  (voyez  le  cas  de  n  impair) 

... *^      « *?      .  i?      »(it*— 4)(«*— 12)(7n«+ll8ii*-3182n*+17232) 

10  Ao + Oii, + öif 4 = 2r5rö ' 

puis 

lAi?^«?-     it(n«-4)  (n«-16)  (n»--36)  (n«-84)  (4ii»--87)^ 
10  Jo  +  6^- 2«.3*.^.7.il • 

10 

ayant  d^terminä  par  substraction  A^,  on  coDnaitra  Ia  valear  totale 
de  Aio  ci-apr^a  (17')  qai  est  le  derbler  d^  co^fBcients  Aim  qne 
l*oD  paisse  d^termioer  an  moyen  des  ^quations  (6). 


Posant,   dans  n  et  if. 


Om  0|||  l^mm 

Ä««  =  »0  +  A*"  +  "••  +  BtJf'. 


oxk  aara,    eo  vertu  de  n(x.(f)  =  l,   ßossO  ezcepM  ,^0=1,  et 
IMttce  qne 

on  unra,  ayant  ^gard  ä  Ia  valenr  de  ff'(d;.0), 

fi     __,     ,._  n«(i»«-4) ....  (»«-(9m-2)«) 
''*"-^~'^        1.2.3.4....(2m-l)2m      ' 

st  par  coDs^quent 

*^'      _,     IS—.  «'(»»-4).. ..  {it«-(2m  -4)«| . 
"i^'—^-^)         1.2.3.4....(2m-3)(2m-ax  ' 

^Qaiiite  on  aura 

^^  roQ  tronyera 

^        _/     ,._ i>*(n*-4)(n«-16)....<n«-(2m-4)«>  (m-l)(n«^l) 
«ü-t-i-i;       |.2.3.4.5.6....(2Bi-3)(2m— 2)    '=   2(2m— 1)    ' 
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et  ainsi  Tod  connaitra  les  co^fBcients  B^m  jusquk  B^  inclusive 
ment.    Pour  däterminer  B^,'Von  a,  comme  dans  le  caa  de  n  imp^i 


OQ 


Ä,+i  +  Ä,=-C3^)Äo» 


B^  +  ^4+  ^«- 1X372« 


pais,   par  les  forniules  pr^c^dentes. 


d*oii 


«^«_     n«(n«~4)(7n>-22) 
^6  +  ^4-  -^  2X475.6 


6  _      n^(na~^l)(n«--4) 
^"~  2.3*.5 


de  Sorte  que   Ton  aara   B^  ci-apr^s  (190»    tandis   qae   les  Er 
suiyants  ne  peavent  plos  ^tre  d^terminäs  de  cette  maniere. 

Ecrivant  dans  la  formule  (8)  q  a  la  place  de  p,   oo  a 

zw = (- 1)"  \ff)  ßi'  +  (^*~  J)  Ä,'*«  + ....  +  ÄW**-] 
et»  sabstituant  dans  cette  formule 

o  , n*(«»-4)rn«-16     ««-1         4(««-1)    -| 

*•-       i. 4.3.4  LT:6^  +  ^^*^+      3.5     *J*^' 

on  trouvera,  faisant  successiveinent  in=:Oy  i?t=l,  m  =  2,  m=3 

Zo'=I>    Zs'=0  (ce  qu*on  savait  d^jä)» 

n«(n>-I),,     ^                n«(na-1)(n^-4)        ^^.^, 
^4  = 2r3 — (1— *^.    ^6  =^ orS" —  (2— 3**+**), 

quiy  en  y  changeant  il  en  ili  ou  4;*  en  \^k^,  donneront  poa 
Z4  et  Z«  les  m^mes  expr^ssions  alg^briques  que  Celles  qde  Toi 
a  trouväes  dans  le  cas  de  n  impair ;  il  en  sera  de  m^me  des  Zh 
suivants>  qui  au  moyen  de  la  formule  (7),  y  öcrivant  9  ä  la  placi 
de  p»  donoeront  encore  B^  et  B^q,  de  sorte  que  Ton  aura 
formales  snivantes: 


ito  fitmMmi  elUpHgue»  de  ia  premiere  eifieee.  173 

I 

n(n*—i)(n''—l6) 

^« = J^^«»«-l«)(»*-36)[(«'-e4)(l+/H).+4(4ii«-13)(l+ft«)*^ 

— 6(ii«  +  liWn«— ?114i»«  +  4762)*«), 

4o = — 2^Wll '  ^"'~  **^  C«"-36)  (»•-«4)  [(»•- 100)(1  +  *W) 

+6(6n»— 16)(l+*^iP] 
—2(247n«-882n«—72102fi'«f6611]2n«— 1368000)  (1+*«)*«|. 


Les  eoCfficients  Zjmi  ont  les  mAmea  ezpreraions  alg^Sbriquea 
qne  les  Zjn  dan«  le  cm  de  n  impair. 


«»      »        H* 


l^»=l,    A=- j,    Ä4=2r3[2(n«-l)  +  (n«-4)»«l*^,    (l^) 
-B;=— '^^^[8(««-l)  +  6(»«-  l)*»+(n«-16)**]*«. 

I 

Äi  = +^^^=^[32(n»-l)(n«-9)+4(fi«- 1)(15««-51)*« 

+ 12  en«—  1)  (n*— 16)»*+ (««— 16)  (n«— 36)*«1*«, 

B.o=-^§J;^n28(«*-l)('**-Ö)(««-16)     . 

+64{ii«— l)(n«-9)(7n«-22j|*«  +  12(n»-l)(n«— 9)(29n«— 104)»« 
+90(n«-l)(»i«-l6)(n>— 36)*«+(n«-16)(f»»-3»)(n«-ö4)*^*«. 


8i  Ton  pose  grfotfralMDent,  que  m  soit  impair  ou  pair, 

Tbeil  XXXVI.      .  12 
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les   equatiops  (9)  et  (9')>  qut   däterminent   enti^reinent  les  fooc- 
tions  F  et  q>y  devjennent  ideofiqoeinent  les  meroes,  ce  qui  proo?e 
laremarqae,    que  Texpression  alg^brique  des  co^fficients  de  9) 
sera  la  m^me  que  n  seit  pair  od  impair;   tandis  que  Ton  voit 
encore,   Texpression  algäbrique  ^de  /*  ^tant  ünique,   que  Texpres- 
sioD  alg^brique  de  F(x,k)  s\  n  est  impair  sera  la  m^me  quecelle 
de   f^ar.*)  V(l— ^*)(1— **it*)  si  n' est  pair.    De   la  nitoe  im 
ni^re  on  verra  que   Texpression  algäbrique  des  fonctions  %  tiT^ 
pour^des  valeurs  päires  den  sera  la  ni^tne  que  celle  de  tt  V(l — ^^)    ^ 
et  9r'V(l-^^^)  pour  des  valeurs  impaires  de  n,    ^\  nous  distio- 
guops  les  fonctioDS  F^  n  et  n\   pour  des  valeurs  paires  de  n  de 
Celles  pour  des  valeurs  impaires  de  n,  par  un  trait,  en  ^erivant 

pour  les  premieres  F,  n  et  n*  ^   011  aura  que  l'expression  algöbri- 
qu'e  de 

FV(l-a?*)(l— **ar*)  est  identique  avec  F, 

9       w  »  »»        V>      . 

«    „  •,  M     jrV(l— Ä'a:^. 

^     „  M  „     ?r'V(l— a:*). 

Od  pourra  enepre  v^rifier  cette  remarque  aux  vafeurs  de  c^^ 
fonctions  pour  la  valeur  particuliere  iS;=l,  donn^es  par  les  fof" 
mules  (13)  et  (13').  Multipliant  la  premi^re  des  forraules  (130  p^' 
(l— a:^)  on  obtient  la  preroiere  (13):  la  deuxi^me  (13')  et  (VSy 
sont  identiqußment  les  mtoös,  et  multipliant  la  troisieine  (13)  pA^ 
(1— a:^)A  on  obtient  la  troisi^me  (13').  Cette  remarque  6'appliqo^^ 
aussi  aux  fonctions  goniom^triques  que  Ton  obtient  en  faisaot  A*=:0' 

Remarquons  encore  que  Ton  peut  aussi  d^terminer  les  col^r- 
ficients  'A  et  Z  par  Tintägration  d*une  ^quation  aux  diff^rence^ 
finies,  de  la  mtoe  mani^re  que  dans  le  cas  oü  n  est  impair. 


Par  la  formule  poor  Taddition,  Ton  obtient  encore,  raiso<>' 
nant  comme  Ton  a  fait  pour  obtenir  left  ^quations .  (9)  etc./  ^^ 
distingoant  les  fonctions  oü  le  multiplicateur  est  pair  par  un  tra*^ 
de  Gelles  oü  il  est  impair, 

*    1.    si  n  est  impair, 

^(11 — 1)  q>(n  + 1) =fp^n)  -  *«ar*  FHn) , 
v(n=Fl)F(n±l)  =  fXn)ip(n)±7i(n)n'(n); 


d99  flmeUmu  iiUptt^uet  de  ia  rentiere  e$p^ce^  ■  ]75 

^(n  T  1)^(«  ±  1) = (1 — Af«ar«)  q>{n)  7t{n)  T  Af*ar«(l-.ar«)  JF^n)  «'(n) , 
JXn  T 1)  n(n  db  l)  =  F{n)  n(n)  T  fp{n)  %'(n) ; 


9(n  T I )  n'{n  +  J )  =  ( 1  -  a:«)  ^(n)  nf{n)  T  **(1  -  **«»)  F(ii)  »(n) , 

F  (n  =F  1)  <»  ±  1)  =F  ^(«)  «'(«)  T  9(«) «(«). 

2.    81  it  est  pair 

F{n-\)  PXn+1)  =  (1  -ar«)  (1— *«jr«)  P^n) — ^«(li) , 

9(«-l)  9(«+l):^  9»(n)— Ä«a?;  (1— f«)  (1  -Ä««*).F«(»), 

(p(iiTl)F(n+l) =(1— :r»)  (1  -f^sc^  f\!n)Mn)  ±  ;^ii)^(n); 


F{nT  i)  n{n±\)  =  (1  -  ir«)  F(n)  n{n)  T^n) .  w'(«) ;  . 


9(nTl  )«'(«db  1)  =  <p(«)  ^(n)  T  «•  (1  —  Ä^ar«)  Ffn)  n{n) 

F(fiTl)»'(«±  1) = (1  -  Ä  V)  F(ii)  ji'(ii)  T  ^(«)  «(«). 
^  formale  ponr  Ia  duplicatioD,  ou 

_2y.V(l-*V.«)(l-y,«) 

»«--  i-*v*  • 

tiiiey  1.  81  ft  est  impair, 

F(2«)  =  2F(n)  9?{ii)  «(n)  «'(n) , 
9(2n)  =  9*(ii).— Ä«a:*F*(ii). 

2.    Si  n  est  pair 

F(27i)  =  2Ftn)^(n)  ^n)  ir'(n), 

9(2ii)  =  9*(»)-^  Ä«:c*(l  -'ar«)*(l  --Ä«af«)*F«(»). 

'  n  est  pair  F(2n)  sera  divisible  par  1 — tl^a^,  m^s  si  n  est 
Dpair  9>(2n)  anra  ce  facteur;  il  s'en  ^uit«  par  les  relations  con- 
'niies  dans  les  formule»  (60  >  que  dand  6e  dernier  cas  ^(2n)  et 
'(2n)  aaront  Je  facteur  1— 2Ä«d?.+.A«j:*  et  I  — 2a:*  +  Ä«a?*. 

12* 


^    1 

n6BaeAr:.SuriesformuieMpour  ia  muiUpiic.  deMfimei.  ^UpL  eU. 

On  pourra  verifier  les  foitDoies  et  les  relations  trouv^es  dans 
ce  qoj  pr^cöde  aux  valeurs  suivantes  de  F,  9)  et  sr  pour  les  valeors 
de  n,  n=2,  11  =  4  et  «=fi, 

n=2,    p=0,    ^  =  1. 

F(ar.*)  =  2,    ^(ar.Ar)  =  l— Ä«^:^,    7r(:r.Ar)  =  l— 2Ä«ar«  +  A*;r*. 


n=4y    J9=3,    9:^4. 

g>(a:.*)=(l  +  *«af»«)  -  20*«(1  +  A«««)«*  +  32[1  +  A«J  *»(1  +  *«««)  ar« 

—  [16  (1  +  *«)  +  58*«]  **je^. 
»(;r.*)=s(l +*«a:»<^— 8*^1  +*«a:J^Ä«  +  [20+8**l*«(l+*«««)a:« 

—  [32+24*«J  *•(! +*«a^)a;«  +  [16+54ii»]»«^*. 


n=6»    p  =  8y    9=9. 

;  +  [32(l+iH)+208Ar«](r+*Wj^)j:*-2t;4[l+f«]*«(l+*w^«>)^ 
—[3360(1  +Ä*)  +  92%Ä«]A*(1  +Ä4:r8):ri« 

+  [2048(1+Ar«)  +  lIfM»(l  +  Ä«)Ä«]Ä4(l+i|;«^4)^14k 

— [512(l+Ar8)  +  7680(l+Ä4)Ar«+  16220**]**«", 

— [864(1+ä4)  +  2172A*]Ä«(l-*io,iao);p8 

+[768(1+*«)  +  46(»(l+A:«)Ä«]*«(l-Ar?j:W):r>o 
—[256  (1  +Ar«)  +  4384<1 +*^  Ä«  +  10740^]  ä«  (1— AÄ^r^«» 
+[1636(1 +Ä«)  + 10944(1 +Ar«)Ä«]**(l-.Ä4a:«)a:i* 
—[4032(1  +Ä4)Ä«+  9954Ä*]*^(l-A«^)arW, 

»(«.it)=(l  +Äi«ar»«)— 18Ä«(1  +*War«):rH  [105+48**]ä«(1+*i*äM)jb?* 
—[448  +  336Af« +  *!**]*•(  I  +**«a?»*)> 
+[864+  1956Ä«  +  240**]Ä«(1 +ÄJOa:«o) -,.8 

— [768  +  4416*«  +  3384**]  *«(! + Ä«a:*«)  a:*» 
+ [256  +  4320*« + 9620**"+ 4368*«] /r«  (1  +  *«a?«»)  ar»* 
—[1536+  10560*«+  1840Ö**  +4320*«]**(l+*^r8)ar'* 
+[4032  +20574*«  + 16818**  +  2304*«]*«(l+*«ar*)ÄW 
— [12160  +  26220*«  +  9728**  +  512*«]*«  .r" 
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Noch  ein  Beilrag  zur  Berechnung    des  miulereii  Zah- 
lungaterinines  bei  Hafeiizahlungen. 

Herr»  Dr.  L.  R.  SchuUe, 
(iymiiuiallehfor  in  Srh  worin  i.  M. 


In  Tbl.  XXXIV  Hft.  3.  dieses  Archivs  pag.  -291—295  beÜndet 
■■ch  ein  AufBatz  des  Herrn  Dr.  Schlechter,  in  welchem  die 
l>i*lier  angewendete  Formel  für  Berechnung  des  mittleren  Zah- 
"Uigatennines  bei  Rateozahlungen  als  nicfit  rationell  durgestelll 
UmI  eine  andere  ait  ihre  Stelle  gesetzt  wird.  Wenn  man  sieb 
»wli  vollkommen  mit  der  Widerlegung  der  filteren  Formel  einver-  ' 
'^ftnden  erklären  kann,  so  niuss  ich  doch  gestehen,  dass  es  mir 
»clieint,  als  genüge  die  von  Herrn  Dr.  Schlechter  gegehen« 
Belebung  ebenfaDs  nicht  vollständig  der  Aufgabe,  und  es  sei  mir 
e««(Mlet,  meine  Bedenken  im  Folgenden  offen  auszusprechen. 

Die  gestellte  Aufgabe  trar  folgende:  Eine  Anzahl  von  Kapi- 
l^itn  c^,  Ca,  e^,.,..c„  sind  resp.  nach  den  Zeitahschnilten  (| ,  t^ 
t|>....  (■  unverzinslicli  zu  bezahlen.  Wann  ist  der  Zeitpunkt,  in 
*»l«bflni  alle  diese  Zahlungen  auf  einmal  geleistet  iverden  dSrfea, 
*hne  dass  eine  der  li«i'ten  Parteien  etwas  verliert;  einfache  Zin*  ' 
*en  au  p  ",'t,  gerechnet.  Es  wurde  die  Lösung  vorgeech lagen:  , 
man  discontire  jedes  einzelne  Kapital  auf  den  jetzigen  Zeitpunkt 
Und  »ebe  zu,  nach  ivel eher  Zeit  die  Summe  der  discontirlen  Kapi- 
tale mit  einfachen  Zinsen  so  weit  angewachsen  ist.,  dass  sie  der 
Soinme  der  Ratenzahlungen  gleicht.  Die  auszuführende  Rechnung 
Ksliltet  sich  daher  folgendermaassen  :  mau  bestimme  den  geaucb- 
len  Zeitabschnitt  T,  nacb  dessen  Ablauf  die  Zahlung  zu  leisten 
■M,  aus  der  Gleichung 
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a+tT)  2    r^=   -S  «.  .         (l 

in  welcher,    wie  überhaupt  im  Folgenden,    |^=z  gesetzt  ist  iL  mjf- 
gelöst  giebt  die  Gleichung:! 


y^        l+2tk 


Ck 


l+ttk 


Sehen  f^  zu ,  wie  die  gegebene  Lösung  mit  der  Berechnung 
äbnRcher  Aufgaben  fibereinstinimt,    die  im  Leben  alitSglich  vor- 
kommen.   Ist  ein  Kapital  c  nach  t  Jahren  füllig,  man  will  es  aber 
mit  Berücksichtigung  von  p  %  jährlichen   einfachen  Zinsen   nadi 
T  Jahren  abtragen ,  so  wird  die  d^nn  zu  zahlende  Summe  C  nie- 
mals dadurch   berechnet,   dass  niän  das  Kapital  auf  irgend  einen 
dritten  Zeitpunkt,    z.  B.  den  jetzigen,    zurflcfcdiscontirt  und  dann 
diese  Summe  von  da  ab  bis  zur  wirklichen  Zahlung  verzinst    Mao 
rechnet  also  nicht 

C=:j^(l  +  «);       ..  ,       ;     (A) 

I  I 

sondern  man  unterscheidet  in  der  Pra:ps  zwei  Fälle : 

1)  Ist  ir>f,   so  verzinst  man  c  von  d^r  Zeit  f  an  \Ab  te^ 

Zeit  r,  setzt  also: 

.1  ^ 

C=SC[I+»(T-0].  .  ;     O) 

9 

2)  Ist  aber  r<<,  so  discontirt  man  das  Kapital  <; 'von  de* 
Zeit  t  auf  t  zurfick  nach  der  Formel 

'  Warum  man  bei  der  Berechnung  des  mittleren  ZablnngsteC' 
mines  von  diesem  Usus  abweichen  und  die  einzelnen  Pesten  90^ 
den  jetzigen  Zeitpunkt  zurückdiscontiren  und  von  da  an  bis  zai^ 
Termin  der  wirklichen  Zahlung  verzinsen  soll  nach  Aniüogie  dr^ 
Formel  (A) ,  dafär  weiss  ich  keinen  Grund  anzogelien.  DesbaB» 
geht  mein  Vorschlag  dabin»  dato  man  den  gesuchten  Zeitpmk^ 
so  bestimme,  dass  alle  frOher  fWligen  Zahlungen  nach  Formel  (B> 
Ms  dahin  vereinst  plus  allen  später  fälligen  Zahlungen  naeb  (C^^ 
darauf  zurfiekdiscondirt  gleich  der  Summe  der  ongeindeflee 
Raten  ist.  ^  ^ 
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Die  ReehooDg,  welche  man  nach  meinein  Dafürhalten  aaa- 
Shren  mtisste,  wOrcle  demnach  folgende  hein: 

Nehmen  wir  an,  die  Zeiten  seien,  der  Grosse  nach  geordnet, 
I  <t9<(8  <....<  ^,  so  ist  zanSchst  zu  entscheiden,  zwischen 
reiche  zwei  viiter  ihnen  T  fällt.  Man  wird  selten  irren,  wenn 
nan  als  diese  Grenzwertbe  diejenigen  annimmt,  zwischen  welche 
las  oach  der  althergehrachten  Formel 

(»)=^  (•") 

berechnete  (T)  W\t  Sei  (/<(7)<  frfi,  so  berechne  man  T  dorch 
A\»proximatioQ  aas  der  Gleichung 

*i'c*[l  +  2(r-fr)]+*i"  ?[       rp^^^Tck.      (IV) 

Fillt  dieses  7*  zwischen  U  und  t^ifi,  so  ist.  damit  die  Rechnung 
beeidigt ;  liegt  es  aber  zwischea  zwei  anderen  Zelten  U  und  tr^r, 
M  ist  dieselbe  Formel  von  Neuem  anzuwenden,  nur  dass  man 
ab  obere  Grenze  der  ersten  Summe  A  =  r,  als  untere  der  zwei- 
tu  Summe  k^zr-\-\  zu  setzen  hat. 

Der  somit  gefundene  Zahlungstermin  zeigt  sich  unabhjiogig  von 
Jen  Tage,  an  welchem  der  Contract  abgeschlossen  ist,  und  ein- 
lig  abhängig  von  den  Daten ,  an  welchen  die  Zahlungen  laut  Ueber- 
äriuinft  zu  leisten  sind,  während  sich  nach  Formel  (II)  dieser 
Terab  ändert,  wenn  man  auf  verschiedene  Zeitpunkte  zurückdis- 
tMtirt  Aendert  man  alle  i  um  dieselbe  Grosse  o,  so  findet  man 
BiA  (IV)  ein  neues  7,  das  von  dem  vorher  berechneten  eben- 
6li  BD  a  verschieden  Ist,  was  nach  (II)  nicht  stattfindet.  Ob 
daa  eise  oder  andere  der  Natur  der  Aufgabe  besser  entspricht, 
v^e  ich  nicht  zu  entscheiden ^  erlaube  mir  nur  noch  die  Bemer- 
nog»  dass  das  Datum  des  mittleren  Zahlungstermines,  welches 
MS  mit  Zugrundelegung  der  Zinseszinsformel 

^c*(l  +  2)''-'*==^2?c*  (V) 

idetj   keine  Aenderung   erleidet,   mag  man   als   Ausgangspunkt 
V  R^chnuDg  einen  Tag  wählen ,  welchen  man  nur  immer  will. 

Zum  Schlüsse  mögen  noch  einige  Beispiele  folgen,  in  wei- 
ss die,  nach  Formel  (II),  (IV)  und  (V)  berechneten  Zahlqngs- 
ittine  zur  Vergleichung  neben  einander  geschrieben  sind. 

I)  Es  sind  400  Thir.  nach  drei  Jahren  und  600  Tbir.  nach 
ül  Jahren  fkllig;  wann  muss  die  ganze  Summe  von  1000  ThIr. 
r  riamal  bezahlt  werden  ? 
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Formel  (III)  giebt  (T)  =  6,  doch  findet  man  nach  Formel 

(H)  (IV)  (V) 


fär  p=2 

7=5,8909 

5,9516 

5,9412 

3 

53436 

5,9265 

5,9106 

4 

5.8000 

5.9026 

5<8809 

.   5 

6,7«00 

5,8779 

5,8516 

2)  Kehren  wir  die  vorige  Aufgabe  um :  sei  das  Kapital  tod 
600  Tfalr.  nach  3  Jahren»  das  von  400  Thir.  nach  8  Jahren  lo 
zahlen,  so  Ist  nach  (III)  (7)^5,  aber  nach 


(H) 

(IV) 

(V) 

fflr  pr=2 

7=43928 

4,9289 

4.9410 

3 

4,8474 

4,8941 

4,9123 

4 

4,8064 

43596 

43840 

5 

4,7692 

43261 

4,8563 

3)  Will  man  eine  jährliche  Rente ,  welche  10  Jahre  nach  ein- 
ander ausgezahlt  werden  soll  und  deren  erster  Termin  nach  etnen 
Jahre  fällig  ist,  mit  einem  Male  bezahlen,  so  findet  man  nach  (111) 
(7>=5,5;   aber  nach 

'         qi)         (iv)        (V)' 

r= 5,3520       6Am       5,4184 


flir  p  =  2 
3 
4 
5 


5,2806  5,3806  5,3782 
5,2276  5,3427  5,3384 
5,1732       5,3056       5,2991. 


Man  sieht,  dass  sich  die  aus  (IV)  berechneten  Werthe  in  alles 
drei  Beispielen  näher  an  die,  mit  Berfickslchtigong  der  Zinses- 
rinsen  gefundenen  anschliessen ,  als  die. aus  (11)  bestimmten,  ein 
Umstand,  der  mir  auch  zu  Gunsten  der  Formel  (IV)  zu  sprechen 
schefant. 


Ii90w$ki:  ihcMir.  %u  der  Abhandi, :  ,JOtb,  d,  tnkaitjber,  der Kdrp** Igl 


XIII. 

Nachtlrag  za  der  Abhandlaog:   ,,Ueber  die  Inhaltsbe- 
recboung  der  Korper''  in  ThLXXXILNr.XXiy.S.241. 

«  Von 

Herro  Doctor  Ligowski^ 

Ichrar  an  d«ff  TereiDigteii  Artillerie-  oqiI  Ingeniear-4S'cbnle  «nd  am  See- 

Cadetten- Inet! Int  In  Berlin. 


Dm  die  FormelD  für  die  mechanische  Quadratur  nach  Gauss 
nerbaiteu,  war  nach  Band  32.  Seite  243.  des  Archivs  die  Auf- 
Hsong  der  Gleichungen 

1)  Ko  +  K,  +  K^ Kr         =1, 

2)  JPort>  +  *iMi+^fft  ■    .    .    .    Ä,^      =i. 

3)  JPo*H»*+lfi*h«+*t*4*  •    •    •    l^rfh^     =4. 


0  \  '  1 

4  +  1)   £oft.*  +  *flfh» +  «;»%»    •     •     .     Krlh^      = 


*+!' 


\  9r+2)  *;,fH,*+i+£i^*+i+Ä;^»+i_^,,^»+i=_l_ 
iMUg.    Znr  AnflSsung  dieser  Gleichangen  setse  man: 

(II)       A»»)=(»»-<^(i«-fh)0»-»^-"-0»-M=O 

=  »»'+1  +  Ci,»'  +  C^r-i  + ....  c;^  +  Cr+^  _  0.   - 
Miltiplicirt  man  nan  der  Reihe  nacli  die  Gleichnngen 

1),    2).    3) r+2), 

?),    3),    4),  ....r+3), 
3),    4),    8),  ....r+4). 


r+l),  r+SO,  r+3) 2r+2) 


I* 
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mit 

t/r-f-l>    C*r>    Cr— 1>  ••••  C|  j  1 

und  addirt  je  r  -|-  2  «olcher  roultiplicirten  Gleichungen ,   so  erhall 

raan,  da 

« 

nach  (II)  gleich  Nnll  iet^    zur  BeBtimmung  der   C  die  linearen 
Gleichungen: 


(HI) 


Ct^I        Cr  ,   Cr-l 

1+2  ■'■3 

Cr+i_^Cr  ^  Cr-l 

-2-+T  +~T" 

Cr+l    .    Cr  .    Cr-l 

~3~+4  +    5 


<"'     +rJ^=0, 


r+1    ^r+2 
r+a  Tr  +  3 


=0. 


^     -I.-!-   -0 


CV-f  1    -      Cr  Cr-l 


^^    +J^=0. 


H^^r  +  2^r  +  3  -ar  +  lTar+a: 
Hieraas  ergiebt  sich : 


1 

r 

I 
r 

I 

3' 


1 
I* 

1 


1         1  _1_ 

2'       Z'-r+l 

111 


2' 
1 

5' 

3* 
1 

i' 

4 r+2 

1             1 

5    •  • • r+3 

• 

1 

1 

1            t 

1 


r+1'  r+2'  r+3'  ••2r+l 

1  1  J_     

2  ••••  f'       ~r+2*   p+2  •  • 

1  J 1        _1_ 

3  •   ■  Q+V      f+5'   «+3  / 

1  _1_ 1_      J_ 

4  •    •  p+2'       r+4'    p+4  •  • 


1 

1 

H-2 

1 
r+3 


J 1_       ^        _J l^_        _l_ 

r+l'  r+2"  •^+r'  ~2r+2'^+2+r"  ••2r+l 
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•der  aach: 


1 
1' 

I 

2' 


1 

5' 
1 

3' 


1 

5  •  • : 


1 


I 

4 


r+1 

1 
*r+2 


i         I         1  1_ 

7+1'  r+'Z  Hh3    'ar+l 


Cr+l-, 


—  (_  l)r+l-f 


I' 
1 

2' 


1 
2  • 


1 


1 

«+2 


■  •   •   • 


1  I  1 

3-      -J+l'H^ 


r+1 '    r+2 
i  1 


1 


r+r  r+2- -p+r'  Q+r+2'"2r+r  2r+2 


Sezeichnen  wir   der  Kürze  halber  die   oben   stehende  Determi- 
unte  darcb  />,  die  unten  stehende .  dnrch  Jy  dann  ist 


av) 


j 


a+i-e=:  (-1)^+^-^.5. 


Nach  Canchy  (man  sehe  Theorie  der  Determinanten  von 
Baltier  S.  52.)  ist  nun: 


(V) 


1  i  1 

i 


1 


1 


«f — A '    «f — Ä* ""  «f — /J« 


1  1  1 

a«  —  ft     «■— /Sf*  '*"  CK« — /Sn 


in  welchem  Aasdracke 


P(ii,  0,0,....  a«) = (a,  —  «i)  («8 — «i)  («4 — «1) ....(««— «i)mal 

(«% — «1)  (fl^— <%) ..-.  («• — «1).... 


(a« — Oü-i) 


1S4  Uffows^ki:    Xachlrag  %u  der  AöhatM.:   ,,(Mer  äU  MMü- 

und   n(ai  —  ßk)  das  Product   aller  Neooer  der  Determlnaote  ist* 

Die  Determinante  D  in  (IV)  lässt  sich  nun  in  folgender  Fomi 
darstellen: 


D= 


1 


1 


r  +  2-.(r+l)'  .r  +  2— r    ••r+2— (^+r+2)"r  +  2-l 


2r+^-(r+l)'    2r+2-r"2r+2— (^+r+2)-2r+2-l 
Darcb  Verglelcfaung  mit  (V) 

«i=r  +  2,    c%=:r-f3....0r;4.i=:2r-|-2. 


Daher 


/*(«! «f  •••  «r+O  =  2! 3! 4! .... rf , 


(i4-l)r  (r-l-l)r 


n(«,-/J0  =  (r  +  l)!(r  +  2)f  ^^^       S!:±l>-', 


mithin : 

(VI) 


o= 


(2!3!4!....r!)« 


Es  ist  feroer: 


/lz= 


(r+  I)!(r+'i)l<r  +  3)!....(2r+l)r 


I 


1 


r  +  3-(r+2)'  r+3-(r+ir:r+3-(r+3— p)'  r+3-(r+l-?) 

1 
•"•r  +  3-1 

1  1 


1 


r+4-(r+2)'  r+4— (r+l)">+4— (r+3-rt'  r+4— (rfl-j) 

1 
••••r+4-l 


1  1  1 

2r  +  3-(r  +  2)'     är  +  3-(r+l)- ••2r  +  3-(r  +  3— j)' 

l^ 1 

2r  +  3-(r  +  l-f)  —  2r+3— 1 


I  I 


iko: 
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Darch  Vergleichung  mit  (V): 

«i=r  +  3,    «,  =  r+4,    a8  =  r  +  5, ....  ar+i  =  2r  +  3; 

....  /3r+l  =  1. 

Daher 

'^(»1«»«»  —  »r+i)  =2!3!4!..,,r!, 

and 

m«,     ^■N-g'(r+2)l(r  +  3)i....(2r4-2)l 

f 

,vih       >  _        (2!3f4!....r!)»(r-H)t(r-m-p)! 

l*  »)      ^  -  (j)j«(,  +  l_^)!(r  +  2)!(r+,3)I....(ä-+2)r 

Mitbin  ist:  . 

(VIII)      C.+i-,  =  (-l)H-i  p._j___^______j. 

Dl  hierdurch  die  Gleichung  /(^)=:0  bestimmt  ist,  so  laseen  sieb 
die  Dobelcannten  ^^  fi|y....  fhi  bereebnen,  wodoreb  die  Bestim- 
oong  Yon  /^y,  Kif,..,  Kr  auf  die  L(isang  lioearer  Gleicbongeb  zu- 
ficiq^eftibrt  ist. 

Ffir  den  specieiien  Fall  r=:2  hat  man: 

1)  ko^Ki  +  ir.=  l,        2)  koiio+  K,iH  +  *ifi»=i. 

Aos  (VII)  erhfilt  man : 

«l=-4.     Ci=i.     Ci«-rfn,   also  Af*)=f»'-Jf»*tl^-A=0. 

Daoon  nach  S.  244.  des  32.  Bandes  des  Archivs  f4  =  i  ist,  so 
crgiebt  sieb  zur  Bdstinimung  yon  (Iq  und  fi^:    ^a* — ^a  -f  iV=^0,  also 

H,=i(l-Vy  und  fi»=4(l+Vf),  und  hieraus  K^^K^=^M  *fi=TV 

Die  Auflösung  der  linearen  Gleichungen,  welche 'Zur  Bestim- 
■ng  von  ITo»*  ^i>  •••*  ^r  dienen,  hat  Lagrange  allgemein  gege- 
Wo;  man  sehe  darfiber  Baltzer,  Theorie  der  Determinan- 
tes  8.  53.   ' 

Die  vorstehende  Bestimmung  der  Constanten  fär  die  mecha- 
■iscbe  Quadratur  nach  Gauss  »ist  vollständig  verschieden  von 
dsn,  was  darüber  von  Jacobi  imi.  und  Scbellbacb  im  XVI.  Bde. 
des  Crelle'schen  Journals  veröffentlicht  worden  ist. 


186  Uebungsaufifoben  ßtr'SeUüier. 


Uebungsaufgaben  för  Schuler. 


Von  Herrn  Doctor  O.  Böklen  za  Sals  a.  K.  in  W^rieoiberg. 

1.  Beschreibt  raan  in  ein  Dreieck  und  uro  dasselbe  eioeo 
Kreis y  so  gibt  es  noch  unendlich  viele  Dreiecke,  welche  dem 
ersten  Kreis  ein  beschrieben  und  dem  andern  unbesebrieben  sind. 
Bei  allen  diesen  Dreiecken  sind  konstant: 

a)  das  Produkt  der  Sinus  der  halben  Winkel , 

b)  das  Produkt  der  Cosinus  der  halben  tVinkel^ 

c)  das  Produkt  der  Tangenten  der  halben  Winkel, 

d)  die  Summe  der  Cotangenteu  deriialben  Winkel, 

e)  die  Quadratsumme  der  Sinus  der  halben  Winkel, 

f)  die  Quadratsumme  der  Cosinus  der  halben  Winkel,: 
s:)  die  Summe  dei^  Cosinus  der  ganzen  Winkel, 

b)  ^ie  Summe  der  Sinus  der  ganssen  Winkel, 
^ '     i)  die  Summe  d^r  Sinus  der  doppelten  Winkel » 
k)  die  Summe  der  Seiten, 
1)  das  Produkt  der  Seiten, 
m)  der  Inhalt, 
n)  das  Produkt  der  Höhen, 
.   o)  die  Summe  der  reciproken  Werthe  der  Hohen, 
p)  die  Summe  der  Mittellothe, 
q)  die  Summe  der  Halbmesser  der  drei  äusseren  Berührungs- 

kreise,  ^ 

r)  das  Produkt  der  Halbmesser  dieser  Berahrungskreise, 
,s)  das  Produkt  der  drej  Linien,  welche  vom  Mittelpunkt  dc^ 

Inneres  Berührungskreises  nach  dpn  Ekiken  gezogen  werdei^» 
t)  das  Produkt  der  drei  Linien ,  welche  vom  Mittelpiuikt  ein^ 

äusseren  Berflhrungskreises  nach  den  Eeken  gezogen  werdel^ 
u)  das  Produkt  der  drei  Linien,  welche  von  ^en  Ecken  nac»^ 

den  Mittelpunkten  der  die  Gegenseiten  von  «aussen  berd^ 

renden  Kreise -gezogen  werden. 


*)  Weil  die  folgende  grdnpre  Abhandlung  in  diesem  Hefte  abg^' 
brnchen  werden  ronggle.  »o  IconnCen  diese  Anffl^beii  diesmal  nicht,  w^^ 
sonst-  immer  gewöhnlich,  an's.  Ende  des  Hefte»  gebracht  werden.  D9^ 
lehrreiche  Inhalt  derselben  machte  aber  einen  baldigen  Abdruck  wüof  ^ 
schenswerth.       •  G. 


Vfhiingnaufijahfn  fitr  Srhülfr 

v)  das  Produkt  der  drei  Lin)«n,  M-elche  die  BerahranKepuniile 

des  inneren  ßenlbrutipskreises  verbinden. 

ff)  der  Inhalt  des  durch  diese  l.ihien  gebildeten  Dreiecks. 

Beietchiiet  man  die  Huliimesser  der  festen  Kreise,  (reichen  die 

reiecke    ein-    und   umheKchriehen  sind,    mit  li  und  r,    so  findet 

ich  Pal;;en<les   statt : 

*)  s)  Der  Höhendurchschnilt  der  Dreiecke  bewetit  sieb  auf  einem 

Krei«,  dessen  Halbmesaer  =  Üf  —  -Ir. 
^^  Der  Schwerpunkt  dieser  Dreiecke  bewe);!  sich  auf  einem 

^^■bei»,  (lesseu  HalbmeHser 
■f  =i(«_2r). 

^^^  Bei  den  Dreiecken,  «eiche  die  Fusspunkle  der  Hüben  von 

den  oben   genannten  Dreiecken   liilden,    ist  konstant: 

aa)  die  fSumme  der  >Sinu6  der  halben  Winkel, 

ibit)  die  Summe  der  rnstniii«  der  halben  Winkel, 
er)  daa  Proilukt  der  CnRinus  der  halben  Winkel, 
dd)  die  Summe  der  Sinus  der  ganzen  Winke), 
ee)  die  Summe  der  Seilen, 
ff)  der  HallimeKser  des  umschriebenen   Kreises,  dessen 
Mittelpunkt  eich  auf  einem  Kreise  vom  Halbmesser 
jfi — r  beweiit. 
lei  den  Dreiecken,  welche  dte  lUiltelfkunbte  der  Süsseren 
teriihrtinesk reise   von  den   im    Anfang   dieses  Salzes  ge- 
tnnten  Dreiecken  bilden,    ist  konstant: 
aa)  das  Produkt  der  Cosinu«  der  Winkel, 
'  bb]  das  Prruiakt  der  .Sinus  der  Winkel, 
cc)  das  Produkt  der  Tangenten  der  Winkel, 
■idd)  die  Summe  der  Colangenten  der  Winkel, 
ee)  die  Quadrafsumme  der  Cosinus  der  Winkel 
IT)  die  Quadratsnmme  der  Sinns  der  Winkel, 
gg)  die   Summe  der  Sinus  der  doppelten  Winkel, 
hh)  die   Summe  der  ('osinus  der  doppelten  Winkel, 
ii)  die  Summe  der  Cosinus  der  vierfachen  Winkel, 
1^^    kk)  das  Produkt  der  Seiten, 
^^^     II)  der  Inhalt, 

^^^^mm)  der  Halbmesser    und    die    Lage    des   umbeschrielje 
^^^P  tien  Kreises. 

^^H    nn)  der  Hrihendurchscbnilt    dieser   Dreiecke    ist    unbe- 
^^^B  »eglich, 

^^^F    ao)  der  Mittelpunkt  ihrer  ambescbriebenen  Kreise  benegl 
^^^  sich   auf  einem  Kreis,    dessen   Halbmesser  if/  — r, 

1  DiMer  Sau  i*l  liMrilirli   In  rivn  \oiit.   ^naHlf-i   ■••nTeri|iii-m 
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pp)  die. Mitten  der  Seiten,  die  Fuespanlcte  der  H5hen 
und  die  Mitten  der  oberen  Abschnitte  der  Hüben 
bewegen  sieb  auf  Einem  festen  Kreis. 

Aehnlicbe  Eigenscbaften »haben  die  Dreiecke,  welche  den  durch 
die  Ecken  gebenden  Kreis  and  einen  äusseren  Beröhrungskreis 
gemeiuscbaftlicb  haben. 

2.  Wenn  man  die  beiden  Kreise  konstrvirt,  welche  eioem 
sphärischen  Dreiecke  umbeschrieben  und  ein  beschrieben  sind,  so 
gibt  es  noch  unendlich  viele  sphärische  Dreiecke,  deren  Seiten 
den  ersteren  Kreis  berühren  und  deren  lE^cken  auf  dem  andern 
Kreisbogen  liegen.    Für  lille  diese  Dreiecke  ist  konstant: 

a)  das  Produkt  der  Sinus  der  halKien  Winkel, 

b)  das  Produkt  der  Cosinus  der  halben  Winkel, 

c)  das  Produkt  ^^^  Tangenten  der  halben  Winkel, 

d)  das  Produkt  der  Sinus  der  gansen  Winkel,. 

e)  die  Summe  der  Cosinus  der  ganzen  Winkel, 

f)  die  Summe  der  Sinus  ^&t  ganxen  Winkel, 

g)  das  Produkt  der  Sinus  der  halben  Seiten, 
b)  das  Produkt  der  Cosinus  der  halben  Seiten, 

i)  das  Produkt  der  Tangenten  der  halben  Seiten, 
k)  das  Produkt  der  Sinus  der  gansen  Seiten, 
I)  die  Summe  der  Cosinus  der  ganzen  Seiten,    ^ 
m)  die  Summe  der  Sinus  der  ganzen  Seiten, 
n)  der  Inhalt, 
o)  die  Summe  der  Seiten, 

p)  der  Inhalt  des  durch  ihre  Ecken  bestimmten  ebenen  Dreiecks, 
q)  das  Produkt  der  Seiten  des  durch  ihre  Ecken  bestimmten 

ebenen  Dreiecks, 
r)  das  Produkt  der  Sinus  der  Winkel  dieses  Dreiecks, 
s)  das  Produkt  der  Sinus  der  Winkel,  welche  die  Ebene  die- 
ses Dreiecks  mit  den  durch,  die  Seiten  der  entsprechen- 
den sphärischen  Dreiecke  gehenden  Ebenen  macht,    ' 
t)  das  Produkt    von   den   Tangenten   der   Halbmesser  ihrer 

äusseren  Beruhrungskreise, 
u)  das  Produkt  von  den  Tangenten  der  Halbmesser  der  drri 
Kreise,    wovon  jeder    durch   zwei   Ecken    eines    solchen 
Dreiecks  und  die  Gegenpunkte  der  dritten  Ecke  geht, 
v)  das  Produkt  der  Sinus  von  den  drei  Hoben. 

,  3.  Wenn  sich  ein  sphärisches  Dreieck  so  bewegt,  dass  seine 
Ecken  auf  einem  bestimmten  Kugelkreis  liegen  und  seine  Seiten 
eitlen  andern  Kreis  berühren,  so  ist  dasselbe  auch  bei  seinen 
Polardreieck  der  Fall. 
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Weitere  Aosfuhnuig  der  politischen  Arithmetik. 


Von 


Herrn  Dr.  X.  Oeiiingery 

GraMheriogUch   Badltrhem   Hofrathe    and    ordftnrlichpin.  Profeasor   der 
Mathematik   an  der  UniverKitAt  zu  Frei  bürg  u  B. 


Erstes  Kapitel. 

legrfilidiuly  einlffer  Ijelunifttse  in  der  polltüicbeB 

AritlimetUc. 


Die  aogenaonte  politische  Arithmetik  erhält  mit  Aasbildang 
4er  socialen  VerhSitnisse  immer  grossere  Bedeutimg.  Die  Benten- 
Autalteoy  Lebensversicherungen,  Tontinen,  Annuitäten /  Wittwen- 
bssen  n.  8.  «f.,  überhaupt  alle  derartige  Wohl thfttigkeits- Anstalten 
fatoi  darin  ihre  Begründung.  Die  Staats -Anleiheiv  und  Ihre 
AMitisation ,  die  Operationen  des  Geldmarkts,  die  Werthbestim- 
■Big  der  Staatspapiere  nach  verschiedenem  Kurse  und  Zinsfuss 
kuasei  nur  durch  sie  erörtert  und  festgestellt  werden. 

JKt  Feststellung  und  Begründung  derjenigen  Lehrsätze,  auf 
eo  die  Einrichtung  aller  der  genannten  Anstalten  beruht  und 
fie  allen  dabei  vorkommenden, Geldgeschäften  eine  sichere  Unter- 
hge  gibt,  hat  eine  n^cht  minder  wichtige  Bedeutung  und  wird 
laker  um  so  mehr  gerechtfertigt  erscheinen,  als  sie  bisher  nicht 
tenacht  wurde.* 

Seit  etwa  zwei  Jahrhunderten  werden  in  den  hieher  gehurigen 
Mriflen  zwei  Metboden  über  de.  Lehre  von  der  Zinsrechnung 
»die  mit  einfachen  Zinsen'*  und  „die  mit  zusammenge- 
setzten oder  Zinsesztnsen"  aufgestellt  und  von  Vielen  als 
gMefazeitig  neben  einander  zu  Recht  bestehend  angenommen. 
Wendet  man  nun  die  beiden  Methoden  auf  einen  und  denselben 
Fal  ma,  so  zeigt  sich  leicht,  dass  sie  auf  verschiedene  Re- 
sultate fflhren  und  fOhren  mfissen.    Der  Unterschied  ihrer 
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Ergebnisse  ist  uro  so  grosser ,  je  grosser  diö  Zahl  der  Jahre  an 
die  iD  Frage  kommeDden  Summen  sind.  Die  Verschiedenheit  d( 
Resultate  aber  muss  Jeden»  den  Mathematiker  wie  den  Nich 
roathematiker,  überraschen ;  denn  es  ist  offenbar  die  erste  Bedii 
^ung  einer  richtigen  Logik,  dass  die  Beantwortung  eines  un 
desselben  Problems,  auch  durch  verschiedene  Auflosungsmeth« 
den,  auf  je  in  und  dasselbe  Resultat  führen  müsse. 

Geschieht  diess  nicht  und  kommt  man  «durch  verscbiedene  M« 
thoden  auf  verschiedene  Resultate,  so  ist  es  nothwendig,  ub< 
die  Richtigkeit  der  angewendeten  Methoden  selbst  weiter  oaci 
zuforschen  und  über  ihre  Zulassbarkeit  zu  entscheiden.  Die  ue 
richtige  muss  dann  als  solche  bezeichnet  und  entfernt  werden. 

Diese  Bemerkungen,  die  so  einfach  sind,  dass,  wie  ichglanlx 
kein  gegründeter  Einwurf  ihnen  entgegen  gestelU  werden  kam 
fanden  dennoch  bis  jetzt  nicht  die  verdiente  Geltung.  Noch  bj 
man  sich  bis  auf  die  neueste  Zeit  nicht  über  ^ie  geeinigt  und  si 
als  Ffibrer  sur  Feststellung  der  ersten  Grundsätze  in  der  polit 
sehen  Arithmetik  benutzt,  wie  sich  die9s  beispielsweise  4in  der  laog 
Jahre  hindurch  geführten  Streitfrage  in  der  Mathematik  und  Jarif 
prudenz  über  die  richtige  Berechnung  des  Interusurjums  al 
deutlicher  Beleg  zeigt.  * 

Die  Frage  tritt  deutlicher  hervor,  wenn  man  sie' an  einen  b< 
stimmten  Fall  anschliesst,  wozu  der  folgende  von  einer  etwa 
grösseren  Zeitdauer  gewählt  wird. 

Ein  Kapital  von  1000  (Thir.  oder  Gulden)*)  igt  zwan 
zigmal  am  £nde  der  i^wanzig  folgenden  Jahre  öbo 
Zinsen  fällig.  Wie  gross  ist  der  gegenwärtige  WertI 
sämmtlicher  Zahlungen  bei  5  Proc.  Zinsen?^ 

Berechnet  man  den  fraglichen  Werth  bei  ein  fachen.  Ziiif« 
nach  der  Formel: 

*"*"^100 

(s.  meine  Anleitung  zu  finanziellen,  politischen  undjurl« 
diseben  Rechnungen  §.  13.  S.  20.),  setzt- A^  =  1000»  p-si 
«=1,2,3.... 20»  so  findet  sich  Folgendes: 


*)  Da  ei  gleichgölti^p  Ist,  ob  mao  bei  Kapital-Werth-Befechoosg^ 
in  Gulden  oder  Thalem  etc.  rechnet,  so  wirid  känfti|c  dieee«  Pridfl* 
aichC  besonders  beigefügt  werden. 


der  poUtiuken  Arithmetik.  19) 

-._1000      1000      1000.        1000.1000 
**""  1,06  +   1.1   +  1,15  +•  ••  1,95  +    2 

=  952, 380  952....  +  645, 161 29a... 

909,090909....  625,000000.... 

869,565217....  606,060606.... 

833, 333333....  588, 235  294.... 

800,000000....  671»  428571.... 

769,230769....  566,555555.... 

740,740740....  640,540540.... 

714, 285  714....  526, 315789.... 

689,665 172....  512, 820512.... 

666,666666....  500,000000... 

7944,949475....    5671,118160.... 
=  13616,067635.... 
Rechnet  man  mit  Zinseszinsen  nach  der  Formel 

■ 

(f  27.  S.  60.  m.  Anleit),  so  ist  der  gegenwärtige  Werth  ^ämrotlicber 
Kipitalsablongen  bei  Einfiibrang  der  oben  angegebenen  Wertbe: 

P_1000  ,1000  ,  1000  .       ^000  _,iiiA  1-1.05- "> 
'*— XÖ6"  + 1,05«+  1,05»"*"     •1,05»— *"""•       PS 

=  12462,210343.... 

In  eisten  Falle  ist  der  Werth  13616,067635....,  Im  «weiten 
12462,210343....  Diese ' Resultate  stimmen  nicht  überein.  Der 
Diterfchied  beträgt  1153,857292....  Welches  ist  die  richtige,  in 
^wNatnr.der  Sache  begründete  Werthbestimmung  ? 

Diese  Frage  soll  nun  beantwortet  werden.  Es  dürfte  dabei 
oicbt  uninteressant  sein,  erst  die  Geschichte .  der  Streitfrage  zu 
verfolgen,  worüber  schon  in  meiner  Anleitung  einige  Andeutungen 
gegtben  wurden.'  Es  soll  in  Küi^ze  geschehen,  wobei  jedoch  nicht 
ciie  Tollstfindige  Darlegung  beabsichtigt  ist,  sondern  nur  insoweit, 
'^  mir  die  Schriften  aus  früherer  Zeit  s^änglich  waren. 

§.2. 

Oeschicbtiiche  Notizen.    Seit  etwas  mehr  als  zwei  Jahr* 

18* 
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handerten  «fcbeint  man  die  Rechnung  mit  Zinseszinseo  gekannt  zi 
haben. 

Kästner  berichtet  nämlich  (t^'ort^etzung  der  Redien 
kunst.  2.  Aufl.  S.  170.)  dass  Stevin  (Le8  oeuvres  roatli^ 
matiqu.e6  de  Simon  Stevin,  revues  et  augmentöes  p 
Alb.  Girard.  Fol.  Leyde.  Elzev.  ]634.)  Tafeln  für  die'Recl 
nang  mit  Zinseszinsen  aufgestellt  und  sie  auf  die  \Verthbestin 
mung  föliiger  Kapitalien  an<;evi-endet  habe.  Die  von  ihm  befolgt 
'Rechnungsweise  ist  eine  eigenthümliche ,  von  der  jetzigen  thei 
weise  verschiedene.  Die  Tafeln  erstrecken  sich  auf  dreissig  Jahi 
und  verschiedene  Zinsfusse.  Sie  zerfallen  in  drei  Classen.  Di 
erste  gibt  den  Anwuchs  eines  gegenwärtigen  Kapitalis  samn 
^inseszins  für  diesen  Zeitraum  an ;  die  zweite  den  gegenwärtige 
Werth  einer  später  f&lli|;en,  unverzinslichen  Summe;  die  driti 
den  gegenwärtigen  Werth  wiederholt  fälliger,  unverzinslicher  Son 
men  (Renten).  Hiernach  fehlt  im  Vergleich  mit  den  jetzigen  Tafel 
diejenige  Glasse,  welche  Anwuchs  wiederholt  billiger  Kapitalic 
mit  Zinseszinsen  angibt. 

Nach  Kästner  hat  Stevin  in  der  Practique  de  l'Aritl 
m^tique  pg.  185.  beide  Rechnungsarten,  die  mit  einfachen  Zii 
sen  (ttsurae  simplices)  und  die  mit  Zinseszinsen  (usurae  coroposita 
gelehrt,  und  zwar  so,  dass  schon  vor  Stevin's  Zeiten  die  Frag 
was  jetzt  statt  eines  nach  einigen  Jahren  unverzinslich  föllig« 
Kapitals  gezahlt  werden  müsse,  dahin  beantwortet  wurde,  d& 
m^n  nach  Beschaffenheit  der  Umstände  einfache  Interesse 
oder  zusammengesetzte  gerechnet  hat. 

Ob  Stevin  die  Rechnung  mit  Zinseszinsen  zuerst  oder  e 
Anderer  vor  ihm  lehrte,  ist  nicht  gesagt.  So  viel  aber  ist  ersicli 
lieh,  dass  Simon  Stevin  sie  gekannt  hat.  Jedenfalls  ist  hiernai 
die  Ansicht,  womach  Leibtiitz  als  der  Begründer  oder  Erfindi 
der  Rechnung  mit  Zinseszinsen  gilt,  als  unrichtig  zu  bezeichne 
da  sie  schon  geraume  Zeit  vor  ihm  gekannt  war.  Möglich  ifl 
dass  Leibnitz  bei  Bearbeitung  seiner  Abhandlung  die  Schrifte 
Stevin's,  ob  sie  gleich  schon  im  Jahre  1608  zu  Leyden  in  d( 
Ursprache  erschienen  waren,  nicht  kannte. 

Von  nun  an  kniipft  sich  die  ,Geschichte  dieser  fiir  die  pol 
tische  Arithmetik  wichtigen  Reghnungsmethoden  an  die  Geschieht 
der  richtigen  Berechnungsweise  des  Idterusuriums,  einer  i 
der  Wirklichkeit  praktisch  wichtigen  Frage,  und  ist  ganz  inoi 
mit  ihr  verwoben. 

Carpzov  theilte  in  seinem  Werke  „Opus  Decisionoi 
illustriom  Sazonicarum.    Lips."  zuerst  in  der  1.  Ausg.  (voi 


der  i>otltlsc/ien  ArlihmeUli, 

Jsbte  1660)  unil  <Innn  in  der  xweilen  (vom  Jahte  mi)  Deciain  275. 
pg.  597.  Pinckaril's  Methode,  da»  Interuäurium  zu  berechnen, 
mit.  Sie  besteht  icii  WeHeiillifbeh  darin,  dasa  der  Käufer  oder 
Sdiitlilner,  der  nach  Verlauf  einer  hestiinmten  Zeit  eine  oder 
iD«hrere  Summen  zu  zahlen  hat,  die  Zint^en  dieser  ijummen  voll 
mrcchnen ,  und  im  Falle  er  sogleich  bezahlt,  von  der  -Schuld- 
»unitne  abziehen  darf. 

Nach  der  niiiidicheti  Bezeichnung  wie  im  vorigen  Parugrapben 
wjfe  demnach  »lef  gegen ivärl ige  Werlh  einer  nach  n  Jahren  fäl- 
lten unterziaslichen  Schuld  hei  p  Procent 


Im  Jahre  16S3  erschien  in  den  A( 
eine  Abhandlung:  „Meditatio  jur 
i«tera8urio  «iniplice"  von  Leibni 
itilliri  ansspricht,  dass  der  Werth  di 
Keclits^elehrten  nicht  hinlänglich  und  i 
ti;  besliramt  werde.     Er   wendet  nun  i 


a  Eruditorum  pg.  425. 
lico-niatbeinatica  de 
E,  worin  er  seine  Ansicht 
Inlerusuriuma  von  den 
1  andern  nicht  gan»  rich- 
»  Zinnzins' Rechnung  auf 
die  Werih-Ermittlung  deseelhen  an  und  lugt  hinzu,  dass  sieb 
duselbe  %ti  auf  eine  genaue  Weiue  bestimmen  lasse.  Den 
Beneis,  das»  dies»  die  richtige  Berechnungsart  sei,  gab  «r  aber 
nicht,  sondern  blieb  ihn  schuldig  *},  denn  er  sagt  nur,  dass  man 
ilen  fraglichen  Werth  auf  diese  Weise  bestimmen  könne,  niebt 
dus  tnan  ihn  so  und  nicht  anders  bestimmen  müsse,  stellt  sich 
iiittsx  auch  nicht  ausschliesslich  auf  den  Boden  der  Mathematik, 
dieallein  bei  Entscheidung  dieser  Streitfrage  maassgebend  sein  kann. 


i 
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e  aber  nicht  auf  eine  einfache  nalurgemäs«e  Art 


*)  DI«  hierher  gehuri)crn  Wtii 
UbU,  •iild  1  Inlorusitriuro  ah 
lt«t.   Mt  differenüa  ii 


e,  wnniil  Lei  Im  i  Ix  ««ine  Alilinnillung 
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und  in  der  yorstehenden  Form,  sondern  dorcb  eine  onendliehe 
Reihe  mittelst  Auflusuog  des  im  Männer  stehenden  Binoniun», 
nämlich  durch : 

« 

-^    Ä-iK/l    ^    P    ,n{n^-l)     p^       n(n+l)(n+2)   p» 

Diese  allgemeine  Reihe  selbst  theilte  er  nicht  mit,  sondern  aof 
eine  sehr  umständliche  Art  die  sich  aus  ihr  ergebenden  fanf 
ersten  Fäll^  für  n  =  l,  2,  3,  4,  5  und  /i=5.    Er  schreibt  feretr 

für  1^  die  Zahlen  |7jn=^»  setzt  dann  ftirdie  Vorzahlen  (Fakvl- 

täten  von  n)  der'lsten,  2ten,  3ten,  4ten  und  6ten  Potenfi  die  Bis* 

heiten,  dann  die  natOrliche  Zahlenreihe^  die  Triangulär-  und  Pyra- 

20    20*'   20' 
midal -Zahlen,  «velche  denH^otenzen  von  ^»  ^i  ofi»--*'  '^^ 

huren.  Schliesslich  ist  eine  Tafel  angegeben,  worin  die  Zahlea* 
werthe  von  ISip^^  auf  40  Jahre  für  den  Zinsfuss  5  berechset 
sind*    pg*  432« 

Die  von  Leibnitz  aufgestellte  Rechnungsart  wurde  vieifadi 
nrissverstanden ,  wie  sich  später  zeigen  wird ,  und  wobei  die  nicht 
zweckinässige  Entwicklungsweise  durch  unendliche  Reihen  haupt- 
sächlich mitgewirkt  liaben  mag. 

Gegen  die  beiden  .eben  genannten  Rechnungsarten  trat  » 
Anfange  des  vorigen  Jahrhunderts  6.  A.  Hjoffmann  in  eineii 
.Anhange  zu  seiner  Schrift  „Klugheit  Haus  zu  halten'*  oder 
„Prudentia  oecooomica  in  formam  artis  red  acta*'  Dres- 
den und  Leipzig.  (1.  Aufl.  1731.  2.  Aufl.  .1737.X  auf  und  zeigte 
darin  das  Unhaltbare  der  Pinckard'schen  Methode»  Indem  bei 
später   fällig  werdenden   Kapitalien   der    Schuldner  entweder  n 

einer  viel  zu  geringen  oder  zu  gar  keiner  Zahlung  (wenn  1-^^ 
=0  in  Nr.  1  wird)  angehalten  werden,  oder  gar  noch  mit  eioer 
Forderung  gegen .  den  Gläubiger  auftreten  könne,   weoB  7^>'l 

wird.  Er  machte  mit  Recht  darauf  aufmerksam,  dass  ein  auch 
noQh  so  spät  fälliges  Kapital  nie,  wie  die  Pincl^ard'sche  Me- 
thode behauptet,  durch  das  Interusurium  aufgezehrt  werden 
könne,  sondern  immer  in  der  Gegenwart  einen  bestimmten,  wenn 
auch  kleinern  oder  sehr  kleinen  Werth  habe. 

I 

Die  von  ihm  aufgestellte  Regel  ist  die  Rechnung  mit  ein- 
fachen Zinsen.  Sie  wird  durch  die  oben  §.  1.  angegebene 
Formel : 


4)  R 
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usgedrflokt.  Hoffmann  entvrickeit  die  Formel  nicht  in  der  vor- 
stehenden Ivestait,  sondern  verdeutlicht  sein  Verfahren  an. beson- 
der!) Fällen  bei  dem  Zinsfuss  5.  Er  bestimmt  zuerst  den  Werth 
k%  Interusuriunis  flir  sieb  auf  eine  ziemlich  weitlSufige  and  etwas 
nsammengesetzte  Weise  und  leitet  dann  durch  dessen  Abzug  die 
Grosse  ^t^s  dem  Gläubiger  auszuzahlenden  Kfipitals  ab.  Den 
Sdduss  auf  die  allgemeine  Formel  überlSsst  er  dem  Leser. 

Merkwürdig  ist,  dass  Hoffmann,  wahrscheinlich  durch  die 
leibnitz'sche  Reihen-Entwicklung  irre  geführt»  die  Ziiis-Zins- 
Hethode  anrichtig auffasste 9  sie  mit  d^r  Pinckaid'schen  zusaro- 
BfDirarf  (j.  11.  seiner  Abhandlung)  und  behauptete,  dass  sie  wie 
jeae  das  Kapital  endlich  absorbire,  jedoch  bei  5  Procent  erst  in 
n  Jahren  9  anstatt  wie  jene  in  20.  Seine  sehr  ausgedehnte  Ab- 
kudlang  umfasst  42  »Seiten  in  30  Paragraphen. 

Von  da  an  wurde  die  Pinckard'sche  Methode  als^unver- 
Uglich  mit  richtigen  Principien  verlassen  und  aus  der  Wissen* 
MWt  verbannt  Der  Streit  aber,  ob  die  R^hnung  mit  einfachen 
Suen  (die  Hoffroann'sche)  oder  die  mit  Zinses -Zinsen  (die 
Leibnitz'sche)  die  richtige  sei,  fortgeführt. 

Polack,  Professor  Juris  nnd  Matheseos  auf  der  Universität 
a  Frankfurt  a.  d.  O.,  trat  in  der  ersten  Auflage  seiner  Mathesis 
ftrensis  v.  J.  1734  (7.  Kap.  §.  32.  u.  ff.)  als  Vertheidiger  der  Hoff- 
Atan'sehen  und  Gegner  der  Leibnitz'schen  Methode  auf  und 
fwwtrf  letztere  aus  den  nämlichen  unhaltbaren  Gründen,  als  es 
HffTmann  gethan  hatte. 

Dagegen  trat  Bilfinger  für  die  Richtigkeit  der  Leibnitz- 
sebea  Methode  in  einer  besondern,  hiefiir  verfassten  gründlichen 
Abhandlung  in  die  Schranken ^  zeigte,  dass  die  Leibnitz'sche 
Methode  von  ihren  Gegnern  unrichtig  verstanden  worden  sei,  dass 
eine  sorgföltigere  und  bessere  Benutzung  des  sogleich  fölligen 
Kapitals,  als  die  Hoffniann'sche  Methode  voraussetzt,  von  Sei- 
ten des  Gläubigers  mdglich,  ja  geboten  sei,  und  wies  nach,  dass 
Aese  durch  die  Leibnitz'sche  Berechnungsweise' gesichert  sei. 
Auch  machte  Bilfinger  darauf  aufmerksam,  dass  der  Schuldner 
ider  Natzniesser  durch  Anwendung  der  Hoffmann'schen  Methode 
benacbtheiligt  werde,  und  iiob  die  starken  Differenzen  hervor, 
veldie  sich  durch  Anwendung  der  beiden  Rechnungsmethoden  in 
hr  Werthbestimmong  der  Kapitalien  bei  nur  einigermaassen  bcdeu- 
endeo  Samnien  und  Zeiträumen  ergeben. 


196  Oetlinger:    Weitere  Ausfüiirung 

Er  schickte  diese  Abhandlung  dem  Professor  Polack  zu. 
Letzterer  nahm  sie  als  Anhang  zar  dritten  Auflage  seiner  Mathe- 
sis  l'orensis  vom  Jahre  «1756  auf,  erkannte  die  von  ihm  began- 
genen Ir'rthunier  (§.  53.  und  §.  54.)  mit  lobenswerther  Aufrichtif^keit 
an,  meinte  indessen  doch, «dass  die  Leibnitz'sche  Methode  dem 
Rechte 'zuwider  sei,  weil  die  Gesetze  die  Forderung  von  Zin- 
seszinsen (anatocisnius)  verbieten,  und  beharrte  desshalb  und  zum 
Theil.aus  Raeksicht  der  Billigkeit  auf  der  Richtigkeit  der  Hoff- 
mann' sehen  Methode. 

Von  Clausberg  entwickeUim  vierten  Theil  seiner  „demon- 
strativen Rechenkunst  zweite  Aufl.  vom  Jahre  1748.  Leip- 
zig (die  erste  Auflaj^e  erschien  im  Jahre  1732)  S.  1108  u.  ff.  beide 
Rechnungsarten   und   nennt  die  Rechnung   mit  einfachen   ZtDsen 
„gemeine  Interessen -Rechnung '*  und  die  mit  Ztnseszinsen  „Rech- 
nung der  Interesse  auf  Interesse.'^    Auf  die  Frage:    welcher  von 
den  beiden  Arten  man  sich  bei  gerichtlichen   „Subhastationibus" 
'bedienen  solle?  gibt  er  S.  1233.  §.  1278.  folgende  Antwort,  ^,dass 
die  Erörterung  dieser  Frage  nicht  den  Arithmeticis,  sondern  den 
Rechtsgelehrten  obliege,  denn  jene  haben  sich  beflissen,  «die 
Richtigkeit   beiderlei    Rechnungsarten    zu  zeigen,   und  wird  man 
wenig  rechtschaffene  Rechenbücher  finden,  in  welchen  solche  zwei 
Arten  zur .  Berechnun&r  des  Rabatts  oder  Interusurii  von  etlichen 
oder  vielen  Jahren  nicht  sollteq  angewiesen  worden  sein.    Diese 
müssen    hingegen    aus   den   Rechten   die    Ursachen    untersuchen, 
warum  eigentlich  Interesse'  auf  Interesse  zu  nehmen  verboteo  wird, 
auch  wie  weit  solches   Verbot  zu   extendiren ,    oder  ob  es  ohne 
Exception  sei;   und  aus  solchen  Gründen   deduciren,  welche  Art 
zu  erwählen.  ** 

Von  einem  gelehrten  Freunde  aufgefordert ,  seine  eigene  An- 
sicht über  die  Streitfrage  auszusprechen,  nimmt  er  keinen  Anstand, 
zu  erklären,  dass  seines  Bediinkens,  jedoch  unmaassgeblieh,  die 
Rechnung  mit  Zinseszinsen  der  mit  einfachen  Zinsen  „vorzuziehen 
sei'S  sucht  dann  den  'Einwurf  des  Anatocismus  zu  entkräften, 
S.  1234.  §.  1279.,  und  fiigt  bei,  dass  er  in  Gutachten,  zu  deren 
Erstattung  er  aufgefordert  wurde,  die  erste  Art  angewendet  habe* 

Er  bespricht  darauf,  §.  1282.>  die  Carpzov'sche  (Ptnclcard- 
scbe),    Leibnitz'sche   und  Uoffmann*s<^he   Methode  und  hO' 
merkt,    dass  Hoffmann   die  Leibnitz'sche  Methode  ganz  uO' 
richtig  aufgefasst  habe,  dass  Hoffmann  die  von  ihm  entwickelt^ 
Methode  als  eine  „neue*'  bezeichne«  was  durchcius  irrig  sei,  d^ 
er  selbst  (v.  Clausberg)  dieselbe  schon  im  Jahre  1732  geleb^^ 
habe  und  sie  auch  fast  in  „allen  alten  und  neuen  Recbenbficber^ 
zu  finden^ sei. '* 
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Dadurch  geräth  er  mit  Ho  ff  mann  in  einen  Streit,  worauf 
letzterer  in  einem  besondern  Anhange  zu  Polack's  Matjiesis 
forensisy  3.  Aufl.,  S.  129.  ausfuhrlich  antwortet  und  die  von  ihm 
tnfgeatellte  Methode  als  sein  I^igenthum  yindicirt.  Augenschein- 
lich gebt  aber  aus  diesen  Erörterungen  herror,  dass  Hoffmann 
nicht  der  Erfinder  oder  Begründer  der  nach  ihm  benannten  Me- 
thode ist,,  obgleich  er  sich  dafür  hält,  und  dass  sie  mit  Unrecht 
«einen  Namen  trägt,  wie  diess  auch  bei,  der  Leibnitz'schen  Me- 
thode der  Fall  ist. 

Verfolgt  man  von  jetzt  an  die  Geschichte  dieses  Streits  wei- 
ter, so  lassen  sich  die  dahin  einschlagenden  Schriften  in  Grup- 
pen ordni?n,  welche  sich  fiir  die  eine  oder  die  andere  Rechnungs- 
art erklären ,  oder  die  Sache  unentschieden  lassen  und  meinen, 
dass  der  Gesetzgebung  und  ihrer  Auslegung,  dem  Debereinkommen 
iwischen  Schuldner  und  Gläubiger,  den  Umständen,  Billigkeits- 
Rücksichten,  der  besondern  Entscheidung  im  einzelnen  Falle  u.  s.  M 
überlassen  werden  müsse,  wie  gerechnet  werden  soll. 

Man  sieht,  dass  es  nicht  gelang,  einen  festen  Standpunkt  zu 
geyvinnen,  und  dass  man  nicht  dariiuf  dachte,  aus  derjenigen 
Wissenschaft  Entscheidungsgrfinde  zu  holen,  von  welcher  sie 
doch  einzig  und  allein  in  dieser  Streitfrage  hergeholt  werden  >k5n- 
len,  nämlich  von  der  Mathematik,  denn  nicht  die  Jurisprudenz, 
■ickt  Rücksicht,  nicht  besondere  Umstände  u.  s.  w.  können  die 
*  Riebtigkeit  des  Caiculs  feststellen.  - 

Kästner  sucht  in  einem  1739  zu  Leipzig  erschienenen  Pro- 
gramm: „Pro  justitia  calculi  interusurii  Leibnitziani'' 
z«  leigen ,  dass^  die  Rechnung  mit  Zinseszinsen  vollkommen  mit 
dea  Rechten  übereinstinfme  (Fortsetzung  de»  Rechenkunst, 
2.  Aal,  S.  175).  Diesen  Gedanken  hält  er  aber  nicht  fest,,  denn 
er  stellt  in  der  zuletzt  genannten  Schrift  die  Lehre  der  Rechnung 
mit  Zinseszinsen  und  der  mit  einfachen  Zinsen  zusammen ,  ohne 
deo  schuldigen  Beweis  für  die  Richtigkeit  der  einen  oder  der  andern 
u  geben,  und  beschränkt  sich  darauf,  den  Einwurf  des  Anato- 
cismas  zu  entfernen. 

Auch  Chassbt  de  Florencourt  spricht  sich  für  die  Znlass- 
btrleit  der  Rechnung  mit  Zioseszinsen  in  seinen  „Abhandlun- 
gen ans  der  juridischen  4ind  politischen  Rechenkunst, 
1781 'S  S.  8.  und  9.  aus  und  entwickelt  in  seiner  Schrift  nur  diese, 
aieht  die  mit  einfachen  Zinsen. 

Dasselbe  tbun  Tetens  in  seiner  „Einleitung  zur  Be- 
rechnung der  Leibrenten  und  Anwartschaften,  1785^' 
oud  Meyer  in  8einer^,Auleitüng  zur  Berechnung  der  Leib- 
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reoten  und  Auwartschaftett,  1823";  eben  so  J.  A.  Grnnert 
in  seiner  «»Politischen  Arithme'tik,  Leipzig  1841^  n.  A.  Fer* 
ner  vrird  ndr  die  Lehre  von  der  Zinszins -fiechnung  in  folgenden 
Schriften  yorgetfagen:  „Trait^  des  Annuit^s  ou  de  rentes 
k  tejkne  connu  p.  M.  Üeparcieuz.  Paris  1781";  »»Theorie 
Ton  Witt^enkassen  Ton  Karsten»  Halle  1784^';  -»»N^ae 
Theorie  der  Berechnung  zusammengesetzter  Zinse  von 
J.  J.  Gremilliet  (deutsch  Ton  Deyhie)»  DIm  1825";  „Die 
Theorie  der  Lebensrenten,  JL<ebensversicberangen, 
Wittwenkassen  etc.  von  Baüy  (deutsch  von  Schnuse), 
Weimar  1839"  u.  A.»  so  dass  wohl  vorauszusetzen  ist»  dass  diese 
Rechnungsart  von  den  genannten  Schriftstellern  als  die  richtige 
angenommen  wird. 

.  Dagegen  erkifirt  sich  Dnger  in  seinen  yyBeiträgeji  zur 
Hathesi  forensi"  vom  Jahre  1740,  1.  Abhandl.»  unter  gewissen 
Modifikationen  für  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinseir,  also  fiBr 
die  Hoffmann'sche  Methode»  theilt  aber  auch  in  der  5.  Abhandl. 
die  Rechnung  mit  Zinseszinsen  mit. 

Miehelsen  entwickelt  beide  R^hnungs-Methbden  in  seiner 
»»Anleitung  zur  juristischen»  politischen  und  Ökonomi- 
schen Rechenkunst»  Halle  1782»  2  ThIe.'S  iSsst  die  Ent- 
scheidung der  Frage:  ob  nach  der  einerroder  andern  Art  bei  der 
Anwendung  auf  den  einzelnen  Fall  gerechnet  werden  müsse,  von 
den  Umständen  abh&ngen»  und  meint»  dass  »»diejenigen,  irren»  wekhe 
ausschliessungsweise  die  eine  pder  die  andere  angewandt  wissen 
wollen,  und  es  lässt  sich  die  angefahrte  Frage»  allgemein  genom- 
men» auf  keine  Art  und  Weise  bestimmt  beantworten."  Er  erör- 
tert seine  Ansicl\t  näher  (S.  240.  u.  ff.  1.  ThI.)  und  wird  dadurch 
auf  einen  Vermittlungsvorschlag  geführt,  wornach  das  Mittel  aa« 
der  Diflbrenz  genommen  werden  soll»  falls  sich  eine  solche  durch 
Anwendung  beider  Rechnungsarten  ergeben  sollte. 

Koch  erklärt  sich  für  die  Zulässigkeit  der  Rechnung  mit  Zki* 
seszinsen  mit  den  durch  die  Gesetze  bestimmten  Einschränkungeq 
in  seiner  „Gemein  verständlichen  Anleitung  zur^Anweo-' 
du/Ug  der  Logarithmen-Rechn^ung,  Magdeb.  1809'S  S.  56. 
§.39.  Eben  so  hält  Schweins  in  seiner  »»Zinszins^I^ecb- 
nung  für  Geschäftsmänner,  Darmst.  1812'%  Vorr.  S.  1  Vi  die 
Rechnung  mit  Zinseszinsen  in  bestimmten  Fällen  für  erlaubt. 

\         9 

0 

Brune  lässt  die  Streitfrage  in  seiner  „Kurzgefassten  Dar- 
stellung der  einfachen  und  zusammengesetzten  Zins- 
rechnung» Lemgo  1813 ''  unentschieden  und  äussert  sieb  in  der 
Vorrede  S.  V.  so:   „Zwar  ist  in  den  meisten  Rechnungsgeschifleo 
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die  Anuenduiig  der  einfachen  Zinsrecliiiiing  iiichl  nielir  jieUräiich- 
lieh;   allein  es  ist  doch   tvenigstens  nützlich;   die  Verschiedenheit 
der  Resultate,    welche  eine  nach  eiufachen  und  zuHamniengesetz- 
ten  Zinsen  berechnele  AurgHbe  hervorbringt,   zu  kenne».     Ek  ist    t 
nicht  die  Suche  des   Caiculators,    sondern   die   der   inleresxirten    1 
Partheien  oder  des  (Jet^etzes,  zu  entscheiden,  ob  nach  dieaer  oder     I 
jener  Atl  gerechnet  »erden  soll,    und  daher  habe   ich  wich  uiicb    1 
aller  Uaterauchungen  darüber,    »eiche   von   beiden  in  jedem  vor- 
gegebenen  Falle  eigentlich    angewandt    werden  muss,    enthalten.     { 
leb  habe  nur  gezeigt,  wie  man  rechnen  tnus»,  nenn  einfache  oder    ' 
ZiDsesxiiiseii  vorausgesetzt  werden." 

Von  woher,  so  muss  man  fragen  ,  kann  aber  die  Gesetzgebung 
die  Entscheid ungsgründe  fär  die  Richtigkeit  der  einen  oder  der 
ajidem   lAethode  entnehmen,  als   von   der  Mathematik^   d.i.    von 

Arilhmelicis  oder  Calculatoren.  , 

diesen   Worten    ist  im   Wesentlichen   die  Geschichte  der     , 
trage:    ob  die  Rechnung   mit  einfachen  oder  mit  Zineeszin-    i 
I  die  richtige  sei  j    bis  in  die  neuere  Zeit  bezeichnet.    Nirgends    \ 
zeigt  sich  ein  fester  Anhaltspunkt     Uie  .Ansichten   für  die  Kicfa- 
tigkeit  der  einen   oder  der  andern  stehen  sich    einerseits  schroff 
entgegen,  andererseits  herrscht  ralbloses  Schwanken,  grosse  Un- 
sicherheit und  Inconsequenz,  denn  da  beide  Rechnungsarten,  wie 
in  §.  I.  angedeutet  und  bereits   auch  anerkannt  ist,    im  einzelnen 
Fdle  auf  verschiedene  Resultate  führen,  können  sie  nicht  zusam- 
n«n  zu   Recht  bestehen.     Soll  nun   die  Mathematik  leisten,    was    , 
si«  2U  leisten  hat,  st>  muss  sie  dies«  Streitfrage  zu  lösen  im  Stande 
■dB,  oder  Hie   verdient  den  Vorzug  nicht,    der  ihr    bisher   ohne" 
Widerspruch  eingeräumt  wurde  und  wornach  sie  keine  Controverse 
auf  ihrem  Gebiete   duldet,    und   kann   »ie  diese   Streitfrage    nicht 
tiisen,    so  int  der   [JoUttschen  Arithmetik  jede  sichere  Basis  en^ 
zogen   und   sie    kann   auf  den  Namen   einer  Wissenschalt  keinen 
Ansprach  ferner  machen. 

Sieht   man   sich,    um   diese  Frage  zur  Entscheidung  zd  brin-    < 
gen,   nach    den    Gründen    um,    welche  bisher   für  die  Richtigkeit 
■ier  genannten   Rechnungsarten  gellend   gemacht  wurden,    so  b^ 
I      fMien  sie  hauptsächlich  in  folgenden: 

Pa.     Für    die  Rechnung  mit   einfachen  Zinsen 
(Hoffmann'sche  Methode).  '. 

I)  Ubs   riimiscbe  Recht    gestattet   den    anatocismus   nicht.    ' 
^    kann  also   eine  Methode,    welche  Zinse  von  Zinsen  in  Rech« 
wmg  liringt,  keine  Anwendung  linden.     Die  Lelbnilzsche  Ma>   I 
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thode  rechnet  Zins  von  Zins,  die  Hoffmann'sche  nicht.    Daher 
Icann  erstere  nicht,  sondern  nur  die  letztere  angewendet  werden. 

2)  Die  Rechnung  mit  einfachen  Zinöen  entspricht  besser  den 
Verhältnissen  decf  praktischen  Lebens  als  die  Zinszins-Rechnung. 
Die  letztere  setzt  voraus,  dass  die  Zinszahlung  richtig  auf  den 
Verfalltag  erfolge  und  dass  die  Zinsen* sogleich  wieder  nutzbrin- 
gend angelegt  werden.  Ersteres  wird  nicht  immer  eintreten  und 
letzteres  wird  ,nicht  immer  und  taamentlich  bei  kleinen  Stimmen 
nicht  geschehen  kOnnen.  . 

3)  Der  Gläubiger  wird  durch  die  S^ihszins- Rechnung  (Leib- 
nitz'sche  Methode)  beeinträchtigt.  Der  Nutzen,  welchen  ein 
Kapital  durch  Zinseszinsen  abwirft,  wird  grosser  angenommen, 
als  bei  aller  Sorgfalt  und  Thätigkeit  des  Gläubigers  erreicht  wer* 
den  kann.  Der  Werth  der  Forderung  wird  also  geringer,  als  die 
Benutzung  in  der  Wirklicbkeit  zulässt,  angeschlagen.  Der  Gläu- 
biger kommt  dadurch  in  Schaden;  durch  die  Berechnung' mit  ein- 
fachen Zinsen  nicht. 

b.     Für  die  Rechnung  mit  Zinseszin^en 
(Leibnitz'sche  Methode). 

1)  Wird  ein  nach  Ablauf  einer  Zeitfrist  fälliges  Kapital  schon 
jetzt  an  den  Gläubiger  gezahlt,  so  kann  von  ihm  Verlangt  werden, 
dass  er  dasselbe  möglichst  sorgfältig  behandle,  die  Zinsen  der  , 
Zwischenzeit  nicht  geniesse,  sondern  sie  zinstragend  zum  Kapi«» 
tale  schlage  und  das  Kapital  nebst  Zinsen  als  för  die  Zwischen- 
zeit nicht  för  ihn  existirend  betrachte,  wie  diess  auch  wirklich 
stattgefunden  hätte,  wenn  es  erst  nach  Umlauf  der  Nutzniessungs- 
zeit  an  ihn  ausgezahlt  worden  wäre.  Recht  und  Biliigkeil  ver- 
langt, dass  er  die  jeweils  fälligen  Zinse  nicht  mussig  liegen  lasse. 
Hieraus  folgt  nun: 

2)  dass  der  unter  No.*  1,  a.  gemachte  Vorwurf  d^s  Anatocis- 
mus  nicht  gegründet  ist.  Zinse  nämlich,  die  von  einem  Kapi- 
tale eingegangen  sind,  können  als  ein  Kapital  betrachtet  werden, 
und  werden  in  der  Wirklichkeit  auch  so  betrachtet.  Sie  koniieo 
also,  wie  es  auch  geschieht,  als  zinstragend  angelegt  werden. 
Der  Einwurf  des  Anatocismus  trifft  daher  nicht  zu,  wie  denn  auch 
die  meisten  Rechtslehrer  und  manche  Gesetzgebungen  keinen 
Anatocismus  darin  Erblicken. 

3)  Demnach  widerlegt  sich  auch  der  Vorwurf  No.  3,  a.  wegeO- 
Beeinträchtigung  des  Gläubigers. 

Es  ist  nun  nicht  zu  verkennen,  dass  die  hier  zusammeng^'* 
stellten  Gründe  für  und  wider  von  Zufälligkeiten  hergeholt  sinA^ 
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and  sich   nicht  auf  die  Sache  als  solche,  sondern  auf  Aeusser 
tichkeiten  beziehen,  als  da  sind:    verspfitetes  Eingehen  der  ftlli- 
gen  Zinsen»  Möglichkeit,  dieselben  sogleich  vrieder  zu  benutzen, 
Disponibilität  eines  Geldmarkts,  Sorgfalt  in  Benutzung  der  empfan- 
genen Summen,  ThMtigkeit  und  Fleiss  des  Empfängers,  Stipula- 
tionen bestimmter  Gesetze,    besondere  Rücksichtnahme  auf  den 
Vortheil  des  Gläubigers  und  Betonung  desselben  (Np.  3,  a.),  wäh- 
rend doch  der  Schuldner  oder  Nutzniesser  die  gleiche  Rücksicht 
verdient,  da  die  Benutzung  der  ihm  im  Laufeder  Zeitzufallenden 
Zinsen  noch  viel  schw.ieriger  wird,  weil  sie  immer  nur  ein  Meiner 
The^  des  Kapitals  sind,  u.  s.  w.    Zudem  ist  der  so  oft  und  stark 
betonte   Einwurf   wegen    verspäteten    Eingehens    der    Zinse    <)er 
sehwichste,     da   diesem    Umstände   durch  Zurfickschiebung    der 
Zahlung  auf  eine  etwas  spätere  Zeit,  etwa  ein  viertel  oder  halbes 
Jahr  nach  der  Verfallzeit,  ganz  leicht  begegnet  werden  kaviii,  wie 
avch  einzelne  Gesetzgebungen  Ibun. 

Nach  Innern  Gründen,  die  meines  Erachtens  nur  aus  der 
Mathematik  unter  Zugrundelegung  allgemein  anerkannter  That- 
sachen  hergeholt  werden  müssen,  hat  man  sich,  wie  aus  dem 
Gesagten 'hervorgebt,  nicht  umgesehen,  denn  weder  Leibnitz, 
noch  ein  anderer  nach  ihm  hat  den  schuldigen  Beweis ,  geliefert, 
dass  die  Rechnung  mit  Zinseszinsen  zu  einem  richtigen  Resul- 
tate und  die  mit  einfachen  Zinsen  zu  einem  unrichtigen  flihre^  eben  so 
wenig,  als  umgekehrt  Hoffmaun  und  seine  Nachfolger  bisher 
nacbgewiesei)  haben,  dass  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  zu 
dem  richtigen  und  die  mit  Zinseszinsen  zu  einem  unrichtigen  Re- 
nltate  fShre. 

leb  habe  nun  in  meiner  Anleitung  §§.  28—^.  S.  56.  u.  iF.  das 
Vcrhältniss  zwischen  der  Rechntang  mit  einfachen  Zinsen  und 
derjenigen  mit  Zinseszinsen  festzustellen  gesucht,  und  glaube  für 
«0  unbefangenes  Drtheil  dort  den  Beweis  geliefert  zu  haben,  dass 
beid»  Rechnungsarten  immer  auf  verschiedene  Resultate  ftihreo, 
«renn  die  Zeit,  worin  die  Kapitalien  fällig  sind,  sich  auf  mehr 
als  ein  Jahr  erstreckt,  und  dass  dann  nur  die  Rechnung  mit  Ziu- 
sessinsen  auf  ein  richtiges  und  die  mit  einfachen  Zinsen  auf  ein 
nnricbtiges  Resultat  führe. 

Da  mit  dieser  Untersuchung  die  Streitfrage  über  die  richtige 
Berechnung  des  Interusuriums  auf  das  Genaueste  zusammenhängt, 
so  habe  ich  die  dort  entwickelten  Sätze  in  dem  4.  Kapitel  meiner 
Anleitung  §.  44.  u.  ff.  hierauf  angewendet,  so  dass  ich  wohl  an- 
nehmen darf,  dass,  wer  Algebra  versteht  und  vorurtheilsfrei  an 
die  Beantwortung  dieser  Frage  geht,  diesen  lange  dauernden  Streit 
Ikr  hinlänglich  erörtert  und  entschieden  halten  wird. 
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Endlich  findet, sich  im  Archiv  ffir  ciTilistiscbe  Praxis 
Bd.  XXIX,  Hfl.  1.  S.  34—111.  eine  von  mir  besonders  fär  Jaristeo 
geschriebene  Abhandlang  fiber  das  Interusariam  abgedruckt»  wo« 
rin  aasfuhrlich  die  nämlichen  Sätze  angewendet  und  durch  Ter- 
schiedene  Beispiele  verdeutlicht  sind.  Zugleich  habe  ich  dort,  da 
hauptsächlich  der  Einwurf  des  Anatopisrous  von  den  Verthetdi- 
gern  der  einfachen  ^Zinsrechnung  stark  betont  wird,  eine  neue, 
ausschliesslich  auf  der  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  beruhende 
Methode  angegeben,  die  zu  dem  nämlichen  Resultate^  wie  die 
Rechnung  mit  Zipseszinsen  (ein  Beweis  für  die  Richtigkeit  beider 
Methoden)  TOhrt,  und  die  auch  später  hier  in  aller  Strenge  vor- 
getragen werden  wird,  so  dass  zwei  unter  sich  ganz  verschiedene, 
auf  das  gleiche  Resultat  führende  Methoden  der  Hoffmann 'sehen 
Methode  gegenüber  stehen  und  gemeinschaftlich  ihre  Unrichtigkeit 
beifügen ,  und  will  nun  über  den  Erfolg  meiner  Bemühung  berichten. 

Lauteschläger  urtheilt  hierüber  in  seinem  Werke:  „Die 
Lehre  von  den  einfachen  und  zusammengesetzteu  Zin- 
sen, Darrostadt  18äl"  S.  163.  wie  folgt:  „Wie  vom  Standpunkte 
der  reinen  Theorie  der  aus  Innern^  Gründen  geschupfte  strenge 
Beweis  für  die  Richtigkeit  der  Leibnitz'schen  Methode  (Reeb* 
nung  mit  Zinseszinsen)  geführt  werden  kann,  darüber  sehe  man 
Oettinger,  „Anleitung  zu  finanz.,  polit.  u.  juridischen 
Rechnungen",  §§.  28-'31.  und  §§.48—49.'' 

Ritter  äussert  sich  in  seiner  „Anleitung  zur  Auflösung, 
Entwicklung  und  Berechnung  der  wichtigsten  Aufga« 
ben.  Formein  und  Tabellen  der  einfachen  und  zusam- 
mengesetzten Zins-  und  Zeitrenten-Rechnung,  Stutt- 
gart 1846"  übereinstimmend  mit  obigen  Angaben  über  die  io  den 
hierher  gehurigen  Schriften  herrschende  grosse  Unsicherheit,  WUI- 
kühr  und  Inkonsequenz  mit  folgenden  Worten  im  Vorwort:  », Nicht 
selten  verwirft  der  'eine  Autor  die  Voraussetzungen  und  Ansichten 
des  andern.  So  sagt  z.B.  Clausberg  (in  seiner  ,,Demon«tra- 
tiven  Rechnenkunst")»  dass  es  nicht  den  Arithmeticis,  son- 
dern deirRechtsgelehrten,  obliege  zu  entscheiden,  in  welchen  Pil- 
len man  einfache  oder  zusammengesetzte  Zinsen  rechnen  soll; 
indess  Oettinger  in  seiner  Anleitung  von  der  Ansicht  ausgeht, 
es  können  hierüber  nut  arithmetische  Gründe  entsoheiden..  Ich 
selbst  halte  mich  bei  der  Aufstellung  und  Nachweisung  arithme- 
tischer Sätze  gleichfalls  an  innere  Gründe,  welche  allein  der  Cal- 
cul  an  die  Hand  geben  kann,  habe  aber  durch  einen  langjährigen 
Verl^ehr  mit  Finanzmännern  und  andern  Geschäftsleuten  die  feste 
Ueberzeugung  gewonnen,  dass  in  jedem  vorkommenden  Falle  eiiie 
vorhergdtroffene  Uebereinkunft  zwischen  dem  Gläubiger  und  Scbold» 
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ner,  und  in  Ennan^elung  einer  soldiender  herknrainliche  GebrniiGh  ' 
oder  «las  (iesef/.  entscheide,  ob  einlache  oder  zusamniengvsetxte 
Zinse  gerechnet  werden  mausen.  Ans  diesem  Gründe  beschränkte 
ich  mich  atii.*h  in  dWer  Schrift  daracf,  Qherall  7u  zeigen,  nie 
mal)  Tvcbnen  ntn^ee,  ivenn  elnTache  oder  zusarameii[;etielzl«  Zin- 
sen roraiiägeselKl  werden.'' 

Riller  tritt  im  Wesentlichen  der  Ansicht  Clausberg'a  und 
Brune's  hei.  Stellt  man  aber  die  Innern  Gründe  als  ersten  Gnind- 
sati  auf,  so  läset  sich  damit  sehr  »chtver  das  Rekurrircn  anf  das 
Urlheil  der  FinaniLmänner  oder  anderer  Geschrtltaleute,  aIko  auf 
eine  fremde  Autorität  vereinigen,  und  der  Nachaalz  bebt  den  Vor- 
dersatz auf.  Gibt  man  soßar  zu,  dass  im  concreten  Falle  die  Ent- 
scheidung der  Uebereinkunfl  zwischen  Gläubiger  und  Schiilflner 
überlassen  werden  musae,  da  Zwang  nicht  anwendbar  ist,  so  liegt 
doch  die  Pflitht  vor,  jeden  Interessenten  darüber  zw  verständigen, 
welche  Methode  die  richtige  ist  und  welche  dem  einen  oder  an- 
dern von  ihnen  Schaden  bringt.  Uies.i  alles  aber  kann  nur  durch 
«ine  klare  Scbltissfiilßernng  der  Mathematik  geschehen. 

Wa»  nun  die  im  Archiv  für  civilistische  Praxis  von  mir. 
erechienene  Abhandlung  betrifft,  so  findet  sich  in  dem  Leht- 
bucbe  der  Pandecten  von  Dr.  Ludw.  Arndts,  München 
1852,  p.Saa.  5.220.  hieriUer  Folgendes:  „Die  mathematische  Ricli- 
ttgk«it  ihres  Ergebnisses  (der  LeibnilE'schen  Methode)  ist  nen- 
•rdings  nachgewiesen  von  Oettingeritn  civil.  Archiv  XXIX.,  2, 
-welcher  zugleich  eine  im  Resultat  i'ibereinstimmende  neue  Methode 
angibt,  wornach  gleichmästtig  jene  beiden  Grössen  (l^r  den  Schuld- 
ner und  GlSubiger)  ermittelt  werden." 

Geher  die  H  of  rmanti'scbe  Methode  findet  sich  ebendaselbst 
Folgendes:  „Diese  Berechnung  wird  gleichwohl  noch  ron  man- 
cheo  als  die  juristisch  richtige  angesehen,  z.B.  von  Scbrader 
Ablh.  11.2;  F.  Zachariae,  C eher  die  richtige  Berechnung 
d«8  Inlerusuriums  nach  Grundsätzen  des  Rechts. 
G'eirswald  1831;  v.  Vangerow  III.  S.  160-188.  Oie«s  kann 
<bflr  als  Re<;el  nicht  zugegeben  werden." 

Auch  V.  Vangerow  rSumt  in  seinem  Lehrbuch  der  Pan- 
<'ecten,6.Aufl.,  3.Bd.,§.  5K7.,  S.  lüQ.  unter  einiger  Modification 
•Jer  oben  angeführten  Ansicht  ein,  „dass  nur  nach  der  Leih- 
li  ts'schen  Methode  der  wahre  Werth  einer  spater  ISIIig  werden- 
>6n  Fordeninj!  in  mathematisch  genauer  Weise  feslgestetlt  wird 
'"d  namentlich  nur  durch  ihre  Anwendung  eine  wahrhaft  gleich- 
l>*!Hliche  Behandlung  des  Schuldners  und  Gläubigers  stattfinde, 
XVgL  besondere  Oetttnger  a.a.  O.  S.89.",  macht  auf  die  neu«, 
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von  mir  angegebene»  im  Resultate  mit  der  Leibnits'scheD  über- 
eiostinunende  Berechnungsart  aufmerksam,  glaubt  aber  doch ,  dass 
den  Verhältnissen  des  praktischen  Lebens,  durch  die  eine  ganz 
strenge  Durchführung  ihrer  Anforderungen. nicht  möglich  ist,  Rück- 
sicht zu  tragen  sei  und  schlägt  vor  »»keine  der  beiden  Berecbnungs- 
arten  rein  zur  Anwendung  zu  bringen,  sondern  eine  den  concreteo 
Verhältnissen  des  einzelnen  Falles  entsprechende  Gorobination 
bei  4er." 

Wie  soll  aber  das  richtige  Bindeglied  zwischen  einer  richti- 
gen und  unrichtigen  Rechnungsart  gefunden  werden?  so  kann  mao 
mit  Recht  fragen.  Wäre  es  nicht  sachgem^sser,  die  j-ichtige  Rech- 
nungsart festzuhalten  und  an'  sie  diejenigen  Modifikationen  anzo- 
knöpfen,  die  sich  mit  ihr  In  Rücksicht  auf  Billigkeitsgründe  ver- 
binden lassen?        '  .  : 

Während  nun  die  genannten  Scfiriftsteller  die  Rechnung  mit 
Zinseszinsen  als  die  richtige  anerkennen»  tritt  Dr.  Keil  In  sei- 
ner Schrift:  »»Das  Interusurium  oder  die  richtige  Be- 
stimmung der  Forderungswerthe  zu  andern»  als  den 
Verfallszeiten»  Jena  1854"  ganz  entschieden  gegen  die  ia 
meiner  Abhandlung  über  das  |;iterusurium  gegebenen  Nachwei- 
sungen in  die  Schranken. 

Er  gibt  zwar  S.  89.  seiner  Schrift  zu»  dass  die  Rechnung  mit 
Zinseszinsen  »»die  genügendste  Losung  des  loterusuriums  bildet"» 
bemerkt  jedoch ,  dass  ,»die  wohl  mehrseitig  z.  £•  von  Dr.  Oet- 
tinger in  der  angeführten  Abhandlung  daraus  hergeleitete  Fol- 
gerung» dass  sie  darum  auch  überall  als  die  richtige  unterlegt 
werden  müsse,  schon  an  sich  und  insbesondere  aus  den  §§..3— 9* 
bereits  angeführten  Gründen  (in  der  Schrift  des  Dr.  Keil)  irrig"  sei. 

Ich  konnte  mich  begnügen,  einfach  diese  Aeussernng' anzu- 
führen» denn  diese  Worte»  in  andere  übergetragen»  können  .wohl 
nur  folgenden'' Sinn  haben:  i£s  ist ^war  richtig»  dass  2  mal  2  t=4 
ist.  Soll  aber  dieser  Satz  überall  als  richtig  angewendet  wer- 
den »  so  ist  das  ein  völliger  Irrthum.  Soll  ferner  dieser  Satz  nach 
den  von  Dr  Keil  gegebenen  Erörterungen  bewiesen  werden»  se 
dürfte  ,dies8  nach  S.  93.  und  94.  seiner  l!$chrift  keine  besondere 
Schwierigkeit  haben.  Hat  man  nämlich  eine  Kugel  von  2  Fuss  Cubik- 
inhalt  und  wünscht  Jemand  eine  Kugel  von  2  mal  2  =4  Cubikfqss 
Inhalt  zu  erhalten»  so  wird  diess  Verlangen  nicht  durchfährbar 
sein»  denn  es  wird  einem  Arbeiter,  auch  dem  geschicktesten»  kaum 
gelingen ,  mit  der  vollen  Präcision  eine  Kugel  von  genau  4  Cnbik- 
fuss  Inhalt  zu  verfertigen.    Q.  e.  d. 

Ich  sehe  mich  aber  veranlasst»  mich  gegen  einen  andern  mir 
von  Dr.  Keil  gemachten  Vorwurf  zu  verwahren.     S.  94.  seiner 
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Schrift  fiuideo  «ich  folgende  Stellen:  „Allerdings  eind  fBr  die 
inige»  obwohl  durch  ihren  ansprechenden  lohalt  im  Voraus  flir 
tlcb  oinnehmeBde  Ansicht»  „„dass  bei  Dislcontirungeo  stets  das 
Guthahen  beider Theile  gleichroässig  berechnet  werden  müsse'"' 
ferschiedeiie»  im  gewählten  Beispiele  yerdeutlichte,  zugleich  aber 
auch  anscheinend  allgemein  giltige  GrOnde  erdenkbar,  deren  Ualt- 
losigkeit  vielleicht  nicht  auf  den  ersten  Blick  zu  erkennen  ist, 
allein  doch  einer  hinlänglich  sorgsamen  Kritik  nicht  zu  entgehen 
Termag'^y  und  ferner:  „Dt,  Oettinger,  welcher  Oberhaupt  mei- 
ttes  Daftirbaltens  sehr  scheinbare,  zeitber  wenig  beachtete  Gründe 
fSr  die  Zinszinsrechnung  geltend  macht,  allein  nicht,  wie  man  in 
mehreren  neueren  Schriften  bemerkt  fiodet,  ein  ganz  neues  System 
lafstellt. " 

Ich  bemerke,  dass  es  mir  sehr  ferne  liegt,  in  meinen  Arbei- 
ten mit  „scheinbaren"  Gründen  und  bestechenden  Ansichten  oder 
Tragschlfissen,  die  nur  die  sorgsame  Kritik  des  Dr.  Keil  aufzu- 
inden  vermag,  vorzugehen.  Das  ist  zumal  in  der  Mathematik, 
tof  deren  Boden  ich  mich  in  meiner  Beweisföbrung,  wie  Herr 
Dr.  Keil  wohl  wissen  kann,  bewege,  nicht  möglich.  Gerade 
Arndts  and  Vangerow  haben  die  gleichheitliche,  also  reqhtlich 
objective  Behandlung  des  Schuldners  und  Gläubigers  von  meiner 
Seite  anerkennend  hervorgehoben,  worin  die  sorgsame  Kritik  des 
Dr.  Keil  einen  trügerisch  einnehmenden  Schein  erblickt  Gegen 
diete  Anschuldigung   glaube  ich  Verwahrung  einlegen  zu  sollen. 

Wenn  aber  Herr  Dr.  Keil  meinte  dass  die  von  mir  (S.  80. 
$.  15«  meiner  Abhandlung)  angegebene  weitere  Methode  (ich  habe 
nemcht  „System"  genannt),  den  Werth  künftig  fölliger  Kapita- 
Ken  za  berechnen,  nicht  neu  sei,  so  will  ich  ihm  diese  Meinung 
nicht  lehmen,  da  ich  nicht  weiss,  in  wie  weit  ihn  seine  Kenut- 
ojfse  b  der  Mathem'atik  zu  diesem  Urtheil  berechtigen.  Ich  er- 
soche  ihn  daher,  den  schuldigen  Beweis  au  fuhren,  und  bemerke, 
dus  mir  kein  Werk  bekannt  ist,  worin  diese  Methode  früher  als 
b  meiner  Abhandlung  gelehrt  ist. 

Will  Herr  Dr.  Keil  meine  Beweisführung  über  die  Richtig- 
keit der  Zinszins- Rechnung  widerlegen,  so  ist  der  geeignete  Weg 
kierzn,  suerst  dieselbe  in  meiner  Anleitung,  die  er  nur  dem  Titel 
neb  SU  kennen  scheint,  anzusehen  und  dann  auf  algebraischem 
Wege  zu  entkräften,  anstatt  die  so  oft  von  ihren  Gegnern  wie 
derholten  Gründe  wieder  vorzufilhren,  und  einen  Vermittlungs- 
Vorschlag  XU  machen,  der  mathematisch  eben  so  unrichtig  und 
Qohaltbar  ist,  als  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen. 

Diess  ist  im  Wesentlichen  die  Geschichte  und  der  gegenwär» 
tige  Stand  der  oben  angeregten  Frage.    So  lange  nun  nicht  nach* 

Theil  XXXVI.  U 
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gewiesen  ist,  welche  von  beiden  RechnangsarteA  ein  richtiges 
Resnltat  liefert,  kann  dieselbe  nicht  entschieden  werden.  Der 
bisher  betretene  Weg,  sie  durch  Aufstellung  iusserer  Grflnde, 
wozu  auch  die  Gesetze  zu  zählen  sind,  zu  entscheiden,  fiihrt  nicht 
zum  Ziele.  Die  Frage  selbst  hat  aber  eine  viel  wichtigere  Bedeo- 
tung,  als  die  Entscheidung  über  die  richtige  Berechnnng  des  h- 
terusurinms.  Es  handelt  sich  um  Gewinnung  einer  wissenschaft- 
lichen Grundlage  ffir  die  politische  Arithmetik.  So  lange 
nämlich  der  oben  angedeutete  Beweis  nicht  geflDhrt  ist,  mangelt 
es  die^sera  gewiss  sehr  wichtigen  Zweige  der  Mathematik  an  einer 
festen  Grundlage,  und  dieser  kann  nach  meiner  Ansicht  nur  aw 
Innern,  äem  Calcul  zu  entnehmenden  Grfinden  gefDhrt  werden. 

Von  diesem  Standpunkte  aus  soll  hier  die  angeregte,  ganz 
allgemein  gehaltene  Frage  beantwortet  werden.  Daraus,  dass  io 
der  neuern  und  neuesten  Zeit  in  manchen  Schriften  die  Lehre 
von  den  einfachen  Zinsen  nicht,  sondern  nur  die  von  den.  Zinses- 
zinsen enthalten  ist,  kann  nichts  für  oder  wider  bewiesen  und 
keineswegs  die  Unzulässichkeit  der  Lehre  von  den  einfachen 
Zinsen ' gefolgert  werben,  denn  die  Nichtaufnahme  einer  vorhan- 
denen Lehre  in  eine  Schrifl  ist  noch  nicht  als  Beweis  ftir  die  Un- 
richtigkeit hinzunehmen,  eben  so  wenig  wie  die  Aufnahme  beider 
Lehren  als  Beweis  fiir  die  Richtigkeit  beider  gelten  kann. 
Vor  allem  aber  kann  aus  dem  Iguoriren  eines  Gegenstands  nichti» 
für  und  gegen  denselben  gefolf^ert  werden,  wenn  es  die  Beant- 
wortung einer  Streitfrage  gilt. 

Der  Umstand,  dass  die  vorliegende  Frage  noch  nicht  zur 
Entscheidung  gekommen  ist,  liegt  nach  meiner  Ansicht  dario, 
dass  ihre  Beantwortung  bis  jetzt  nicht  der  Mathematik,  wohin 
sie  unzweifelhaft  gehurt,  vindicirt,  sondern  in  das  Gebiet  der 
Jurisprudenz,  das  reichhaltige  Feld  der  Controversen ,  gescho- 
ben wurde.  Hat  die  Mathematik,  wie  sie  soll,  ihre  Nachweisvn* 
gen  gegeben,  dann  können  leicht  die  weitern  Consequenzen  gese* 
gen  werden,  und  es  ist  dann  Sache  der  Gesetzgebung,  diese 
Nachweisungen  anzuerkennen  und  nach  ihnen  die  Gesetzgebung 
zu  ordnen,  denn  das  auf  die  socialen  Verhältnisse  anipwendewle 
Recht  darf  doch  nicht  wohl  auf  unrichtiger  Unterlage  rnhen.  Wir 
wenden  uns  nun  zur  Sache. 


§.3. 

Lehrsatz,  Sind  die  Summen  L|,  L2,  Xi^,..../!«  am  Ende 
von  n  gleichen,  sich  folgenden  Zeitabschnitten  (ge- 
wohnlich  Jahres-  oder  Halbjahresfristen)  ohne   Zinse 
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filiig  und  Boll  ihr  gegenwärtiger  Werth  bei  dem  Zins- 
foes  p  berechnet  werden,  so  entsteht  ein  richtiges 
Resaltst»  wenn  die  einseinen  Zahlungen  nach  dem 
Zeifverfciltniss  mit  Zinseszinsen  ra^attirt  werden.  Das 
ResToltat  wird  unrichtig  und  su  gross,  wenn  die  einsei. 
nen  Zahlungen  mit  einfachen  Zinsen  rabattirt  werden. 

• 

Zu  bemerken  ist.  dass  der  vorstehende  Lehrsatz,  wie  schon 
oben  gelegentlich  angegeben  wurde,  nur  gilt,  wenn  sich  die  Ra- 
battirung  auf  mehr  als  den  ersten  Zeitabschnitt  erstrockt,  denn 
die  Rabattir ungs werth e  sind  bei  einfachen  Zinsen  und  Zinseszin- 
sen fSr  den  ersten  Zeitabschnitt  einander  gleich. 

Setzt  man  nun  der  Kflrze  wegen  i^"^  0,0p,  wie  diess  auch 

in  meiner  Anleitung  geschah,  und  bezeichnet  den  gegenwärtigen  Werth 
sämmtlicher,  kSnftig  fälliger  Summen,  der  sich  aus  der  Rabattir ung 
mit  einfachen  und  Zinseszinsen  nach  der  Formel  No.  2  und  1,  $.  1. 
ergibt,  durch  R,  so  stellt  sich  der  vorstehende  Lehrsatz  nach  No.  2 
ond.  No.  1,  §.  1.  auf  folgende  Weise  dar,  wenn  allmälig  1,  2,  3....7I 
statt  n  gesetzt  wird: 

*^  i,0/>  +  i,Op«+ 1,0^8  ■*"  •  •  i,V 


1.0p  ^  1,02p  ^  J,03p  ^   ••  l,Oiip' 

Erster    Beweis. 

Bd  diesem  Beweise  geben  wir  von  Sätzen  aus,  die  allgemein 
als  maSi^ebend  bei  Kapitalzahlungen  im  praktischen  Leben  aii- 
erkaoDt  sind,  wenden  sie  nach  ihrer  Feststellung  auf  obige  Dar- 
stelloBgen  No.  I)  und  2)  an  und  untersuchen  den  Erfolg,  wodurch 
sich  dann  einfach  die  Richtigkeit  des  Lehrsatzes  ergeben  wird* 

Bei  Contrahirung  einer  Schuld  treten  zwei  Personen',  GlSubi- 
f;«rnd  Schuldner,  in  ein  Vertrags-Verhältniss.  Der  Gläubi- 
^  Abergibt  dem  Scl|uldner  zu  irgend  einem  Zeitpunkte  eine 
bestimmte  Summe  haar.  Der  Schuldner  verpflichtet  sich,  von 
diesen  Zeitpunkte  an  im  Laufe  der  Zeit  das  empfangene  Geld 
(allmälig  oder  auf  einmal)  nicht  nur  zurück  zu  zahlen,  sondern 
aoch  stets  das  noch  in  Händen  habende  Kapital  zu  verzinsen. 
Siod  alle  vom  Schuldner  iSber  Kapital-  und  Zins-Zablung  einge- 
j^Mgenen  Verpflichtungen  erftillt,  so  ist  mit  der  letzten  Zahlung 
die  Forderung  des  Gläubigers  befriedigt  und  die  Schuld  getilgt. 

14» 
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Die  Thätigkeit  des  Gläubigers  beschränkt  sich  in  der  Regel 
auf  (»inen  Act.  Die  Thätigkeit  des  Scholdoers  aaf -mehrere, 
in  der  Zeit  nach  einander  folgende.  Bei  den  gegenseitigen  Zah- 
lungsleistungen des  Schuldners  und  Gläubigers  werden  daher 
nicht  gleichzeitig  föllige  Werthe  mit  «nander  verglichen,  sondern 
solche,  die  in  der  Zeit  auf  einander  folgen  und  die  sofort  anf 
einen  und  denselben  Zeitpunkt  bezogen*  vrerden  milsseo, 
denn  nur  in  diesem  Falle  kann  von  Gleichsetzen  der  Werthsum- 
men  die  Rede  sein. 

I 

Es  handelt  sich  also  hier  nicht  von  ir  irklich  er  Gleich- 
heit der  vom  Gläubiger  erlegten  und  der  vom  Schuldner  im  Laufe 
der  Zeit  zu  erlegenden  Summen,  sondern  nur  von  der  Gleich- 
heit des  Inhaltes  oder  Wertbes  der  gegenseitigen  Zah- 
lungsleistungen zwischeo  Gläubiger  und  Schuldner,  denn  der 
Schuldner  gibt  im  Laufe  der  Zeit  eine  ungleich  grossere  Gesammt- 
summe  zurfick,  als  er  empfangen  hat. 

Um  nun  die  vorliegende  Aufgabe  bequemer  losen  zu  können, 
gehen  wir  von  Folgendem  aus: 

Es  werde  eine  Schuld  K  contrahirt.  Der  Schuldner  verpflich- 
tet sich;  diese  Summe  in  Jahresfristen  und  durch  jährliche  Ver- 
zinsung mit  p  Procent  innerhalb  n  Jahren  so  zu  tilgen,  dass  er 
der  Reihe  nach  jährlich  die  Summen  A^,  A^,  A^,....An  vom  Ka* 
pital  abträgt  und  ausserdem  am  Ende  eines  jeden  Jahres  dcD 
Kapitalrest  verzinst. 

Mit  diesen  Leistungen  hat,  wie  man  sieht,  der  Schuldner  an 
Ende  des  nten  Jahres  seine  Schuld  vollständig  getilgt. 

Der  Tilgungsplan  ist  ganz  allgemein  und  man  kann  unter  ihn 
alle  gedenkbaren  T4lguDgsarten  (gleichheitliche  Tilgungssummeo, 
wachsende,  fallende,  einmalige  oder  allmälige  Kapitalabtrsgungen) 
durch  beliebige  Annahme  der  A  mit  Leichtigkeit  bringen.  Bei 
einer  einmaligen  Tilgungssunime,  wie  es  gewöhnlich  bei  kJeinero 
Summen  der  Fall  ist,  sind  alle  vorbergeheoden  Tilgangssamnieii 
gleich  0  und  An^=^K  zu  setzen  u.  s.  w. 

Ermittelt  man  nun  die  Verpflichtungen,  welche  der  Scbohbar 
im  Laufe  der  Zeit  zu  erftillen  hat,  so  stellen  sie  sich  in  folgen- 
der Weise  fest.  ' 

Am  Ende  des  ersten  Jahres  hat  er  Ai  am  Kapital  abkutragao 
und  die  Zinse  vom  Gesammtkapital  zu  zahlen.    Es  ist  daher 

Lx=zAi  +  K,0,Op. 

Am  Ende  des  zweiten  Jahrs  hat  er  A^  und  die  Zinse  des  fl0> 
Ai  verringerten  Kapitals  zu  zahlen.     Diess  beträgt: 


'  I 
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I^  =  ^,  +  (I?— ^,) .  0,0p. 

Am  Ende  des  dritten  Jahres  hat  er  A^  and  die  Zinse  voik  dem 
um  Ai  and  A^  ▼errin^erten  Kapital  za  zahlen.'   Dfess  betrSgt: 

ol  s.  w.  Setzt  man  diese  Schiassweise  fort,  so  sind  die  Gesammt- 
leistungen  des  Schuldners,  vrie  sie  sich  im  Laafe  der  Zeit  erge- 
ben, in  folgender  Darstellung  enthalten : 

3)  Lz:zLi=Ai+K.O,Op 

I^r=zA^  +  (K^A,)Ofip 

L^  =  As  +  (K^Ai-A^)OMp 

1^4  =  ^^4  +  (iT-i^i  — 4i  -  ^i)O,0!P 

Lr  =  Ar  +  (i^-  4  — ^— ••.  — ^r-l)O,0!p 

1^  =  i4„  +  (JT—  iJi  —  ilj  -"  ••••  —  -4«-i)0,0p. 

Das  Gesagte  gibt  folgende  Grundlagen  und  Anhaltspunkte  fär 
die  weitere   Entwicklung  des  Caiculs: 

denn  die  Abtragssummen  Ai,  A^,  A^^,,.,An  müssen  auf  die  Til- 
gung des  Kapitels  verwendet  werden  pnd  kommen  ihm  daher 
gUicb. 

5)  Durch  die  in  No.  3)  angegebenen  und  im  Laufe 
der  Zelt  allmälig  geleisteten  Kijtpital-  und  Zinis-Zah- 
tungen  hat  der  Schuldner  seine  Schuld  vollständig  ge- 
tilgt.   Hieraus  folgt  weiter: 

■ 

6)  Die  im  Laufe  der  Zeit  allmälig  zu  leistenden  und 
in  No.  3)  angegebenen  Gesammtzahlurigen  Li^ L^» L^, .,.. Ln* 
obwohl  der  Summe  nach  grosser,  sind  ihrem  Inhalte 
•der  ihrem  Werthe  nach  dem  von  dem  Gläubiger  aus- 
geiahlten  Kapitale  iT  gleich.  Sie  sind,  obwohl  in  Summe 
grosser,  zusammen  nicht  mehr  und  nicht  weniger, 
sondern  dem  Inhalte  nach  gerade  so  viel  werth,  als  das 
gege^iwärtig  haar  hinterlegte  Kapital  des  Gläubigers. 

Die  hier  aufgestellten,  in  der  Natur  der  Sache  begründeten 
Satte  sind  wichtig,  denn  sie  bezeichnen  den*  Weg,  auf  welchem 
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künftig  fiftUige  Soromen  Li,  Lf  Ls»*..*!«  mit  einem  ffegenw 
tig  haar  vonräthigen  Kapitale  dem  Wertbe  nach  verglichen  o( 
rabattirt,  d.h.  auf  ihren  gegenwärtigen  Werth  sorackgebra« 
werden  können,  und  bilden  den  Prflfetein  Ar  die  Rtchtigkeit  al 
im  Calcul  anzuwendenden  Rechnungeroetboden.  Dieselben  mfis« 
nämlich  Resultate  geben,  welche  mit  diesen  Sätzen  abereinsti 
men.  Ist  diess  nicht  der  Fall,  so  i^t  es  ein  sicheres  Kennzeich* 
fSr  die  Unrichtigkeit  und  Unzulässigkeit  der  angewendeten  Ret 
nungsmethode  *). 

Nach  diesen  Bemerkungen  ist  nun  die  vorliegende  Aufga 
darauf  zurQckgebracht :  Methoden  anzugeben,  welche  den  Zi 
lenwerth  der  in  No.  3)  angecrebenen  Gesaromtleistungen  auf  < 
Summe  K  zurfickzufObren. 

Um  nun  den  verlangten  Beweis  zu  geben,  hat  man  auf  die  uo 
No.  3)  verzeichneten  Gesammtleisfungen  zuerst  die  Rechnung  i 
Zinseszinsen,  dann  die  mit  einfachen  Zinsen  anzuwend 
und'  die  hieraus  folgenden  Resultate  mit  den  lu  No.  4)  und  6)  a 
gestellten  Grundsätzen  zu  vergleichen. 

Man  kann  nun  statt  No.  3)  auch  folgende  Darstellung  wäbh 
welche  die  DurchfDhrung  des  Calculs  erleichtert.  Aus  No.  4)  i 
nämlich : 

7) 

K —  Al  ^—  A^ —  A^  ....  —  Ar^l  =i  Ar  T  Ar-^i  4-  ifr-f S  4"  ••••  ^»—1  +  /■■• 

Benutzt  man  nun  diese  Darstellung,  filhrt  oie  in  No.  3)  ein,  indi 
man  fiir  r  allmälii;  die  Wertbe  1,  2,  3,  4 ....  n  setzt»  rabattirt  c 
einzelnen  Jahresleistunsten  nach  der  Formel  2,  §.  1.,  Indem  m 
statt  K  allniälig  die  jentsprechenden  Werthe  und  statt  ii  allroi 
1.  2,  3,....it  schreibt,  so  erhält  man  durch  Rechnung  mit  Z 
seozinsen  folgenden  Ausdruck  für  den  gegen %värtigen  We 
sämmtlicher  Zahlungsleistungen : 

*)  Die  Torttehcnden  Sätxe  sind  nach  meiner  Ansicht  so  einfach  i 
klar,  Nind  in  allen  hieher  gehörigen  Geschäften  des  praktischen  Leh 
allenthalben  als  maassgebend  nnd  festiitehenci  so  unzweifelhaft  anerfcai 
dass  man  in  der  That  kaum  einen  Einwurf  gegen  dieselben  erwn 
sollte.  Dennoch  ist  es  in  einer  Recension  über  meine  Anleitong  (Gt 
tinger  geL  Anseigen  ▼.  J.  1849.  S.  589.  n.  IT.)  geschehen.  Die  i 
gemachten  Einwendungen  halte  ich  aber  theils  fnr  unantreffend,  tk 
anbegrnndet,  so  dass  die  obige  Schlossfolge  dordi  sie  nieht  beirrt  v 
den  kasi. 
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8)       R= 


In 


-1.0».+  U^p 

"~I3Si*'*'  1^*  ~* 


L„»        4,-1    .  (J«-^-f  A-t+A)(M]!p 

i,()!p^»-i.O!p^«"'"  I,(I^"-«  ' 

I*      _  4,    .  A.O.Qp 
13^    —TJ^^   l.Qp"  ' 

Werden  nan  die  Klammern  in  der  vorstehenden  Darstellung  auf- 
gtitot  und  sSmmtlicbe,  mit  0,0p  Terbundene  Glieder  nach  den 
gl«iehen  Stelien^ahlen  der  A  geordnet,   so  erhalt  man: 

"  - 1,0^  + 1,0;»«  +  rV     ».V     ■■"  li^P*^     t(^ 

~  a^**"!;?^ + R^ + 1%«  "*■••••  röp=^  "•"  1,0^ 

4,  .O,0ip  .'Ug.O.fljp .  i<,.0,0;?    /<«.0,Qp      4,-i.O,0|p ,  J«.0,Qp 
+    1,(^"*^   l,Öp^  IJOp  '*'  Ifip  *"~TJ^ 


.  i<,.0,qy .  J,.O.Qp .  i<4.0,Qp  .    A-i.O,(l|p 

4,.0.0y> .  44.0,(]ip .    A,-i.O,Op 
'*'  I,Op»  ■*■  1,0^»  +•"    1.01»» 

,   A^Oßp      An-i.O,Op 
"•■"0^«  +  ••    LOP* 


A,^.0,(^ 


hOp 
A,.O.Op 


hOp* 
A.O.0!p 

AjOfip 


V^' 


AnJ0,Op 

1.0^-1 


Aj^Mp 
^  1,0^  • 
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Sämmtlicbe  Vertikalreiben  dieser  Darstellong,  deren  Glieder  nit 
0,()p  verbanden  sind,  lasaen  sich  nach  der  nachstehenden  Gleidiong: 

M    .    M    ^    M   ^        M  _      Lllüfeir 

(§.  27.  No.  1  meiner  Anleitung)  snmmiren.  Setzt  man  an  den  Emie 
statt  r  allmälig  die  Wertbe  1,  2,  3,....ii,  so  gebt  obige  Darstel- 
lung in  folgende  über: 

^"-  r^ + i,()p«  ^  1,0p» + \]5f^  ^  •:••  i,Qp— » ^  i;i^ 


^  -  r;^  "•'  Tii^ + 1,0p» + i.Qp*  ■*"  ••  R5^*^i,op" 

4->4    00«^"^'^'4->l    oo„^-J'0/^'..i    oto^-^QP"'. 

....  +^«-1 .0,()p Q^j +.l«.0,Op      0,0p 

Da  nun  Jr.O,Op  *Ti^ — '^*^''^r^  ***•  *®  entsteht  bienos: 

^--  ^Qp"*"  1,0^«"*^  1,V"''  CV     "  W^     i^Qp" 
~  l,Op  ^"  l,Op«  +  l,Qp»  +  171^  *■  —  l,Qp«-i  +  1,(1^ 

+  ili4-2lj-f^3  +  ^4  +  .„.An^i  i-  An 

Ai         A^  A^  A^  Awi  Au 

"i,Op"'i,Qp«"i,v"" W*""'  ■" <»Qp"-'""R5"' 

oder,  da  R  der  gegenwärtige  Wertb  sämmtitcher  Zablangsleistai>' 
gen  bei  der  Rabattirung  mit  Zinseszinsen,  mit  Rücksicht  auf  di^ 
Bedingungs- Gleichung  No.  4)^  und  mit  Weglassung  der  sich  vaf" 
hebenden  Glieder,  ist: 

Diese  Gleichung  sagt  Folgendes  aus. 

10)  Werden  die  Wertbe  der  vom  Schuldner  zu  lei* 
stenden  Zahlungen  Li,  L%,  1«^, ....  La  (No.  3)  itaf  die  6e- 
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genwart  sarückgebracbt  u'od  wird  bei  der  Reduction 
die  Rechnang  mit  ZInseezinsen  angewendet»  so  stimmt 
das  biedarch  entstebende  Resultat  m)lt  den  in  No.  4)--6) 
aofgestelltea  Grtindsitieu  fiberein  and  gibt  also  den 
ricbtigen  Wertb  K  an. 

Hiedorch  ist  der  erste  Tbeil  des  obigen  Lebrsataes  bewiesen. 

Um  aucb  die  Ricbtigkeit  des  zweiten  Tbeils  za  beweisen  >  ist 
nothig,  die  Gesammtleistungen  des  Scbuldners  No.  3)  oder  8)  mit 
einfacben  Zinsen  za  rabattiren.  Diess  gibt,  wenn  die  gebSrigen 
Wertbe  eingeführt  werden^  folgende  Uarstellong: 

"^*»-l7^         -IjSß         +        ^  l.Op * 

I>  _   A,  .  {At+A,+At+.^A,^]Ofip 

\j»ip     ~"i,02p    ^         Tmp         '    . 


1,03p         ~1.03|>        ^  1,03^» 

I>4         _J!±_        .(^4-»^fl-..-A)0,fl!p 
l,ü4p        ~l.ü4p        "^  ISiip 

Ln-l      _      A-I       ,  (/<«-! +  A)O.Qp 

l,ü(n-l)p~l,0(n-l)p"*'     l,0(it-l)p     ' 
X»  _   ^1»  A-0>Qp 

lÄiitf»      ~i,o«i»      ■*■  l,0«/>  ' 

I 

'^'eser  Aasdruck  lässt»   aacb  wenn  man   ihn  in  seine  einzefnen 

6/Jeder  anf lust,  keine  weitere  Redactiouen ,  sondern  nar  eine  andere 

^iiordnang  za.    Es  bleibt  daber  nichts  übrig,  als  ihn  mit  der  For- 

'Bol  No.  8)  zu  vergleichen.    Geschieht  diess,  so  sieht  man,  dass 

^'    die  zwei  ersten   Glieder  in  beiden   Ausdrficken  fiberelnstimr« 

'^^^  alle  andern  nicht    Das  aus  No.  11)  folgende  Ergebnlss  kano 

^'^o  nicht  mit  dem  aus  No.  7)  übereinstimmen,  und  es  läset  sich 

^8«n,  dass  No.  11)  ein  grösseres  Ergebniss   liefert  und  li^ßpii 

>i^»a«  als  No.  8)  und  9). 

Es  Ist  nämlich: 
oder   iD  anderer  Form: 
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für  ^>l9   und  der  Unterschied  wird  am  so  grosser ,  je  grosser 
X  ist    Hieraiis  folgt  weiter»  dass 

M  M 

\fSx^  ^  1,0p' 

für  X  >  1.    Diess  gibt  quo  folgende  Verglelcliungeii  aus  No.  Il> 
und  8)  an  die  Hand: 


u.  8.  w. ,  d.  b.  alle  Glieder  vom  zweiten  an  in  No.  11)  geben  gros- 
sere Wertbe  als  die  correspondirenden  in  No.  8)  oder  3).  Hieraus 
und  aus  No.  9)  folgt : 

12) 

oder 

Diese  Gleicbungen  sagen  Folgendes  aus: 

14)  Wird  der  Wertb  der  von  dem  Schuldner  im  Laafe 
der  Zeit  so  leistenden  Zabloqgen  X|,  h^^  L^^.^^.JLm  auf 
die  Gegenwart  zurjickgebracbt  und  die  Rechoung  mit 
einfachen  Zinsen  angewendet,  so  stimmt  diese  Rech- 
nungsart nicht  mit  den  in  No.  4)*-6)  aufgestellten  Grund- 
sitzen flberein,  sondern  gibt  ein  su  grosses  und  un- 
richtiges Resultat. 

Der  Gläubiger  käme  bei  dieser  Rechnufigsweise  so  Scha- 
den nnd  so  ist  auch  der  zweite  Theil  des  Lehrsatzes  erwiesen. 

Bei  dem  hier  angewendeten  Caicul  wurde  die  Rabattirang  mit 
Jahresfristen    zu  Gmnde  gelegt     Diese  Bes«hränk«Bg  Ist  nicfct 


aer  pailtUeken  AHikmeHä.  215 

nübig.    Em  kann  aacb  die  Rabattining  in  JohrestbeileD  angenom- 
men werdM. 

Häofig  nnd  bei  StoatsaDleibeii  gewObniidb  geecbiehi  die  Ver- 
linaang  in  äalbjabresfristen.  In  diesem  Falle  i^Onnen  die  Kapi* 
talabtragnngen  aucb  in  Halbjabresfriaten  gemacht  werden  and  dann 
werden  2fi  Kapitalabtragungen  erforderlich.  Es  ist  dapn  nach  obi- 
^n  Gmndsätaen: 

15)  K=iAl'^^A^'^^A^  +  ....A^. 

Da  nnn    die  Zinsb   halbjährlich   gezahlt  werden,   so   kann  man 

n 

s=pi   der  Kürze  wegen  schreiben  und  die  RabaltiniDg  in  Halb- 

jahresfristen  durchführen.    Hiemach  ergibt  sich  folgende  Darstel« 
long  nach  dem  Vorgange  von  No.  8): 

^^^     ^-IM      -IM       ^  TfiPx  -' 

1^        _    A^  (A^+ A^  ■^A^....A%mYifipi 

\fipx^    ""IM*    ■*■  IM* 

1,0)^     ~1M»      ^  IM* 

IM*"-*  ""IM*"-'  IM**"'       ' 

lilm         _     Atm  Aan-OfiPi 

IM*"   '^hOpi^   +  IM*" 

Hut  man  nun  den  oben  angegebenen  Entwicklungsgang  ein,  ord- 
net die  Glieder  dieses  Ausdrucks  und  summirt,  so  ergibt  sich: 

"-]%, '  i,Op,« '  i.0pi'^"'i.0pi*»-i,0pi '  1.0p,« '  hOpi  »■*■  "17^ 
*'*''''''P»    0,0^    +  ^^iöpT^  '^'"'"^  '^    6,<^     •" 

nd  hienuifl)  darch  Weglassung  der  sich  aofbebendeo  Glieder  nod 
■k  m^eht  a«f  16): 

17) 
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• 
Stellt  man  nuD  diesem  Resultate  die  Rabattiriuig  mit  eioCaciieD 
Zinsen  gegenüber,  was  weiter  keine  Schwierigkeit  bat»  so  wird 
man  zu  den  gleichen  Sätzen  wie  in  No.  12)— 14)  geführt.  Hier- 
durch i^t  also  die  Richtigkeit  des  oben  aufgestellten  Lehrsatzes 
fdr  halbjährige  Zablungsfriste  bewiesen. 

Bei  weitem  der  gewöhnlichste  Fall  ist  aber  der,  dass  die 
ZiDse  halbjährlich,  die  Kapitalabtragungen  jährlich  gesche- 
hen. In  diesem  Falle  modificiren  sich  die  Darstellung  und  der 
Caicul  in  etwas,  denn  in  den  Zahlungsleistungen  des  etsten  Halb- 
jahrs eines  jeden  Jahres  sind  nur  die  Zinse  zu  berficksichtigeo. 
ßs  ergibt  sich  di^nn  folgende  Zusammenstellung: 

18)    R^  ^  =  (ili  +^g....A)0,Opi 

Jti         _  (A^  +  A^  +  ....An)0,Opi 

i,QpiV   -^ijipi^^  IM* 


L^n  __      An       .An'  Oftpi 

IM*"    "^i.Qpi*»    IM*"  ' 

LOst  man  die  Klammern  auf  und  ordnet,  so  erhält  man; 

D  —  JfL.     ■    .j».     ■       ^       .       ^4       .  ^^ 

■^i      ,     ■^a     ,     ■^^a      ,     ■<^4     1  ■^*'' 

-ifipi*  +  i,Qpi*  ^  i.<^i*  "^  IM*  ^  ■ '  l.opi"" 
+ViM^i,Op,'  ^  »M»"*"  »M*^  IM»  ^  IM'/"'*'" 


dir  poliiiicken  Arithmetik.  217 

Somniirt  man  iian  die  eingeklammerten  Reihen,  so  entatebt  der 
Reibe  nach:  ^ 

I 

■^Wft^^^''  ^«^^S^-  *Wftl:;i^,.;.. 

Ffihrt  man  nun  die  von  O^Opi  tiefreiten  Werthe  ein ,  so  folgt  dnrcb 
den  Wegfall  der  sich  gleichen  positiven  und  negativen  Glieder : 

und  der  aufgestellte  Lehrsatz  ist  auch  ffir  halbjährliche  Verzin- 
toDg  und  jShrliche  Kapitalabtraguhgen  bewiesen ,  denn  die  Rabat- 
tiniDg  mit  einfachen  Zinsen  gibt  auch  hiefär,  wie  leicht  zu 
enteben«  einen  gr5ssern  und  unrichtigen  Werth. 

Debrigens  können,  wie  Ich  in  meiner  Anleitong  §.  28--30.  be* 
wiesen  habe,  die  Zeitfriste,  worin  die  Zahlungen  Xf| ,  L^^  L^f,...Ln9 
n  leisten  sind,  ganz  willkfihrlieh  angenommen  und  auch  ftr  sie 
der  Beweis  der  Richtigkeit  geführt  werden.  Ich  verweise  dorthin, 
om  nicht  schon  Gesagtes  zu  wiederholen.  Der  Beweis  ist  fibri- 
geDf  hier  auf  eine  andere  Art  als  dort  gefährt. 

Der  obige  Lehrsatz  erweitert  sich  dann  wie  folgt: 

20)  Werden  beliebige  Kapitalzablungen  £i,  X^,  X^,... 
•  mL.  in  willkfihrlichen  Zeitabschnitte^  m|,  m^»  mg,.... mn 
gemacht  und  soll  ihr  Werth  auf  den  Anfang  des  ersten 
Zeilabschnitts  zurQckgefflhrt  werden,  so  muss  es  un- 
ter folgenden  Bedingungen  geschehen: 

a.  der  Rechnung  müssen  Zinseszinse,  nicht  ein- 
fache Zinse  zu  Grunde  gelegt  werden; 

b.  die  Rabattirung  muss  in  den  Zeitabschnitten  vor 
sich  gehen,  in  welchen  die  Zahlungen  erfolgen; 

c.  die  Wahl  des  Zinsfusses  und  der  Verzinsnngs- 
art  ist  willkfihrlieh.  Sind  aber  Gründe  vorhaii* 
den,  worau«  ein  bestimmter  Zinsfass  oder  eine 
bestimmte  Versinsungsart  erschlossen  oder  an- 
genommen werden  kann,  so  ist  die  Wahl  beider 
nicht  willkfibrlicb,  sondern  es  muss  der  Rabat- 
tirung  der   nämliche  (Zinsfuss   (conforme  Zins- 
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fa80   Ifjfipy—^»   oder  der  reiatlye    "-^g»    nach 

den  Jahresabschnitten  r)  and  die  nämliche  Ver- 
zinsangsart  zu  Grande  gelegt  werden^  welche 
sich  aus  den  vorliegenden  Umständen  ergeben. 

§.4. 

Zweiter   Beweis.  \ 

Obgleich  in  §.  3.  der  oben  ausgesprochene  Lehrsatz  vollstSn- 
dig  begründet  ist,  so  .gebe  ich  hier  doch  noch  einen  zweiten  Be- 
weis för  seine  Richtigkeit^  einerseits  wegen  seiner  Bedeutung  id 
der  politischen  Arithmetik,   andererseits  desshalb,  weil  die  ihn 
bedingende  Grandlage  nicht  auf  der  Rechnung  mit  Zinses- 
Zinsen,  sondern  auf  der  mit  einfachen  Zinsen,  respective  der 
Trennung  der  Zinse  von  den  Kapitalzahlungen  beruht,  die  nur  die 
Rabattirung  ffir  den  ersten  Zeitabschnitt,  also  einen  Grundsatz  ii» 
Anspruch  nimmt,  der  allgemein ,  von  den  Vertheidigern  der  Leib- 
nitz'scben,  f^o  wie  der  Hoffmann'schen  Methode  answeifelhafl^ 
anerkannt  ist,  und  der  dadurch  an  Gewicht  gewinnt,  weit  er  auf 
das  gleiche  Resultat  wie  die  Rechnung  mit  Zinsessinsen  lUir^ 
und  daher  wie  diese  den  Ergebnissen  der  Rechnung  mit  einhehsop 
Zinsen  entgegen  tritt. 

Zugleich  findet  hierdurch  die  oben  ausgesprochene  Behaop-^ 
tung  ihre  Bestätigung,    dass  die  richtige  Auflösung,  eines  und 
desselben   Problems   zu  einem   und    demselben   Resul- 
tate nhren  muss,  wenn  anch  die  zur  Auflösung  dienenden  Meth 
den  ganz  verschieden  sind. 

Um  den  Beweis  zu  vereinfachen  stellen  wir  die  Aufgabe  wie  fol^ 

Innerhalb  n  Jahren  werden  je  am  Ende  der  Jahre  die  Suin« 
roen  L^,  X^,  L^, ...,  Ln  gezahlt.  Wie  gross  ist  das  Kapital  K, 
welches  durch  diese  Suromen  bei  dem  Ziosfuss  p  abgetragen  wurde? 

Es  werden  auch  hier  die  oben  unter  No.  4—6,  §.  3,  aufgestell- 
ten Sätze  vorausgesetzt. 

Untersucht  man  hiemach  die  genannten  Summen,  so  ergibt 
sieh  wie  dort  leicht,  dass  die  Zahlung  eines  jeden  beliebigen  Jah- 
res einerseits  aus  einer  vorerst  noch  unbekannten,  aber  bestimm- 
ten Tilgungssumme  und  andererseits  aus  den  Zinsen  des 
Kapitalrefttes,  oder,  was  dasselbe  ist,  aus  den  Zinsen  der 
Tilgungssumme  dieses  Jahres  und  denen  aller  nachfolgenden  Jahre 
besteht. 


dir  poumektn  AHlkmeäk.  Slfi 

Bezeichnet  maD  nan  die  in  diesen  JahreesaUingen  enthalte- 
nen nnd  Torerst  noch  unbekannten  TilguDgesumiMi  dareh  Ai ,  A^ 

^s»  A^,.,..An,  80  erhält  man  folgende  Gleichungen: 

'/ 

1)     Li     =zAii^K.0fip==Ai+(Ai+A^+A9...iAn)0fip, 
£4    =A^+(A^+Ai  +  A^....An)0,Op, 


Lm^lz=An-i  +  (An^l  +  ili,)0,(l!p, 
L,      =An  +  Am.Ofip, 

Dieas  sind  n  Gleichungen  mit  n  unbekannten  Grßssen  Ai,  A^y 
A^,.„.An  und  man  hat  nun  diese  Grossen  zu  bestimmen.  Ihre 
Summe  gibt  das  gesuchte  Kapital  und  man  erhält  wie  oben; 

2)  Kr^Ai+A^+A^+ An. 

Um  die  unbekannten  Grossen  zu  finden,  Verfahren  wir  wie 
Voigt:  Wir  gehen  von  der  fetzten  Gleichung  aus,  die  nur  elfte 
Vobdüinnte  hat»  bestimmen  sie;  gehen  von  dieser. zur. zweitleti- 
^en  Ober,  bestimmen  diese ;  geben  von  dieser  zur  drittletzten  Ühet, 
bestimipeii  diese  und  so  fort,  bis  alle  einzelnen  GrOssep  gsfnn- 
dlea  sind.    Man  findet  dann  dnrch  eine  einfache  Umstellung  «ns 

Ln=Am  +  Am.Ofip—  An.  ifip : 

Ann 


*  ■ 


2^1  ===  A«i  +  ^., ,  0,Qp  +  A .  0,()p = J«-i .  1,0p  +  il^ .  0,0p : 


=  il«-a.l,0!p  +  (J_i  +  ^,)O,Op: 


^^*  ^.    Setzt  man  dieses  Verfahren  fort,  so  bemerkt  man  bald  ein 

*<^a««he8  F^krtgang^esetz,  welches  zu  folgender  Zusammenstellung 
Ahrt: 
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3)   A 


IUI' 


A-»= j^  [iii-1  —  A.O,0]p], 


A-»=  j-^i*i-»— (-4«-M-i+-^"-»+«+—'^"-i  +'^i»)0»Öp]» 


I 

Man  .erkeDot  ans  dieser  Darsteliang,  daas  ziu"  AufBodang-  aSm 
lieber  Kapitalabtraguiigen  Dur  die  Rabattirang  fttr  daa  eraW  J 
erfordert  wird. 

Gescbeben  die  Zablungsleistongen  aaroint  VerziosnDg  h 
JSbrIicb,  ao  bleibt  der  schön  gezeigte  Entwicklangsgang  in  Ki 
Die  ZaU  dör  Unbekannten  verdoppelt  sieh  Ar  n  Jahre.  Beaei 
net  man  den  Halbjabreszins  wie  frfiber  durch  iprspi,  so  erl 
man  iblgende  Gleichungen: 

4)  £|       =^i  +  (4+ila  +  i<8+...^«-)0,0pit 


Lim      =Aii  +  -^l«.0,Opi, 

/ 

anter  der  Bedingung,  dass 

6)  Ä  =  ^1  +  il^+ilf +  i4n» ....  ^t« 

ist    Die  einzelnen  Kapitalabtragnngen  bestimmen  sich  doreh 
gende  Gleicbangen: 


«)  Au     = 


ätr  p0UU»ekeH  ArltImeUk.  ^) 

Lu 


An-« = |-jjj-  [Xfan-t — (^«n-i  -^  An)  0,0;»,  ] 

1 
A«-A  =  j-g--  [Xsn-ft— (/f2a.A4.l-|-i42•-i^.2....^2ll)0,0p|  J 

I 

t 

In  den  vorstehenden  Darstellungen  sind  alle  gedenkbaren  Fälle 
enthalten,  aaeh  dife,  wenn  in  einzelnen  Zeitfristen  keine  Kapital* 
ibtragungen  vorkommen  sollten.  Sie  fallen  dann  aus  und  man 
hat  einfach  sie  durch  0  zu  ersetzen. 

Will  man  nun  nach  dieser  Methode  einzelne  Fälle  berechnen, 
M  hat  diess  keine  Schwierigkeit.  Man  wird  finden ,  dass  die  aus 
ikieD  fol|i^en den  Resultate  genau  mit  den  in  {.3.  aufgestellten  Sätzen 
ttwtlBStimmen.    Späterhin  werden  wir  hierauf  zurOckkommen. 

Die  in  No.  3)  und  6)  angegebene  Rechnungsart  ist  eine  zurflck- 
hntnide,  denn  inan  iiinss  von  der  Auffindung  einer  unbekannten 
GtSmc  zu  der  folgenden  fibergehen  und  desshalb  in  der  AusfBh- 
niiig  etwas  mfihevoll  und  umständlich.  Sie  lässt  sich  aber  durcfi 
SoMitotion  froherer  Werthe  in  eine  unabhängige  verwandeln. 

Hierzu,  bedarf  man  folgender  Reductionsformel : 

•.       M     .      M  M  _M l,0p-^^],()p-9 

^   l,0p'^+i"*'T,Qp'^+«^l,(V2'^+»+''l,0p«""^         0,C!p 

wenn  9  >  p  ist. 

Setzt  man  nun  zu  dem  Ende  den  Werth  DSr  An  in  No.  3)  aus 
<l6r  ersten  Gleichung  in  die  zneite,  so  entsteht: 

"'    ^"-*  -  ri^  ^^-*    \^~  ^  -  w  — j^ö^"  ■ 

I 

Ebtil  so  erhält  man  durch  Substitution  von  An-x  und  An  in  die 
Mtte: 


\ 

I 
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Nqd  ist  nach  No.  7): 

I>..0,Op'      ,    /K^.l.O^-^— l>Qp-*     ^0.0i»     /^■0,(1!p 
IV    =^<'''V" 0.0;,  ==~T^ Ü^«"' 


also : 


_JLrr  2/,>i.0,()>p.L».0,0p     L».0,(»     hnMp. 

'*"-*~1,0!p'^^—*""       1,0p     ^    l,()p    ""    1,V    ""     l,Op  ^ 
oder 

_L«-2      I/,>i.O,0>p     I^.O.Op 
yj  "*— •—  1,0/1  l,()p«     ""    1,0p»   * 

Durch  Sabatitotion  voo  ila-s,  An-\,  A»  ans  tlo.  9)^  8)  nsd  3)  in 
'  die  vierte  Gleichong  entsteht: 

'. l_r,  L.-t.O,Öp  .  I>.-i.0,0»>«.X^.O.0/>' 

•"-•-"  1,0p '^^-»~      1,0^     •"•■      l.(^«      '     l,Op» 

I.iH-i.O,0»>  .  X,.OtV 
1,0»»      +    1,0^« 

— w~^ 

Werdeo  nun  die  Glieder  der  leisten  Vertikalreihe  iiaeh  No.  7) 
behandelt,  so  ist: 

r;;^"''  i,op«  ^  i,op»  -     liojT" 

_       Ln .  0,0p 

•"■"  i,V  * 

Ebenso  ist  wie  vorhin  fSr  die  Glieder  der  vorletzten  Vertikal reih^^ 

Lii-i.0,0p     JD— i>0,Opg         Ln-i .  O.Qp     ' 
'^       Iflp      ^       1,0p«      ""-      hOp* 

HIerdarch  entsteht,  wenn  eingeführt  und  mit  j-g-  maltiplicirt  wird 
/    Femer  wird  durch  Substitution  ans  10)^  9),  8): 
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l'^  U^.Q,Qp .  X.-i.O,()p« .  JL,-i.O,üp* .  L..O,Clip^ 

,  f,.-«.0,Qp    I/,-i.O,0|p«  L«.0,(1!p* 
~      I.Ofp      ■•'      1,0p«     '    1,0p» 


li,.-i.O,Op    L..O,Op» 
~      1.0/,       "^    1,0p»      ' 


hffOfiPi 

-  ü^J- 

Die  letzte  \  ertikalreihe  gibt  nach  No.  7) : 

^Ln\)Mp  Q^  -  i^j^     +     1,0/1     ■"    1,V    ""         *'V 

;.    Die  Samnien  der  vorhergehenden  Vertikalreihen  8ind  ^chon  oben 
togegeben  frorden.     Demnach  erhSit  man : 

I  ») 

.     _Ln^     JU-s.O,Qp     L,-a.O,Op     L>i^i.O,0^     L«.0,Op 

•"*^l,()!p""     1,0p«  iy)p»  l,()p*     ""    Ifijfi 

Die  Tergleichung  von  No.  8) — 11)  zeigt,  daas  der  Calcal  einen 
festen  Gang  gewinnt,  woraus  sich  das  Fortgan gsg^setz  leicht  er- 
kenDen  l&sst  Es  ergibt  sich  daher  zur  Bestimmung  sSmmtlicher 
ODbekaonten  folgende  Zusammenstellung: 

12) 


^  = 


L.       0,0p  La     O.OpL,     Q,(^L^-        0,OpL»-i     0,OpL, 

~Tj^     i.Op»      Tfip^     1,0p*  ■"  ~*  i,0p»-i  ~  1,0p» 

L,      O.OjpAt     O.OpI.4  0,OpL,-i      Q.OpX. 

l,Ö^~  1.0p«  ~TV"""  l.Öp"-*      1,0p"-» 

A    _                                j**      0,0pL4  0,Op£.-i      O.OpL, 

^   ~                                 1,0p     T^""  1.0p—»  ~l,Op"-« 

j.   -         /  ^  O.OpL,-i      O.OpL. 

^   ■"  O^'"       1.0p"  *  ~  I,Qp"-» 

jL  _  »    L..-8     O.OjplM-a     0,OpL,-i      O.0>pl^ 

^~  1,0p         1,0p«  l,Op»     ~    1,0p« 

^  £«-8 0,0p  Ln-1       0,OpLn 

1,0^       i70p«  —  i,Qp' 

i  X»-i     0,OpL« 

*■'"  TfJp  ~  «»PP*  - 

1.0^ 

15» 
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ZShIt  inan  nun  sSmmtliche  Vertikalreihen  in  No.  12)  nach  dem  in 
No.  7)  angiegebqppen  Gesetze  zasammen,  90  ergibt  sich  als  Sitm- 
meniverth  sämintticher  Unbekannten  oder  als  gegenwärtiger  Werth 
aller  Zahlungsleistungen  {R)  Folgendes: 

12)  ^  Ä  =  il,  +  Ja  +  ^8  +  ^4  +  ....  +  ^„ 

^rS^  -«»«p.^         P^  -l^  -1,0p  +i,(jjp- 

X^-a     ^^.      -        l,Op-^  —  1  ,Op-M*  _  Im-a     -l^-a  ,   Im-* 

1,0p    "'"^^4       ö;(^  -i,()ip  ~i,()p +1;^ 

l,()p      "•'*^»  0,0p  -1.0p       1,0p  +  1,0p» 

1.0^  -0'<v^ p^ ü^  ~  17^  +  t;^ 

A  _-  ^ 

1,0p  ~  05* 

Durch  den  Wegfall  derselben  positiven  und  negativen  Glieder  and 
in  Rucksicht  auf  I^o.  12)  ist  der  gegenwärtige  Werth  sfinimtiicber 
Zahlungsleistungen : 

13)  Ä=^i+^«  +  .48  +  ^4+  +^«  =  A 

-1,0p  ■♦■  i,v    W^     1,0p* +••  i,()p* 

Diess  ist  ein  zweiter,  auf  anderer  Basis  ruhender  Beweis  des 
oben  aufgestellten  Lehrsatzes.  No.  13)  föllt  mit  No.  9),  $.3.  m- 
saramen. 

Behandelt  man  nun  auf  ganz  gleiche  Weise  die  Darstellnog 
No.  6),  so  wird  man  zu  folgendem  Resultate  geführt: 

,     14)  '  ß  =  i4l, +  ^a+^8+- ./^2n=Är 

""  i;^  ^  i,opi*  ^  JM»  +  i,opi*  +   •  \fij^ 

was  mit  No.  19),  §.3.  fibereinstimmt. 
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Die  hier,  wie  im  ersten  Beweise,  gemachten  iScbIfisse  gehen 
rooder  Voraussetzung  aus,  dass  jede  der  Summen  Li,  Li^,  Xg,.... 
..^Ln  ei«e  Tilgungssumme  und  die  Zinse  vom  Schuldrest  enthält, 
ako  grosser  ist,  als  die  Zinse  des  Schuldrestes.  Diese  Beschrän* 
buiig  ist  aber  nicht  nöthig.  Die  einzelne  Summe  kann  auch  bloss 
die  Zinse  des  Schuldrestes  oder  auch  weniger  enthalten.  Im 
ersten  Falle  ergibt  sich  keine  Tilgung,  oder  das  zugehörige^  geht 
in  0  über.  Im  zweiten  Falle  entsteht  ein  negativer  Werth.  Die- 
ser muss,  wenn  man  No.  3)  des  zweiten  Beweises  anwendet,  als 
Gatbaben  des  Gläubigers  betrachtet,  ihm  gut  geschrieben  und  in 
«eioem  Interesse  behandelt  werden.  Im  Calcu)  sind  aber,  da  er 
allgemeio  Ist«  diese  Fälle  schon  vorgcjsehen.  Welcher  Methode 
nuD  sich  nun  bedienen  mag,  immer  wird  man  das  gleiche  Resul- 
tit  finden. 

§.  6. 

Nene  Methode,  den  gegenwärtigen  Werih  kiinftig  fäl- 
liger Summen    durch   Rechnung  mit  einfachen  Zinsen 

zu   bestimmen. 

Die  Darstellung  No.  3)  und  6)»  §.  4.  gibt  eine  neue  Methode, 
te  Werth  künftiger  Kapital  Zahlungen  auf  die  Gegenwart  zurQck- 
znfuhren,  und  zwar,  wie  man  sieht,  durch  einfache  Zins  rech* 
QODg,  also  mit  Ausschluss  der  Zinszinsrechnung,  deren  Anwen» 
doDg  80  vielen  Anstoss  und  Widerspruch  erregt  hat.  Sie  besteht 
n  Folgendem ,  wie  sich  vorerst  aus  No.  3)  ergibt. 

1)  Man  rabattire  die  Kapitalzahlung  des  letzten  Jahrs,  mit  der 
nan  tu   beginne.n   hat,    mit    einjährigen   Zi/isen.      Der  hiedurch 

-eriialtene  Betrag  ist  die,  Tilgungssumme  des  letzten  Jahres  An, 
(^enn  die  letzte  Zahlungsleistung  enthält  die  letzte  Tilgungssumme 
ond  deren  Zins.     Man  bemerke  diese  Summe. 

2)  Hierauf  berechne  man  den  Jahreszins  der  letzten  Tilgungs- 
"tnonie  Am-Oftp,  ziehe  ihn  von  der  Zahlung  des  zweitletzten  Jah- 
re« Lif.i  ab  (denn  in  dieser  sind  'die  Zinse  der  zwei  letzten 
iibre  enthalten)  und  rabattire  nun  den  Rest  mit  den  Jahreszinsen. 
Diese  gibt  die  Tilgungssumme  des  zweitletzten  Jahrs  Am^v  Man 
bemerke  diese  Summe. 

3)  Hierauf  berechne  man  den  .iahreszins  der  zwei  letzten  TU- 
Caogssumnien   (Au—i  -\-  An)Ofips    ziehe  ihn   von.  der  Zahlung  des 
drittletzten  Jahres  Ln^-^^Bb  (denn   in   dieser  sind    die   Zinse  der 
drei  letzten  Jahi^  enthalten)  und  rabattire  datm  den  Rest  mit  den 
Jahreszinsen.    Diess  gibt  die  Tilgungssumme  des  drittletzten  Jah- 
res Am~%,    Mao  bemerke  diese  Summe. 
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Fährt  man  auf  diese  Weise  fort  nach  Vorechrift  voo  No.  3) 
and  berechnet  allmiilig  särafntliche  Tilgungssuinmen ,  so  bat  luao 
den  gesuchten  Kapitalwerth  No.  2),§.  4.,  und' zwar  durch  ein- 
fache Zinsrechnung. 

Die  in  dem  Vorhergehenden  vorgetragenen  Sätze  sollen  nun 
an  einem  Beispiel  verdeutlicht  werden. 

Die  Summen   1500,    1450,    1400,   1350,    1250/1200,   1150, 
1100,  1050  sind    der  Reihe  nach   am   Ende   der  zebn.fol 
genden  Jahre  fällig.    Wie  gross  ist   ihr  gegenwärtiger 
Werth  bei  5  Procent  Zinsen? 

Die  Antwort  hierauf  ist  sehr  einfach,  denn  man  sieht  leicht, 
dass  die,  angegebenen  Summen  nichts  anderes  sind,  als  die  Heha- 
Zahlung  eines  Kapitals  von  10000  (und  deswegen  ist  auch  die  Anf 
gäbe  in  dieser  einfachen  Form  gewählt),  wenn  jährlich  1000  vom 
Kapital  abgetragen  und  ausserdem  die  Zinse  vom  Schuldrest  su 
5  Proc.  gezahlt  werden.  Alan  weiss ,,  auf  welches  Resultat  die 
anzuwendende  Aiethode  fiihren  muss,  und  diess  gibt  ein  Merk- 
mal für  ihre  Richtigkeit. 

Wendet  man  nun  die  Rechnung  mit  Zinseszinsen  zur  Bestim- 
niang  des  gegenwärtigen  Werthes  obiger  Summen  an,  so  erhält 
man  nach  No.  9).  §.  3.,  indem  man  p=:5,  n=^],  2,  3,....  10  und 
fSr  die  L^ ,  L^i,  L^ I/|o  die  entsprechenden  Werthe  setzt: 

'^^  1,05  +  1,05«  '^  1,05»  +  1,05*  +  1,05»  +  pö«  +  1.05^ 

1150      1100       1050 
/  1,05»  +  PS»  "^  Pöw 

=  1500.0,95238095^  1450.0,9070295  +  1400.0,8638376 

4-  1350.0,8227025  ^  1300.0,7835262  +  1250.0,7462154 

+  1200.0,71061^3  -f  1150.0,6768:m  -|-  1100.0,64^16089 

-f- 1050.0,6139133 

=  1428,5714285 
1315,1927931 
1209,3726386 
1110,6483412 
1018,5840158 

932,7692462 

862,8175960 

778,3652663 

709,0698076 

644,6089167 
9999,999999 


der  poimnhen  ArttkmtUk.  2S7 

Dennaeh  iat: 

A = 9999,99999  ....  =  10000. 

Die  ileehnuDg  mit  eingeben  Zinsen  gibt  dagegen,  wenn  man  die 
esteprecbenden  Werthä" einfahrt: 

j»  _  1*?  j.  M50   1400    IMO.  1300 .1260   1200 .1150   1100  .1080 

=:1428,tS71428571 
1318,181818181 
1217,391304347 

1125,000000000  : 

1040,000000000 
961,384615384 

r 

821,428571428 
758,620680655 
700,000000000 


10259,467316454 


dw 


A  =  10259,467316454...., 

I  und  folglich  mehr  als  der  wahre  Werth  beträgt. 

Bebandelt  man  die  vdratehende  Aufgabe  nach  der  in  diesem 
hngmphen  angegebenen  Methode,  so  erhftit  man  aus  der  letx- 
(w  lihreszahlung  die  Tilgungssumme  nach  No.  3),  §.  4. : 

I  Der  Zins  hieven  beträgt  1000. 0,06 =50.    Die  Tilgungssumme  ^%^ 
^  >evBten  Jahrs  berechnet  sich  nach  dem  Abzug  dieses  Zinsbetrags  so : 

1    .,        .     ««  .     1100-60     ^,^ 

I  4»  =  i;ffi;(i*-4o.0,0p)= -,^Ö5;-  =  1000. 

I 

^x  Zintf  der  beiden  letaten  Zahlungen  beträgt  2000.0,05=  lOa 
Kl  ist  daher : 

1    r^       /^    .    ^    v^/.  V     1150—100      ,,^ 
^^^\^  f^*  ~  ^^^  +  ^io)0,0p)  = 1^-  =  1000. 

•baoso  erhält  man : 
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A  '  rr  /^  .  ^  .  ^  xnA  n  1200-3000.0,05  tORO  ,^ 
^r  =  yiZ  [^  -  ('^s+fe+'^ioMQpJ  = ^ ~Tj^—^^- 

A  »  r#      ,A.Ak     A   ^,.i,-i    1280—4000.0,05    1060    ^^ 

1   rr      /^   .  ..   .     A   ^^^^    1300—6000.0,05    1080    .^ 
^»  =  |-;^r^»"(A+'^r+...^o)0,(l!p]= j^^ — ^=1:06=''""' 

.  '   rr      /^  .  *  .     ^   x«^  1    1350-6000.0,05    1050    .-.- 

^*  ==  i;öj;[^*-(^»+^«+-^io)o.ori= 1705-      =i;ö5=''"''' 

A  ^    TF  .  /^   .  ^  .     ^   x^^  T    1400-7000.0,05    1050    ,^ 

^  1    rr      /^   .  >-   .      -    x/..  1     1460-8000.0,05    1050    ,^ 

\  1    rr      i  A    .  A   ^      A    ^^i^^     1500-9000.0,06     1050    ,^ 

Jede  Jahreszahl ung  gibt  die  Tilgang^sumine  1000,  wie  es  die 
Anlage  der  vorgelegten  Aufgabe  verlangt.  Folglich  ist  der  Wertb 
des  abgetragenen  Kapitals 

ÄzzslOOOO.    ' 

# 
Die  hier  mitgetheilte  Methode  fiihrt  also  aaf  einem  (faDs  an- 
dern Wege,  aU  die  Rechnung  mit  Zinseszinsen,  lu  demselben 
Resultat  wie  jene.  Die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  gibt  da* 
gegen  einen  andern  und  grossem  gegenwärtigen  Kapitalwerth  fiir 
die  nämlichen  Summen.  Letzteres  ist  offenbar  falsch  and 
steht  im  Widerspruch  mit  dem  durch  zwei  andere  Methoden  gleich- 
massig  aufgefundenen  Resultate. 

Man  kann  auch  die  Richtigkeit  des  in  §.  3.  aufgestellten  Le^- 
satzes  an  den  beiden  aufgefundenen  Zahlenwerthen  selbst  nach- 
weisen, wenn  man  son  dem  Guthaben  des  Gläubigers  ausgehtt 
den  Stand  desselben  Jahr  fiir  Jahr  verfolgt,  die  Zahlungsleistnn- 
gen  des  Schuldners  in  Rechnung  bringt  und  so  den  Stand  det 
Schuld  am  Ende  des  zehnten  Jahres,  an  welchem  sie  offenbA^ 
getilgt  ist,  feststellt. 

Hiernach  ergibt  sich  für  die  durch  Zinszinsrecbnung  irod  di-^ 
durch  die  in  diesem  Paragraphen  mitgetheilte  Methode  aufgefa*'' 
dene  Summe  folgende  Rechnung  bei  5  Proc.  'Zins : 


* 
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Der  Giiflbiger  gibt  gegeowärtig 10000 

Hiezu  komnien  die  Zinse  des  ersten  Jahres .     600 

10500 
Der  Schuldner  zahlt  am  Ende  des  ersten  Jahres  .  .  .  .  .  1500 
Stabd  der  Schuld  am  Ende  des  ersten  Jahres    ....   .   .    9000 

Hieza  die  Zinse  des  zweiten  Jahres .      450 

9450 
Der  Sebnldner  zahlt  am  Ende  des  zweitep  Jahres  .  .  .  .  1450 
Stand  der  Schuld  *am  Ende  des  zweiten  Jahres  ....   .   .    8000 

Hiezu  die  Zinse  des  dritten  Jahres .      400 

8400 

Hieron  die  Zahlune  des  Schuldners  ab  .' % .    1400 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  dritten  Jahres   ....   .   .    7000 

Hiesu  die  Zinse  des  vierten  Jahres .      350 

7350 

Hieran  die  Zahlung  des  Schuldners  ab .    1350 

Stand  der  Sijhuld  am  Ende  des  vierten  Jahres  ....   .   .    QOOO 

Hiezu  die  Zinse  des  fünften  Jahres 300 

^ÖÖ 

Hieven  die  Zahlung  des  Schuldners  ab ?  .   .    1300 

Stind  der  Schuld  am  Ende  des  fünften  Jahres  ....   .   .    5000 

Hiezu  die  Zinse  des  sechsten  Jahres 250 

5260 

Hievon  die  Zahlung  des  Schuldners  ab .    1250 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  sechsten  Jahres  .    .   .   .   .    4000 
Hiezu  die  Zinse  des  siebenten  Jahres 200 

42Ö0 

HbvoD  die  Zahlung  des  Schuldners  ab .   .   .   .    1200 

SImmI  der  Schuld  am  Ende  des  siebenten  Jahres  ,   .   .   .   .    3000 
Heia  die  Zinse  des  achten  Jahres 150 

315Ö 

HiefetD.  die  Zahlung  des  Schuldners  ab .  ti50 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  achten  Jahres   ....   .   .  2000 

'  tii^rzu  die  Zinse  des  neunten  Jahres '  tOO 

,  2100 

HievoD  die  Zahlung  des  Schuldners  ab .  IIQQ 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  neunten  Jahres 1000 

Hiezo  die  Zinse  des  zehnten  Jahres 50 

iÖ5Ö 

HievoD  die  Zahlung  des  Schuldners  ab .    1050 

8taad  der  Schuld  am  Ende  des  zehnten  Jahres  ....   .   .    0000 

Man  sieht,  dass  hiemach  die  Forderung  des  Gläubigers  durch 
die  Zahlungen,  des  Schuldners  vollständig  befriedigt  ist. 
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Für  den  durch  die  Rechnung  mit  einfacheii  ZinseD  aofgefun- 
denen  Werth  ergibt  sich  folgende  Prüfung:    ' 

Der  Gläubiger  gibt  gegenwärtig 10209,4873 

Hiesu  Zins  des  ersten  Jahres 6t2,g734 

1077%44a7 

Uievon  die  Zahlung  des  Schuldners   ab 1500 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  ersten  Jahres  .   .   .   .    «272,440/ 

Hiesu  Zins  des  zweiten  Jahres •      463,6'220 

9736,0627 

Hie?on  Zahlung  des  Schuldners  ab '    \^^ 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  zweiten  Jahres    .   .    .    8286,06tr7 

Hiesu  Zins  des  dritten  Jahres jM^^SWI 

,  8700,3668 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab '    11?^»^,^ 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  dritten  Jahres  .    .    .   .    7300,3668 

Hiesu  Zins  des  vieften  Jahres 3fi5>0^^ 

7665,3^1 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab '   ^^  ^m 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  vierten  Jahres  .   .    .   .    0315,3b4i 

Hiesu  Zins  des  fünften  Jahres 315,7892 

6631,1633 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab '    I^  ^^ 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  fünften  Jahres  .    .   .    .    5331,1633 
Hiesu  Zins  des  sechsten  Jahres 266,6677 

5597,7110 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab ■    ^^^ 

Stai^d  der  Schuld  am  Ende  des  sechsten  Jahres  .    .   .    4347,7110 
Hiesu  Zins  des  siebenten  Jahres   • 217,f3866 

4565,0966 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab '    i^^u^ 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  siebenten  Jahres  .    .    .    3365,0966 

Hiesu  Zins  des  achten  Jahres 168,254» 

3533,3514. 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab '    ü^^^ 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  achten  Jahres  .   .    .   .    2383,3514 
Hiesu  Zins  des  neunten  Jahres 119,1676 

2602,5190 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab '    !!^^^>^ 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  neunten  Jahres    .   .    .    1402,5190 
Hiesu  Zins  des  zehnten  Jahres 70,1260 

1472,6460 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab «    ^?^^.^ 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  sehnten  Jahres  .   .   .   !     482|6460 


•  . 


( 


der  polHi9chen  A/UAmelfk.  2Si 

Uieroaeb  ergibt  «icb  noch  ein  Scbnidrest  von  422^645»  wel- 
chen der  Gläubiger  zu  fordern  hat  Der  Schuldner  bat  daher  loi 
Laufe  der  Zeit  zu  wenig  gezahlt  oder  der  Gläubiger  hat  mehr 
gezahlt«  als  er  zahlen  sollte.  Es  tritt  die  Unrichtigkeit  der  Rech- 
nnng  mit  einfachen  Zinsen  ganz  klar  berror  und  bestätigt  biedurch 
die  Richtigkeit  des  oben  aufgestellten  Lehrsatzes  und  zugleich  der 
in  diesem  Paragraphen  mitgetheilten  Rechnungsmethode,  so  wie 
der  Rechnifiig  mit  Zinneszinsen.  Wären  derartige,  allerdings  etwas 
leitrauliende  Untersuchungen  angestellt  worden,  so  wäre  man  schon 
Ulogst  fiber  die  oben  angeregte  Streitfrage  in*s  Iklare  gekommen. 


§.6. 

Lehrsatz.  Wird  von  einer  Person  A  (Gläubiger) 
eine  Summe  K  an  eine  andere  ß  (Schuldner)  zur  Be- 
ootzung  gegeben,  werden  von  der  letztern  die  Gegen- 
lakliingen 

am  Ende  von  q  auf  einander  folgenden  Zeitabschnit- 
teo  (Jahresfristen  gewöhnlich)  gemacht,  und  soll  der 
Stand  der  gegenseitigen  Forderungen  nach  n  Jahren 
(also  in  der  Zukunft)  ermittelt  werden,  so  erhält  man 
^io  richtiges  Resultat,  wenn  man  mit  Zinsesainsen, 
nadeln  anrichtiges,  zu  kleines  Resultat,  wenn  man  mit 
«infachen  Zinsen  rechnet 


Erster    Beweis.« 

Die  Beweisführung   ruht  ganz  auf  den   in  §.  3.  aufgestellten 
tinudsätzen.    Es  handelt  sich  hier  wie  dort  um  Forderung  und 
^geoleistungen ,   um  Abgabe  eines  Kapitals  vom  Gläubiger  und 
m  künftige  Gregenleistungen  des  Schuldners.    Letztere  müssen 
kier  wie  dort  aus   Kapitalabtragungen   und  den  jeweils  fälligen 
Zfaisaii  dies  Sebuldrestes  bestehen.    Scheidet  man  auch  hier  beide 
md  nennt  die  entsprechenden  Kapitalabtragnngen  der  Reihe  nach 
Ai,  A^f  A^,,...An9  An-^i,  An-^-^9"--Aq,  deren  GrOsse  ganz  belie- 
bt tat,    and  die  so  gar  nicht  gekannt  zu  sein   brauchen,    da  es 
sieh  nicht  um  ihre  Ermittelung  handelt,    so  treten  auch  hier  die 
gMehen    Bedingungen  .wie   frflber  auf  und  es  muss  ausser  der 
ahrnn   genannten   BesHinmong   die  Summe   sämmtlicher   Kapltal- 
abtrmgangen  dem  dargeliehenen  Kapital  gieich  kommen. 
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Hiernach  lässt  sich  die  vorliegende  Aufgabe  in  folgender,  die 
AuflSsuiig  erleichternder  Weise  darstellen. 

Ein  Kapital  K  wird  von  A  (dem  Gläubiger)  zu  p  Proceut  aus- 
geliehen und  in  g  Jahren  so  von  B  (dem  Schuldner)  getilgt,  da^s 
der  Reihe  nach  die  Summen 

VI'   ^29  -"8»    A^f  .*,•  Anf   AuJ^i,   An-\-29»'"Aq 

je  aiki  Ende  des  Jahres  vom  Kapitale  abgetragen  und   ausserdem 
die  fälligen  Zinse  vom  Schuldrest  gezahlt  werden.   * 

Welches  ist  der  Stand  der  Schuld  nach  n  Jahren,  wenn 

a.  mit  Zinseszinsen, 

b.  mit  einfachen  Zinsen 
gerechnet  wird? 

Man  hat  hieraus  im  Einklang  mit  §.  3.  Folgendes. 

Die  Grosse  der  Schuld  ist: 

t 

1)  if  =  Ai  +  -4a  +  ^»  +  •—  -^B  +  -^»+*  +  ^n-^%  + .-..  Aq. 

Der  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  nten  Jahres  aus  No.  1): 

2)  5=  A  — -/if  —  ilj  — -/I3  ....  —  ii|i  =  ^fi-|-I  'r  An^2'T'  ••••  Aq» 

I 
f 

Ferner  gelten  nach  dem  Gesagten  (vergl.  hiemit  No.  3),  §.  «3.)  fol- 

« 

gende  Gleichungen: 

3)  Li  =  Ai-i-K.OJOp 

L^=zA^  +  (K--Ai)OJOp 

Li  =  A^  +  (Kr-A^  -A^)0,Op 


Ln=^An  +  (^ —  Ai  —  A^ —  J3  —  ....  An^i) 0,0p 

Rechnet  man  nun  mit  Zinseszinsen,   so  betr&gt  das 'Gutbab^^ 
des  Gläubigers  nach  n  Jahren: 

4)  F=:Ä.1,V- 

Die  Zahlungsleistungen  des  Schuldners,  welche  sämmtlich  er 
am  Ende  der  In  die  Zahlungsperiode  fallenden  Jahre  fällig  werde 
haben  nach  ft  Jahren  folgenden  Werth : 


« 
I 


der  poiiHscMen  ArithmeUk.  SSä 

6) 

6= i,  .1»«!^»= Ji .  i,()!p"-» + Ä.0,()!pJ4)p^» 

I,  .1,0/1"-»= i<, .  14>p—H  (Ä— ^1 — ^^  0,0p .  i,V-» 

La.i.],Qp  z=iAn^\.\Sip  +(^ — -^1—-^— ....  — -^n-a)O,0ip.l,Qp 

Ln  ='^«  +(Ä — -^1 — -4»-....— -4«-a--^ii-i)0,0]p 

Doreb  Anflitsnng  der  Ajnsdrflcke  auf  der  rechten  Seite  erfaKit  man : 

6) 

I 

+ 4  J,  V-«  +  Ar .  0,()p.  l,Qp"""* -- ^1 -0,0/).  I,fljp»-* 

•  > 

+J,_i.  1,0p ^fAf. 0,0p. l,Qp   ~2l,.0,Qp.l,Qp  — ^..0,Qp.l,Qp 

....  —  An^Q,.  O,0ip .  l,0|p 

\An         +*:.o.c^        -y<i.o,Op       —  j«.o,(^ 

....  —  ^N-s .  0,Qp — An^\  .OyO|p. 

I^ie  Ausdrücke  derselben  Vertikalreibe  auf  der  recbten  Seite  von 
der  zweiten  an  lassen  sich  auf  folgende  Weise  summiren : 

7)       ilf.l,Op'  +  jlf.l,()p'^+»  +  ilf.  1,(^+2+  ...Jf.l,Op« 

l,0pl+l_l,0pr         » 

-^'        ^0^ 

^^idilebt  diessy  so  erbält  man  aus  No.  6)»  wenn  man  statt  i  und 
'die  entsprechenden  Werthe  setzt : 

C  i=  I^ .  1,()!P"-»  +  Xa .  1,0p»-«  + 1^ .  1  ,()p»-« -...  1^1  J,(^^ 
=  Ai .  l.Op"-»  I-  At .  l,Ojt>»-»  +  A, .  l,Op"-»  + ....  An-i .  l,Op>  ^. 

-^-«  o.(b- -01^—4.-1.  o,qp.-^- . 
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odel'  wenn  gehurig  multiplicirt  und  redocirt  wird: 

-  Ax .  l,Op»-i  -  A^.  l,Qp«-«-2lg .  I,Op"-»....-  Am^.lftp^-Am^i .  I  .Op 
-f-Ji  +A^     '       +J,  +i<w-s  +A-1. 


Da  nun  die  gleichen  positiven  und  negativen  Glieder  wegfallen 
8o  entsteht  fflr  den  Werth  der  Zahlangslelatungen  des  Schuldners 
nach  n  Jahren  :  ' 

8)  G  =rX., .  hOp—HI^' l,Op»-«+X, . l.V-H  •••I'—i •  Ifip+L, 
=  KAfip'—  K  +  Ai  +  Afi^  A,  + ....  A,^i  +  An 

,  In  No.  4)  ist  das  .Guthaben  des  Gläubigers  und  in  No.  8)  der 
Werth  der  Zahlungsleistungen  des  Schuldners  auf  das  Ende  des 
fiten  Jahres  angegeben.  Werden -diese  mit  einander  Tergliehen^ 
80  ergibt  sich  aus  ihrem  Unterschied  der  Stand  der  Schuld  auf 
diesen  Zeitpunkt.     Dieser  ergibt  sieb  sofort  aus  No.  4)  und  No.  8): 

=K.hOf^^iK.hOp^-^K  +  Ai  +  A^  +  A^.^.Am) 

oder 

9) 

S=K.lfifi'~Li.l.(^-^-Lt.l,Op'-*-L,.l.0p'—....-Ln-ul,Op~L, 

=  Ä —  Ai—'A^  —  A^  —  -^4....  — ^«  =  iln4.1  +  An-\-2~t-  An-^^-^-  ....  A^. 

Werden   die  Zahlungsleistungen  vom   Schuldner  halbjährlich 

gemacht,  und  geschieht  die  Verzinsung  auch  halbjährlich  \pz=ip^, 

so  ändert  diess  in  der  Anlage  un^  dem  Entwicklungsgange  nichts. 

(Es   entsteht    dann  die   doppelte   Zahl    der  Zahlungs- Leistungen 

Li,  L^f  L^ Lim^  X^-fif..  X<a9   und    die   doppelte   Zahl   Am 

Kapitalabtragungen  Ai^  A^^  /Ig , .... ils«  •  A^i^\f..,.A^^^  und  man  hat: 

10)  K^Ax  •{•  A^-^r  A^.,,.A^n-i^  A^m-^i-'»' A%^ 
und 

11)  Si=K — Ai — A^-'A^.*.,  —  Au=s:A%t  +  A%m-^i+-'''A%^ 
Es  gelten  dann  folgende  Gleichungen: 


.Oer  polMseken  ArUkmetlk.  3S5 


12)      Li  =sJ^-f  X.0,Q)9, 

J^  =ÄtV{k-Ai)ü,Qpi 

L^  ^At  +  (Ä  -  ^, -^0,0|»i 

ü,  =il4  +  (Ä— ^,— ^— 4.)O0>»i 


Xhb  =  A«  +  (If  —  ^1  —  A^ — J,  ....  —  ^api_i)ü,^i 
Das  Gathaben  des  Glftubigers  ist  dano  oach  n  Jakreo : 

13)  f  =  «.l,C!p,««; 

die  Zahlungsleistongen  A^a  Schuldners  haben  nach  n  Jahren  fol- 
gendeD  Werth: 

14)  G  = 
li.l^*^=^, .  l,Op,*"-i  +  K.^Sipi  •  l.Opi**- ' 

:      l,.l%,«-^a=^, .  I,0p,*^«  +  (Af  -  ^,)0,(^, .  1,«^,«—« 
1|  1M'*-*=^»  1,0^*-»  +  (*  -  ^,  -  ^)0,0^, .  IM**-' 


U^A.\,Opi=^  A^i-\ .  IfOpi  +(Ä'-  ^1— ^— ^....— ^«ii-«)0,0]pi.l,(l]pi 

WerdeD  nun  die  Glieder  dieser  Darstellung  gehörig  geordnet ,  die 
suamiBengehOrigen  Vertikalreihen  nach  No.  7)  summirt,  werden 
him  die  weiter  nothigen  Reductionen  gemacht,  so  ergibt  sich  für 
da  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  nten  Jahres : 

15) 

^  K'^Ai — A% — Ai ....  —  A^'=  A2»^i  -t-AfM^^.^.A^q^ 

iras  mit  9)  Übereinstimmt. 

Die  in  No.  9)  und  No.  15)  gefundenen  Resultate  stimmen  mit 
d«  oben  aufgestellten  Prämissen  No.  2)  und  No.  11)  iiberein,  und 
somit  ist  der  erste  Theil  des  obigen  Lehrsatzes  bewiesen. 

Rechnet  man,  um  auch  den  zweiten  Theil  zu  beweisen ,  mit 
einfachen  Zinsen  und  schreibt  der  Kfirze  und  Bequemlichkeit 

w^en  Oftps=:YK^r=ir,   so  beträgt  das  Guthaben  des  GMubigers 
■ach  n  Jahren: 


'    . 
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16)  Fi=*r(l  fiir)  =  *+JSriir. 

Die  Zahlungsleistungen  des  Schuldners  haben  bei  einfacheo  Zin- 
sen nach  No.  3)  folgenden  Werth  nach  it  Jahren ,  wenn  die  eot- 
sprechenden  Werthe  eingeffihrt  werden: 

17)  f?,  =  i,(l+(n-.l)r)=:ilj(I+(n^l)r)+*r.r(l+(»»-l)r), 

L«(l+(n-2)r)=Ja(l+(n-.2)r)+(*r-ili)Kl+(»t-2)r), 

i^8(H(»»-3)r)=il3(l+(ii-3)r)+(*-^i-^Kl+(»-3W 
L„.i(l  +r)= A-i(l+r)+(i5C-ili-2ift-24,...-^n_2)r(l+r). 

Ln  =  An-\-{K — Ai — A%  —  A^,.,,^  An—^—An-x)^' 

Durch  Auflrisung  der  Klammern  auf  der  rechten  Seite  entstdit: 

Gl  =  Li(l  +  (n--l)r)+I^(l+(»i-2)r)+I^(l+(n-.3)r)...  JU-i(l  +r)+I. 
=:^i(l+(ii-l)r)+/la(H(«-2)r)+^B(l+(ii~3)r).>.il»_i(l+r)+i. 
+  Är(l  +  n-l)r) 

+  Kt{1  +  («-2)r)-^ir(l  +  {n-'i)r) 
+  Afr(l  +  (n-3)r)  -  .lir(l  +  {n-3)r)  -  ^,r(l  +  (n-3)r) 
+  KrO  +  (n-4)r)-il,r(l+(n-4)r)-jiar(l+(n-4)r)-^,r(l+(»-4)r) 

+  Är(l+r)— ^iKl+r)  -  ^ar(l  +  r)-^,(l+r)r....— ^,_,r(I+r) 
+  Afr  -^AiT  —  A^r      -    —  A^r —  /4„-^r — A-**** 

Die  Vertikalreihen  auf  der  rechten  Seite  lassen  sich  nach  d^* 
Formel 

Jlf.a  +  iPf  (a  +  fO +  ^(«+2rf)  . . . .  iH (fl  +  (a:  -  l)d) 
=  Max  +  M,  "Y^      *^ 

sumrairen,  wenn  man  a  =  l,  d  =  r,  und  statt  ^  und  x  die  etm^ 
sprechenden  Werthe  setzt.  Hierdurch  erhält  man,  wßnn  man  i^ 
Glieder  der  ersten  Uorizontalreihe  trennt:  ^ 
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C,=l^(l+(ii-I>)4^^l4(lK«-2)r)+L,(l+(n-3)r)+....i:^-i(l+r)+^ 

+iJ,(ii-l)r  +  Ja(ii— 2)r+il3(n— 3)r....A-i.r 
-f  JTw.r-l-jr     2  2 

j  f„     i\»      4  (^— 3)(yi— 4) 

'*r ^ 

— ilfi-i.r. 

Da  nnn  die  gleichen  positiven  und  negativen  Glieder  aus  dieser 
I     Gleichung  wegfallen,  so  folgt  hieraus: 

!        18)^  6\  =  Li(l+(n-l)r)  +  i:^(l  f  (n-2)r)....Ln-i(l+r)+Xn 

=  il|  T  A^  -\-  A^  -f- ....  An 

,    (ii-1)(ii~2)        («-2)(n-3)        (n-3)(n-4)  2.1 

1^1  — 'y[2        ■    *       iT2 •  ^3"^ 172        r—«^ii-^y^  Ji^* 

Vergleicht  man  nnn  das  Guthaben  des  Gläubigers  No.  16)  mit 
demWerthe  sämmtlicher  Zahlungen  des  Schuldners  No.  18),  so  ist  bei 
einfachen  Zinsen  der  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  fiten  Jahres : 

19) 
S,=f,-C,=r(l+«r)-[L,(l+(n-l)r)  +  I.,(l  +  (n-2)r) 

....+Ln-i(\+r)  +  L.] 

n(ti'     V) 
=jr(l  +  nr)  — (^i  +  i4jj  +  ^8  + .. .  An)  -  Knr  -  ^^"^2     ^ 

^..  (n-^1)(n-2)  (n~2)(n-~3)  (n^3)(n-4) 

^ ^ — 1~2 —    •  — r2 — ^  '  — r~2 — "" ^n— 2jf , 

<Mler  wenn  auch  hier  die  gleichen   positiven  und   negativen  Glie-. 
der  weggelassen  werden : 

Thtil  XXXVI.  ,  16 
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^..  (n-l)(ii-2)  .    .  (B-2)(ii-3)  .    .  (n-3)(nT-4)      .      2.1,^ 

I 

oder,   wenn  r  =  0,Op  gesetzt  wird: 

'21)       Si=K—Ai-At  —  At....—Ar-K  ^^j^  0,0p» 

(n-l)(n-2)  (n-2)(«-3)        (n-3)(H^)  _ 

+  Ml  — 175 —  ■*■   »  — 172 ''  ' — O r-^«-«jO,(|r 

Da'nuD    jr  =  ^i +-^2  + -^3 +  ....  + i4fi  + /lfi-|.i  + ....il^   und  y>» 

ist«  so  ist  jedenfalls 

Ww--1)_       w(n— 1)  ,        i»(it  — 1)         ,  ii(n--l)  ^       .  w(it-l) , 
A-j^2^— i^i      j  2      T/I2     12    "*'••••*     1.2    -^»••••+    1,2  ^f 

grosser  als  die  begleitende  positive  Reihe 

^1 — ^y^ — +^*     "iT2     +  ^«-n:2' 

selbst  dann  noch,  wenn 

K=  Ag-i-  A^-i-  A^-i-  A^.,.,  Au 

ist. 

Die  Gleichung  20)  widerspricht  also  dem  in  No.  1)  undNo.^ 
aufgestellten  Satze.  Sie  gibt  den  Stand  der  Schuld  nach  ii  Ja^' 
ren.  kleiner  an,  als  er  ist,  und  ist  also  unrichtig. 

Man  kann  diess  aus  9)  und  21)  auch  so  darstellen: 

oder 

22)  Jr. l,0/i»-i:i .l,0/>"-i— La.l,Op"-«— L3.1,0;i"-»....— I* 

>  K.  hOnp—Li .  l,0(M  -  l)p  —La .  1.0(M-2)p— L, .  l,e(«-3)/i....  -jO» 

Hiernach  ist  auch  der  zweite  Theil  des  Lehrsatzes  bewiese^. 
t 
Sind  alle  L  einander  gleich,  so  ist  der  Stand'  der  Schuld  t^^ 

einfachen  Zinsen  am  Ende  des  nten  Jahres  aus  No*  19); 

23)  Äi=Är.l,Onp-iiL— ^^i^L.O,(^. 
Sind  alle  A  einander  gleich,  so  ist  aus  21): 


f 
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da  '  '  -  . 

Auf  ganz  die  gleiche  Weise  wird  der  Beweis  gefiihrf,  %venn 
die  ZahloDgsleistangeD  and  Verzinsung  halbjährlich  geschehen, 
weswegen  diess  bei  einfachen  Zinsen  nicht  insbesondere' durch- 
geführt wird. 

§.7. 

ZweiterBeweis. 

Der  zweite  Beweis  föhrt  sich  aus  der  Methode  der  gegen- 
seitigen jährlichen  Abrechnung,  welche  schon  oben  §.  5.  als  auf 
richtige  Resultate  föhrend  benutzt  wurde. 

Der  Gläubiger  fordert  am^  Ende  des  ersten  Jahres  Kapital 
sammt  Zins.    Seine  Forderung  ist 

K.hOp. 

Der  Schuldner  zahlt  am  »Ende  desselben  I/|.  Hiernach  ist  der 
Stand  der  Schuld  am  Ende  des  ersten  oder  zu  Anfange  des  zwei- 
ten Jahres : 

J)  iSi=A:.l,Op— Xi. 

Hiervon  fordert  der  Gläubiger  am  Ende  des  zweiten  Jahres  Zins. 
Seine  Forderung  ist  daher  im  Ganzen : 

«1. 1,0p  =  (Jr.l,()p-X,)  1,0p.  , 

Der  Schuldner  zahlt  am  Ende  dieses  Jahres  L,.  Folglich  ist  der 
Stand  der  Schuld  am  Ende  des  zweiten  oder  zu  Anfang  des  drit- 
^  Jahres : 

2)  s,=(jr.i,0p^Li).i,0p--L2==j:.i,V-i:i.i,Qp-x». 

Hiervon  fordert  der  Gläubiger  den  Zins  am  Ende  des  dritten  Jah- 
'^-   Seine  Forderung  beträgt  daher  samint  Kapital : 

Ä..  l,()p=((Jr.l,Op-L,)  l,Op-I..)  1,0p. 

16* 
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Der  iSchuldner  zahlt  am  B|||le  des  dritten  Jahres  L«.  Der  Stand 
der  Schuld  ist  daher  am  Ende  des  dritten  oder  zu  Anfang  des 
vierten  Jahres: 

3)  S8  =  ((J:.l,0p— ii)l,Op-i»)l,Op-A 

=  A:.1,0;>» -Zi  .1,0p«- I^.  l,0/>— L3. 

Eben  so  findet  sich  der  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  vierten 
Jahres : 

4)  S4=(((jr.l,0p-Li)l.Qp-La)l,(V?-i3)l,Qp-i4 

= J:  J,Op* -ii .  l,0/>«---L2.  J,0p*  •- L5 . 1,0p—Xr4 

u.  s.  n-.  Das.  hierin  liegende  Fortgangsgesetz  ist  sehr,  einfach  and 
klar.     Der  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  nten  Jahres  ist: 

5) 
S„  =  (....  (((K.  hOp-Li)  l,Op~L^  l.Op-La)  l.Op....-Ln-i)  Xfip-U 
-  K.  l.0/>«  -  L, .  1,0^-»  —  I,.  1,0^"-»  -  Lt .  1,0/»—» 

•  ...—  Ijn—l'ifjp~lif 

Fuhrt  man  nun  die  den  L  entsprechenden  Werthe  aus  No.  3)  §.  6. 
in  diese  Darstellung  ein ,  so  geht  sie'  in  folgende  über : 

6)  Sn^K,  1,0p»  -  Ay .  l,Op"-i— Ä^.O,(V?.  1,0p»-» 

— ^a .  1 ,0p"-«  -  (Ä^—  A^ )  0,0p .  1,0p»-* 

-  A^ .  I,()p«-» — (Jr—  Ai  -  i4.J0,0p .  1,0p»-» 


—  -^n-l.  1,0p— (JT— ^,— i^a— il3....i4,«2)0,0jp.l,fl!p 

—  An  — (K—Ai  —A^ — ^3....^fi~i)0,Qp. 

Diess  ist  dieselbe  Darstellung,  welche  in  No.  5)  §.  6,  gefanden 
wurde,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  dort  ihre  Glieder  die  eot- 
gegengesetzten  Zeichen  föhren.  Wendet  man  nun  die  dort  be- 
folgte Schlussreihe  auf  die  vorstehende  Darstellung  an,- so  erbilt 
man  (ur  den  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  nten  Jahres  in  Ver« 
bindung  mit  No.  4) : 

7) 

=jr —  Ai  — i^j— ifs  —  /l4...«  — ilfi^  ^«4*1  -f-ifn+Ä  "1"  ••••Äff 

w 

wie  oben  No.  9)  §.  6.  \ 


der  poitttschen  Arithmetik. 
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8) 


Sind  die  JL  eiDander  gleich ,  so.Mtder  Stand: 

l,Op»--l 


Sn-KAS^-L. 


0,Qp 


^iod  die  Kapitalabtraguiigen  gleich,    so   enUteht,   wie  sich  von 
selbst  ergibt: 


9) 


Sn  =:jr  —  nA. 


Bei  den  in  No.  9)  und  No.  15)  §.  6.  oder  No.  7)  dieses  Paragra* 
pbeo  aufgestellten  Formeln  wurde  vorausgesetzt,  dass  jede  der 
Somnieii  Xj ,  L^,  L^f»  grosser  als  die  Zinsen  des  Schuldrestes 
sind.  Diese  Voraussetzung  ist  nicht  wesentlich.,  Sie  können  eben  so, 
gross  oder  selbst  kleiner  sein.  Es  ändert  diess  die  Richtigkeit 
der  Schlösse  nicht;  wie  klar  aus  dem  zweiten  Beweise  hervorgeht. 

Kommen  die  Summen  L|,  L^,  L^,.,..  gerade  den  jeweiligen 

Zinsen  gleich,    so  wird  vom  Kapitale  nichts  abgetragen  und  die 

Schold  bleibt  unverändert.    Sind  sie  kleiner,  so  kommt  das  Weni- 

.  ger  dem  Gläubiger  zu  gut  und  die  Schuld  vergrussert  sich  anstatt 

ihxQoehmeii. 


§.  8. 

Auch  hier  .wollen  wir  ^die  bezüglichen  Sätze  durch  einen  be- 
sondern  Fall  erörtern,  was  die  Richtigkeit  der  gemachten  Schlüsse 
gütigen  wird. 

Ein  Schuldner  erhält  von  seinem  Gläubiger  20000, 

Qidmacht  am  Ende   der  zehn  folgenden  Jahre   die  Ge.' 

gehtahlungen  3000,  2900,  2800,  2700,  2600,  2500,  2400,  2300, 

%UD,  2100.     Wie  gross  ist  am  Ende  des  zehnten  Jahres 

4«r  Stand  der  Schuld  bei  5'Procent  Zinsen? 

Auch  hier  ist  das  vorgelegte  Beispiel  absichtlich  so  gewählt, 
4ii8  man  leicht  erkennt,  dass  die  genannten  zehn  Summen  nichts 
anderes  sind,  als  die  Heimzahlung  eines  Kapitals  von  20000  mit 
jibriieher  Kapitalabtragung  von  2000  und  den  ßinfprocentigen 
2uüen  des  Scbuldrcstes,  und  dass  also  am  Ende  des  zehnten 
Jtkres  das,  Kapital   von   20000    getilgt,    der    Stand    der   Schuld 

gleich  0  ist  und  dass  dieser  VVerth  bei  einer  richtigen  Rechnung 

^  er^ben  muss. 

Wendet  man  nun  die  Rechnung  mit  Zinseszinsen  an.,  so 
^Tgtbt  sich  der  Stand  der  Schuld  nach  No.  9)  §.  6., »wenn  man  die 
entsprechenden  Werthe  einführt: 
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Ä  =  20000.  l,06w— 30M^  1,05»— 2900.1,05»— 2800.1,05^... 
....  — 230o!l.05«-2200.1,05— 2J00 
=  -20000. 1,6288946  -  3000. 1,5513282— 2900. 1,4774654 
—2800. 1,4071004—2700. 1,3400956-2600.1,2762816 
—2500. 1,21550625—2400. 1,157625  -2300. 1,1025 
-2200.1,05—2100 
= +32577, 8925— 4653,984648  , 

4284,620487 
'  3939,881184 
3618,258230 
3318,332063 
3038,765625 
2778,300000 
2535,750000 
2310,000000 
•  2100,000000 

32577,892537 
Hiernach  Ist  der  Stand  der  Schuld : 
l)  5=32577,8925....— 32577,8925....=0; 

die  gegenseitigen  Zahlungen  heben  sich  auf,  d.  h.  das  dargeliehene 
Kapital  ist  getilgt.    . 

Nach  der  Methode  der  jährlichen  Abrechnung,  §.7.,  findet  sich 
Folgendes : 

Der  Gläubiger  gibt  gegenivärtig ^ 30000 

Hlßzu  Zins  des  ersten  Jahrs  zu  5  Procent .    1000 

2IOÖÖ 
Der  Schuldner  zahlt  am  Ende  des  ersten  Jahres   .    .    .    .   .    3000 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  ersten  Jahres   ....    .   .  18000 

Hiezu  Zins  des  zweiten  Jahres 900 

189ÖÖ 

Hievon  die  Zahlung  des  Schuldners  ab .   .    2900 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  zweiten  Jahres  .  .  .  .  .  tOOOO 
Hiezu  Zins  des  dritten  Jahres 800 

IMOÖ 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab .    2800 

Stand  der  Schuld  am  Ende  des  dritten  Jahres   ....    .   .  14000 

Hiezu  Zins  des  vierten  Jahres 700 

lim 

Hievon  Zahlung  des  Schuldners  ab 2700 
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der/  Schuld  am  Ende  des  vierteil  Jahres 12000 

Zins  des  fünften  Jahres .      600 

12600 

1  Zahlung   des  Schqldners  ah .    2600 

der  Schuld  ani  Ende  des  fünften  Jahres  ....   .   .  10000 

Zins  des  sechsten  Jahres 500 

lÖÖÖÖ 
1  Zahlung  des  Schuldners  ab     .........    .    .    2500 

der  Schuld  am  Ende  des  sechsten  Jahres    .    .    .    .    .    8000 

Zins  des  siebenten  Jahres 400 

84ÖÖ 

1  Zahlung  deb  Schulners  ab .    2400 

der  Schuld  am  Ende  des  siebenten  Jahres  .   .   .    .   .    6000 

Zins  des  achten  Jahres .      300 

63ÖÖ 

I  Zahlung  des  Schuldners  ab  ...    .^ .  jBOO 

der  Schuld  am  Ende  des  achten  Jahres   ....   .   .    4000 

Zins  des  neunten  Jahres 200 

I  Zahlung  des  Schuldners  ab  .    .    .^ ^    .    2200 

der  Schuld  am  Ende  des  neunten  Jahres  ....    .    .    2000 

Zins  des  zehnten  Jahres 100 

2lÖÖ 

Zahlung  des  Schuldners  ab .    2100 

der  Schuld  am  Ende  des  zehnten  Jahres  ....    .    .    0000 

endet  man  nun  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  an,  so  ist 
1.19),  §.6.,  wenn  die  entsprechenden  Werthe  för  die  L; 
p  eingeführt  werden: 

=20000.1,5-3000.1,45-2900.1,4-2800.1,35^2700.1,3 

-2600.1,25-2500.1,2—2400.1,15-2300.1.1 

-2200.1,05-2100 
=  30000-4350 

4060 

3780 

3510 

3250 

3000 

2760 

2530 

2310 

2100 
31650. 
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Demnach  v«äre  der  Stand  der  Schuld:  ^ 

2)  5i  =30000-31650  =  ^1650, 

d.  h.   der  Schuldiger  hat  nach  der  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen 
1650  zu  viel  gezahlt,  folglich  ein  Guthaben  an  den  GISubiger  oder 

«.der  Gläubiger  niuss  1650  an  den  Schuldner  herauszahlen. 

• 

Man  i'rkennt  hieraus,  das9  zivei  unter  sich  verschiedene  Me- 
thoden zu  einem  und  demselben  Resultate  führen,  also  unter  sich 
übereinstimmen.  Die  Rechnung  mit  ein  fach  et)  Zinsen  gibt  da- 
gegen ein  a(bvreichendes  Resultat,  welches  offenbar  unrichtig  und 
ungereimt  ist.  Die  vorstehenden  Resultate  bestätigen  daher  die 
Richtigkeit  des  in  §.  6.  angegebenen  Lehrsatzes. 

« 

§.9. 

*  Stellt  man  die  bisher  durch  Beweise  begründeten  Resultate 
zusammen,  so  erhält  man  folgende  vier  Grundgleichungen.  Nach 
No.  9)  und  No.  19)  §.3.  ist: 

h  „_  Li         La         Xa  Ln 

'  "- J. 0;»  "*"  J.O;»'^  1,0p» +  ■•   1.0p"'. 

V 

Nach  No.  6)  und  No.  14)  §.  6.  ist: 

3)  S=:L,.l,0/?«-H^-J>Op»~2  +  ....L„-i.l,0!p  +  L«,      , 

4)    Ä^— l,.i,o/?i2«~hi^.i,o/>i*«-2+....i^„.i,oa+i:^. 

Die  zwei  ersten  Gleichungen  zeigen,    wie  der  Werth  künftig  fäl- 
liger Summen  auf  richtige  Weise  durch  die.  Zinszinsrechnung  a«f 
die  Gegenwart  zurückgebracht  wird;    die  zwei   letzten,    wie  der 
Werth  künftig  fnlliger  Summ^^n  auf  den  Zeitpunkt  der  letzten  Zah- 
lung durch  Zinszinsrechnung  auf  richtige  W'eise  tibertragen  wird. 
R  und   ^S  sind   in  beiden  Fällen  unbekannt  und  ergeben  sich  ats& 
d#»n  Zahluncren    L,   dem  Zinsisfnss  p  und   der  Zeit  n,    No.  1)  a«^ 
No.  3)  gelten  für  ganzjährige  Zahlung  und  Verzinsung,  No.  2)  und 
No.  4)  für  halbjährige.     Zahlungen,   die  sich  auf  kleinere  Jahrf*^" 
theile  als  Halbjahre  erstrecken,  kommen  in  der  Wirklichkeit  nicrl** 
wohl    vor.      Deswegen    ist    hierauf    keine    Rücksicht    genommen**' 
Sollte  es   dennoch  geschehen,    so  können  die  vorstehenden  Gl  ^* 
chungen  ohne  alle  Schwierigkeit  auf  sie  angewendet  werden. 

Hält    man  nun  diese  Gleichungen   fest   und   bringt  man  e»  ^^ 
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teibe  solcher  Zahlungen  zuerst  auf  einen  Zeitpunkt  (Gregenuärt 
der  Zukunft)  zurück  und  fuhrt  den  so  erhaltenen  Werth  jauf  den 
ndern  (Zukunft  oder  Gegenwart)  liber^  so  wird  auch  der  aus 
ieser  Üebertragung  hervorgehende  Werth  ein  richtiger  sein,  denn 
»de  der  mit  den  Zahlungen  vorgenommenen  Reduetionen  erzeugt 
ir  sich  einen  richtigen  Werth.  Eine  jede  derartige  üebertra- 
ung  wird  daher  einen  Werth  geben,  der  mit  dem  ursprünglichen, 
orch  directe  Entwicklung  gewonnenen  übereinstimmet. 

Hierau8  rechtfertigt  sich  folgender 

Dritter     Lehrsatz. 

a.  Soll  der  gegenwärtige  Werth  einer  Reihe  künf- 
iger  Zahlungen  Li,  L^^  L^,,...Ln  ermittelt   werden,  so 

(aort  man  dieselben    zuerst  auf  einen  künftigen  Jfeit-  '      % 
^onkt  zurückbringen  und  dann  den  hierdurch  erhalte- 
len  Werth  auf  die  Gegejawart  reduciren.r 

b.  Soll  der  künftige  Werth  einer  Reihe  von  Zah- 
longeo  Li,  L^,„„Ln  ermittelt  werden',  so  kann  man  die- 
selben zuerst  auf  die  Gegenwart  zurückbringen  '  und 
dann  den  hierdurch  erhaltenen  Werth  auf  die  Zukunft 
Übertragen. 

In  beiden  Fällen  wird  ein  richtiger,  mit  dem  direct 
in  den  IVo.  1) — 4)  gefundenen  übereinstimmender  Werth 
entstehen,  wenn  mit  Zinseszinsen  gerechnet  wird; 
dagegen  ein  unrichtiger,  wenn  mit  einfachen  Zinsen 
/(•rechnet  wird. 

Der  Beweis  hiefiir  führt  sich  leicht.  Man  bringe  den  Werth 
^'er  Zahlungen  nach  a  zuerst  auf  das  Ende  des  nten  Jahres  zu- 
i^ck.  Die  eri^te  Zahlung  trägt  i'h  diesem  Falle  während  (n — 1)^ 
'S  zweite  während  (ii  — 2),  die  dritte  %vährend  (n  —3)  Jahren  Zins 
•8.  w.,  die  letzte  keine.     Der  hieraus  folgende  Werth  ist: 

Qn  rabattire  man  diesen  Werth  für  n  Jahre.     Es  entsteht: 

ler,   wenn  wirklich  multiplicirt  wird, 

»t\  'S  £|       Lg        £3  Ln-i    .    Lu 
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Dieses  Resultat  ftllt  mit  No.  1)  zusammen. 

Wendet  man  dieselben  SchlCIsse  auf  hatbjShri^e  Zahloogen 
und  Verzinsung  an ,  so  erhält  man  nach  No.  4)  fOr  den  künftigen 
Wertb  dieser  Zahlungen : 

Wird  dieser  Werth  auf  2n  Halbjahre  rabattirt,  so  entsteht: 

6) 

\fy^  -  \fy^  tl^»  •  I-PPi^-HI».  l,0/>,*-«+....La„-i.l.Qpi  +i*i] 

— .  ^'     i,    ^     .     ^8     ,         ln»-\     ,     In» 

- 1.0/>,  "•'  1,0;»,«  +  1,0p, » "•■  •••  1,0p,»-»  +.rÖ^* 

Diesw  Werth  föllt  mit  Mo.  2)  zusammen  und  biedurch  ist  der  Satz 
in  a.*ewiesen. 

# 

Soll  nach  b.  der  Werth  sHmmtlicher  Zahlungen  fOr  den  Zeit- 
punkt der  letzten  Zahlung  bestimmt  werden»  so  ermittle  man  zu- 
erst ihren  gegenwärtigen  Werth.     Er  ist  nach  No.  1): 

Nun  fähre  mi^n  diesen  auf  das  Ende  des  nten  Jahres  durch  Ver-^ 
vielfachen  mit  i,Op".  über.    Es  entsteht  dann: 

^^  m^  ^^  ^^  ' 

7)         Ä.  l.(^p-=  l,Op-(j^  +  i^,  +  I^.+   .1^.) 

=L, .  1,0p,"-»  +  L^.  1,0p— 2+ 1^ .  1,0p"-« +  .... !••- 

Dieser  Werth  stimmt  mit  No.  3)  überein. 

Werden  die  Zahlungen  halbjährlich  gemacht,  so  verfahre  man 
auf  die  gleiche  Weise.    Ihr  gegen wäft^er  Werth  ist  dann 

^~l,()pi  +  1,0p,«  +  l,Opi»+-  l,()pi2« 

Führt  man  nun  diesen  Werth  auf  den  Zeitpunkt  «der  letzten  Z^^' 
Inng  bei  halbjähriger  Verzinsung  zurück,  so  entsteht  durch  M^'' 
tiplikation  mit  l,Opi^: 

8)  «.,.op.M=,.op,^(jA_  +  _^,+_A,+...._^) 


^         N 

% 
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r  Werth  stimmt  mit  No.  4)  überein,  folglich  ist  auch  der 
\  Theil  des  Lehrsatzes  erwiesen. 

er  dritte  Theil  desselben  ergibt  sich  aas  den  Sätzen  §.  3. 
\)  und  No.  14)  und  §.  6.  No.^1)  und  No.  22).  Da  nSrolich  die 
lung  mit  einfachen  Zinsen  in  den  fraglichen  Fällen  auf  ein 
tiges  Resultat  bei  jedem  einzelnen  Acte  führt,  so  kann  die 
ndung  zweier  unrichtiger  Resultate  nicht  wohl  auf  ein  fich- 
fuhren. 

[an  kann  diess  aber  direct  auf  folgende  Weise  zeigen.    Man' 
\,  um  den  gegenwärtigen  Werth  der  Zahlungjen  zu  erhalten, 
alle   auf  den  Zeitpunkt  der  letzten  zurück.     Man   erhält, 
COp  =  r  nach  dem  Vorgange  von  §.  6.  geschrieben  wird, 

9)  . 
i,(Jf(»-I)r)+i,(H-(n-2)r)+£,(l+n-3)r)...X«_i(l+rÄ-i.. 

tirt  man  diesen  Werth  mit  einfachen  Zinsen  durch  Division 
•{-nr,  so  entsteht:  ^ 

10) 

_ Lj(l -K«-l)r)     £a(l-f(n-2)r)      L,(H-(»i-3)r) .        L, 
—        1+nr       ^         l+nr        ^        I+nr       ^'"l^^m 

Verth  dieser  Formel  kann,  wie  man  leicht  sieht j  nicht  mit 
)  oder  No.  5)  zusammen  fallen.  °   . 

^ie  Glieder  in  No.  10)  haben  folgende  allgemeine  Form : 

1+nr 
orrespondirenden  Glieder  in  No.  5)  haben  folgende: 

>  X  und  ganze  n  und  x.    Es  ist  aber : 

l  +  a:r  l^xr  1 


l+wr       1 +aT  +  (n— a:)r     .  ,  n— a? 

\-{-xr 

an  oben  in  §.  3.  nachgewiesen  wurde  ^  dass 

l  +  («-as)r^(l  +  r) 
10  rouss  um  so  mehr 


I 

I 
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l  +  J^r^  <•+">"-' 

sein ,   da  för  ganze  n  und  x  auch  y-j^ — -  <  n — o;  ist. 

Es  gilt  daher  für  "je   zwei   correspondirende  Glieder  in  den 
No.  10)  und  5)  oder  1) : 

._.   1+JT^  M 


l  +  nr^  (l+r)«-'' 
Hieraus  folgt  in  Bezug  auf  Mo.  10)  und  5)  oder  l) : 

„,    j   (l+(n-l)r)         (l+(n-2)r)  1+r         L„ 

.  ^  i+r  +  (l+r)«^(l  +  r)3+  "•(l+r)«-i^(l+r)« 

Uro  den  künftigen  Werth  sämmtlicher  Zahlungen  bei  einfachen 
Zinsen  zu  ermitteln,  bringe  man  vorerst  sämmtliche  Zahlungen aof 
die  Gegenwart  zurück.    Man  erhält : 


iz;  ^i  — l+r^l+2r+l+3r+     'l+nr" 

FOhrt  man   diesen   Werth   durch   Multiplikation    mit   (1-|- nr)  apf 
den  Zeitpunkt  der  letzten  Zahlung  zuröck,  so  entsteht: 

13)  I?,  (1  +  nr) ' 

^      Ln^xOi-nr)      LniUnr) 

1+r      ^      l+2r       ^       l+3r     ^     *   l  +  (w~l)r   ^      I  +  »r 

.  ff 

Die   Glieder  dieser  Reihe    haben   mit  Ausnahme  des   letzten  fo^' 
gende  allgemeine  r  nrni : 


L,(l+nr)     iaOjfnr)      I.»(l+wr) 

+  1    ■  *>-.  "1 


Die  in  No.  7) : 


l  +  nr 
f  l  +  r)" 


fiir  ganze  7t  unrl  ao  und  n>x.    Nun  ist: 

I  4-  wr l -f- a:r +  (n  — :f)r  n — x 

l+arr~  Ifarr  "T        \  ^  xr^' 

Da  nun  nach  §.  3. 
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l  +  (n— a:)r<(l+r)«-' 
6t,  SO  ist  dm  60  mehr    ^  ,  ^        '     ' 

Es  ist  daher  aas  No.  7)  und  13): 

^*^         1+r    "^    l+2r   ^    l+3r    +' "1  f  (w~  l)r+^ 

<  Li(l+r)»-i  +  L2(l+r)»-2+  L5(i  +  r)«^»...;L«_i(I+r)  +  l.n. 

Die  Rechnung  mit  einfiichen  Zinsen  föhrt  daher  nach  Aus- 
sage der  Gleichung  11)  in  dem  fraglichen  Falle  auf  ein  grus- 
igeres, nach  Aussage  der  Gleichung  14)  auf  ein  kleineres  Re- 
soitat  als  das  richtige.  Das  ^Gleiche  wQrde  sich  ergeben;  wenn 
die  Zahlungen  halbjährlich  gemacht  vverden. 

Ferner  erkennt  man,  dass  die  aus  den  No.  9)  und  13),  10)  und 
12)  folgenden  Werthe,  obgleich  sie  die  Auflösungen  eines  und 
desselben  Problems  sind  y  nicht*unter  sich  übereinstimmen  können, 
wie  sie  sollten.    Sie  leiden  daher  an  einem  Innern  Widerspruch. 

Hiernach   ist  auch   der   dritte  Theil   des   obigen  Lehrsatzes 

bewiesen.  ' 

Einfacher   werden  diese  Formeln ,   wenn  alle  Zahlungen  {L) 
einander  gleich  sind.    Dann  entstellt  aus  No.  I)  und  No.  2): 

rL  .  JL^    L     .        Ln        ^  l-l,Qp-^ 


^^     *~  1,0/»  ■•■  1,0/.«  +  l,Op»+-l,0/»»— ^     0,0p 


.-»• 


j*  „ L  L  L  L  1— 1,0p 

•^1.  §.  27.  meiner  Anleitung.    Aus  No.  6)  und  No.  6)  wird : 

^"^  i;^»  =  i;^„(^1.0/'"-HI..l.0p-«+....i.l.(V»+L) 

L_    1,0p" -1        1-I,0p-" 

-■1,0p«'     0,0p     ~         0,0p      ' 

'*>   Tj^n = ];^(i.l,Op,«-Hi.l,Qp,*"-»+...i.l,Qpi  +i) 

_      L      1,0p,«»—  1      _  1— l,qp,-«« 
-1.0;»,«"'     0,0p,      "^       0,0p,      • 
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Diese   Darstellungen  beantworten  auf  verschiedenem  Wege  das- 
selbe Problem  und  stimmen  unter  sich  liberein. 

Aus  No.'  3)  und  No.  4)  wird : 

19) 

1  OB«  —  ] 

S=L.  1,0p«»-«  + 1<.  l.fl|p"-«  +  ...;I/.  1,0p  +  L=I..^^g^^— . 

20) 

S  =  L.l,0p,*«-'  f  L.l,Op,«"-«  + ....!/. Ifip^  ^L=L.    \Jr  \ 

Aas  No.  7)  und  No.  8)  wird : 

21) 

__   1.0/>"— 1 
-^-     0.0p     ' 

22) 

B.l.(^.'u=,,(^.*.(j^4^,+...j^)=L.1.0p.*i=^:^ 

_      1.0p,«--l 

-^•-öTo^T"'  ' 

Auch  diese  Gleichungen  lösen  das  gleiche  Problem  auf  verschie — 
denem  Wege  and  stimmen,  wie  diess  sein  muss,  ^Oberein.    Vei^l 
§.  22.  meiner  Anleitung. 

Aus  den  No.  1)  und  5),  2)  und  6)  folgt: 

Aus  den  No.  3)  und  7),  4)  und  8)  folgt: 

24)  S=RA,Op*  und    S=RA,Opi^, 

Man  erkennt  hieraus,  dass,  wenn  man  die  Gesammtzahlungen  al0 
Summen  betrachtet,  bei  ihrer  Uehertragung  von  einem  Zeitpunl^^ 
auf  den  andern  mit  Zinseszinsen  gerechnet  werden  muss,  wen^ 
man  richtige  Werthe  erhalten  will. 

'  Die  hier  angegebenen  Sätze  leisten  bei  Anwendungen  g0^® 
Dienste  und  erleichtern  den  Caicul  bei  zusammengesetzten  Fra^^^ 
wesentlich. 
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§.  10. 
Hieran  schliesst  sich  folgender 

Vierter    Lehrsatz. 

Sind  in  einem  Zeiträume  von  n  Jahren  am  Ende 
eines  jeden  Jahres  die  Summen  X^,  L^»  L^y...,Ln  fällig 
und  soll  ihr  Werth  auf  irgend  einen  beliebigen  Zeit- 
ponkt  (x)  zurückgebracht  werden,  der  zwischen  dem 
Anfange  und  Ende  des  Zeitraums  liegt,  so  kann  diess 
direct  nach  den  bis  jetzt  gelehrten  und  bewiesenen 
Grundsätzen  geschehen,  oder  auch  dadurch,  dass  man 
den  Werth  sämmtlicher  Zahlungen  auf  den  Anfang  oder 
I  das  Ende  des  Zeitr^auros  und  den  sich  hieraus  erge- 
benden Werth  auf  den  fraglichen  Zeitpunkt  zurfick- 
bringt. 

Es  entsteht  ein  richtiges  Resultat«  wenn  die  Rech- 
nong  mit  Zinseszinsen,  ein  unrichtiges,  wenn  sie  mit 
einfachen  Zinsen  ausgeführt  wird. 

Die  ersten  x  Zahlungen  sind  nach  der  Aufgabe  auf  das  Ende 
des  xten  Jahres  zurückzubringen.  Nach  §.  6.  No.  8)  ist  für  die- 
len Werth : 

Si  =  Li . Ifip*-^  +  L«.  lO;?*-^  + ....  L,-i ,  1,0p  +  Lj. 

liegen  muss   der  Werth   der  folgenden  (n — x)  Zahlungen  auf 
^Mielben  Zeitpunkt  zurückgebracht  werden.    Nach  §•  3.  No.  9)  ist : 

^»  ""  1,0p  ^  1,0p«  +      •  1,0p"-' 

Dorch  Vereinigung  beider  Werthe  erhält  man  den  gesuchten,  und 

••ist:  .  ^ 

1) 

s=i,.i,Op-i  +  i:..i,Op-«+  ....L,  '^^'^j:^^':Tj^. 

Biedorch  ist  der  Werth  sämmtlicher  Zahlungen  auf  den  Zeit- 
fmkt  x  in  directer  Weise  bestimmt  und  zugleich  der  Beweis  für 
^  Richtigkeit  der  Gleichung  No.  1)  gegeben. 

Führt  man  den  Werth  sämmtlicher  Zahlungen  zuerst  auf  den 
itting  des  Zeitraums  zurück,  so  hat  man  nach  §.  3.,  No.  9): 


252  Oettinger:    Wittere  Auerührung 

Wird  dieser  Werth  auf  das  Ende  des  :rten  Jahres  zarückgeffihrt, 
so  hat  man  durch  Multiplikation  mit  1,0/?^: 

K.i.u;»   -      jQ^     +     j^j^a    +....     j^^    +....      j^^ 

oder 

2) 

RAfiP'=L, .  '.0/»*-«  fi,.  l,0;»>-^+...L,+^-|^,+...j^. 

Dieser  Werth  fallt  mit  No.  1)  zusammen. 

Führt  man  ahor  den  Werth  sämmtlicher  Zahlnng:en  zuerst  aof 
das  Ende  des  Zeitraums  zurück,  so  ist  nach  §.6.  No/8): 

f 

Wird  dieser  Werth    auf  das  Ende   des   orten  Jahres   zuröckg^ 

bracht,   so  muss  er  auf  (n — ar)  Jahre  rabattirt  oder  mit  ,  n  m^t 
mnitiplicirt  werden.     Dadurch  entsteht  :- 

l,OjEi"-' ""      l,Op«-^    ^     hOp^-'    "*■•••     J,Op"-' 

■^         1,0/?«-'       '^"'l,Op^-' 
oder 

3) 

Diese  Gleichung  fallt  mit  No.  1)  und  No.  2)  zusammen. 

Werden  die  Zahlungen  halbjährlich  gemacht,  so  ändert  die»^ 
in  der  bezeichneten  Schlussreihe  nichts.  Man  erhält  für  die  directe 
Bestimmung  des  fraglichen  Wejrthes: 

4) 
Für  die  beiden  Uebertragungen  entsteht: 
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B  ,  ft„  ^     J^'^fiPx*'  ,  LtUW,     Lg^Afip^*'  L^iAJOpi*' 

■La,.l,Oip,«« 
•  •      1,0^,«" 

oder     • 

«.iM*^J^i  i.Qft''-Hi»  ^(bi''-^+-"  £»»4^^ .  i;^irc 

Ferner : 

IM**- **""  IM""-"        i.Opi*-** "       IM**"** 


% 


l,0^i«"^^ 


6) 


Gleicbangen  fallen   mit  No.  4)  zosaromen.    Uiemit  ist  der 
«Tfte  Theil  des  Lehrsatzes  bewiesen. 

I  Wendet  man  die  Rechnung  mit  einfachefn  Zinsen  zur  Werth- 

1  besümniitig  der  Zahlangen  in  gleicher  Weise  wie  bisher  an,  so 

\  ervittelt  sieh  dieselbe  direct  für  den  zwiscbenllegenden  Zeitpunkt 

I  ^>  wion  man  der' Kürze  wegen  0,0/i=r  schreibt,    auf  folgende 

7) 
«i==£|(l+(^-l)r)+I,(l+(:ir-2)r)...L,4yJ^ 

Bringt  man  den  Werth  sämmtlicber  Zahlungen  zuerst  auf  den 
Solang  des  Zeitraums  zurQck,  so  ist; 

"»-l+r  +  l+2r^-l+jT^l+(ar  +  l)r— 1  +  wr 

vU  dieser  Werth  auf*  das  Ende  des  orten  Jahrs  bei  einfachen 
2^BstB  durch  Multiplikation  mit  (1  +  xr)  zurück  gebracht,  so  er- 
Sürtsich: 

8) 

«iW+«r)=     i^^-+    j^2r    ••^'+   l+(a:+l)r+-    l+«r    ' 
Tkrtl  XXXVI.  IT 


er? 
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Führt  man  aber  den  Wcrth  sftmnilliclier  Zahlvngeo  zuerst  auf 
das  Ende  Aes  ZeitraaoM  zurOck ,  so*  wird : 

Si  =  Zi(l+(n-l)r)  +  I^(l  +  (n-.2)r)+....L,(l+(it-«)r) 

•Wird  dieser  Wertb  auf  das  Ende  des  jrteo  Jahres  zurückge- 
bracht,  also  auf  (n — x)  Jahre,  vom  Ende  an  gerechnet,  rabattirt 
öder  mit  (1-|-(n — x)r)  dividirt^  so  entsiebt: 

Si L,(H-(B-l)r)     L,(l+(ii-2)r)  /^i(Hr) 

^  l+(n— ar)r' 

Vergleicht  man  die  in  No.  7^^)  erhaltenen  Werthe  mit  deneo 
No.  1)— 3)  und  unter  sich,  so  stimmen  sie  weder  mit  den  ebengenano- 
ten,  noch  unter  sich  überein ,  fähren  also  weder  zu  dem  richtigeii. 
noch  tu  einem  unter  sieh  gleichen  Resultate.  Die  gfeicb^  Bcmer 
kung  gilt,  wenn  die  Zahlungen  halbjährlich  gemacht  werden. 

Hiemit  ist  der  zweite  Tbeil  des  obigen  Lehrsatzes  eriviesen. 

Aus  den  zwei  letzten  Lehrsätzen  erkennt  man,  dassdie  W«rthe 
einer  Reihe  von  Kapitalzablungen,  unbeschadet  der  Richtigkeit  dar 
hieraus  folgenden  Resultate,  ganz  beliebig  von  einem  Zeitpmkt 
auf  den  andern  übergetragen  oder  in  der  Zeit  bin*  und  zurückge- 
schoben werden  können,  wenn  man  mit  Zinseszinsen  i'echnet» 
während  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  bei  diesen  Umset- 
zungen unrichtige  und  bedeutend  differirende  Werthe  gibt. 

Diese  Freiheit  der  Cebertragung*  wird  in  bestimmten  FftHen 
gute  Dienste  leisten.  Zugleich  gibt  sie  ein  Mittel  an  die  Hamli 
die  Richtigkeit  der  erhaltenen  Resultate  ^u  prüfen. 

Einfacher  werden  diese  Gleichungen^  wenn  sämmtiicbe  Zah- 
lungen (L)  einander  gleich  shid.    No.  1)  geht  dann  über  in: 

10) 

s=L(i,(^'-i  + 1,01,,*-»  + ....  i.Qp  + 1  +  i^  +  j^  + ....  j^^ 

_  j  l.Qp'  - 1  .  ,    1— 1,0^-("-*)  ( 

-^'     0.0p      +^'         Öfi^         ' 

oder  weno  man  simmtlicbe  Glieder  als  einer  Reihe  zagehOrew 
betrachtet : 


\ 
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tkth  auch  dttrch  Additfoo  in  No.  10)  ergibt  Es  wird  fibri- 
gens  zweckmSssig  sein,  bei  Anwendung  auf  beflondere  Fälle  die 
Darstellung  10)  zu  benützen ,  weil  der  Werth  der  dort  gegebenen 
Ausdrilcke  den  Tafeln  entnoroinen  werden  kann^  während  der 
Werth  in  No.  11)  ans  diesen  erst  durch  Rechnung  abgeleitet  wer- 
ben musB« 

Wird  der  Werth  sämmtlicher  Zahlungen  zuerst  auf  die  Gegen- 
wart und  dann  auf  das  Ende  des  d?ten  Jahres  zurflckgebracht,  so 
ist  aus  No.  2) : 

12)    s=Ä.l.(^p.=i.(^[j^+j^+j^+....j^.] 


^^^ *'^  —öfir~  ^      o.(^ — 

DitMr  Wertli  ftUt  mit  No.  11)  und  No.  10)  MMmnen. 

Wird  aber  der  Werth  zuerst  auf  den  Endpuni^t  des  Zeitraums 
nrtck  geföhrt  und  dann  rabattirt,  so  entsteht  aus  No.  3): 

-^0,0^.  i,(^—"-^-       5;^.      ' 

"«  gieldiralls  mit  No.  10),  U)  and  ISQ  rasammenfUlt 

Die  Ansdrfloke  No.  4) — 6)  gehen  anler  der  dortigen  Voraus- 
Mbaig  in  folgende  fiber : 

•       U) 
*-^       djbp,      +^-  Ofipr  -^  Ofip  ' 

15)  5=£.i.Qp.«».*-J;^--. 

^  rtttoitlich  den  gleichen  Inhalt  haben. 

Nicht  so  einfach  lassen  sich  die  Gleichungen  No.  7)— 9)  geben. 
Pi^x  ersten. Glieder  in  No.  7)  lassen  sich  summiren  und  man 
*rtillt  dann: 
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,  17)«  "  . 

Pie  Reihe  in  No.  9)  gehet  ub^  in : 

18) 

g 


Die  Reihe  in  No.  8) : 


19)     S.=i(l+^)(j|-  +  jJ^  +  ^+,..-j_jL-) 

kann  nach  §.  13.  meiner  Anleitung  nothigeDfalls  sununirt  werden. 
Allenthalben  ist  r  =  0,0/1  zu  setzen. 


§.  11. 

Auch  die  in  §.  9.  und  §.  10.  aufgestellten  Sätze  sollen  an  einem 
besondern  Falle  verdeutlicht  werden.  Wir  wählen  hieza  die  in 
§.  8.  behandelte  Aufgabe ,  deren  Inhalt  bekannt  ist  und  die  des- 
wegen zugieit^h  zur  Prdfung  der  Richtigkeit  des  Calculs,  woranf 
der  Inhalt  von  §.  9.  und  §.  10.  ruht,  dient. 

Die  Summen  3000,  2900«  2800,  2700,  2600,  2500^2400. 
2300,  2200,  2100  sind  am  Ende  der  zehn  folgenden  Jahre 
fällig.    Es  fragt  sich: 

Wie  gross  ist  ihr  gegenwärtiger  Wertb? 

Wie  gross  ist  ihr  Werth  am  Ende  des  zehnten  Jahres 

a.  bei  Zinseszinsen, 

b.  bei  einfachen  Zinsen, 

wenn  5  Procent  Zinse  gerechnet  werden? 

Zu  a.  Rechnung  mit  Zinseszinsen  für  den  gegenwirti- 
gen  Werth. 

Erste  Auflösung.  Nach  No.  1)  §.  9.  ist,  wenn  die  Tafc^B 
benutzt  werden  : 


d§r  poiiätchen  ArMmeM.  ^57 


i 


.V  o     3000  .  2900  .  2800  ,  2700  .  aflOO  .  2S00 

'>     *=T86+i:jip+T;ös*+i;ö6*+i:3g»+i;ü8' 

.2400     2800     2200      2100 
^  TW  ^  1,06»  "*■  1,06«  +  l^»o 

=3000.0,9823809=2857,1428 

2900.0,9070395  2630,3856 

2800.0.8638376  2418,7463 

2700.0,8227025  2221,2967 

2600.0,7836262  2037,1680 

2500.0,7462154  1866,5386 

2400.0,7106813  1706,6362 

2300.0.6768384  1886,7305 

2200.0.6446089  1418,1396 

2100.0,6139133  1289,2178 

also  fi  =9 19090,999  ....s=  20000»  wie  diea«  sein  miiM. 

Zweite  Auflösung.  Man  bringe  den  Werth  dieser  Zah- 
Inngeo  jmeret  auf  das  Ende  des  zehnten  Jahres  und  dann  auf  die 
Gegenwart  zurück.    Nach  der  Gleichung  vor  No.  5)  hat  nan : 

Ä=j^==  j-^  (3000.  l,0Ö»+2900;i,05H  2800. 1,05^ 

+  2700.1,05«^260O.l«05H2fi0O.l,O5« 

+  2400 . 1,05»  +  2300 . 1,05»  +  2200 . 1,05  +  2100). 

Der  Werth  der  in  Klammern  eingeschlossenen  Reihe  ist  in  No.  1) 
$.8.  angegeben.    Es  entsteht  daher: 

_  32577,892  _  3Mt77,892  _  . 

i)  "—    1,05»»    "1,6288946"'**'*'*^' 

f 

vrie  diese  sein  muss. 

Zu  b.  Rechnung  mit   feinfachen  Zinsen  fSr  den  gegen- 
wärtigen Werth. 

Erste  Auflösung.    Nach  Nq.  11)  $.  3.  ist: 


\ 
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,,        _      3000  .  2900  ^ -iSM  .  27«0  .  2800  ,  2500 

.  '2400  .  2300  .  4200  .  2100 

=2867,14286  =  30633.7877.... 
2690,90909 
2434.78260 
2260,00000 
2060,00000 
1923L07692 
1777,77777 
1642,85714 
1617,24187 

1400j00000 

20673,78774. 

Zweite  AaflSsnng.    Man  bringe   den  Wertb  sSmmtlicber 
Zahlungen  auf  das  Gade  des  Zeitmms  aorfick.    Hiernach  i«t: 

5  =:3000 . 1,46  +  2900 . 1,4 -I- 2800 . 1,35 -f  2700 . 1,3 + 2600  •  1,25 
4- 2500  .J  ,2  ^  2400 .  146 -1- 2300 .  U  ^  2200 . 1»06 -f  2100 
=31650 


nach  4-  8.    Nun  nbattire  man  diesen  Werth  aaTdW  CegeiMrart. 
Dailureh  «tiad: 

'   o        *       31650      „,_^ 

Man  siebt,  dass  die  io  No.  3)  und  No.  4)  gefandeneo  Resul- 
tate wedelr  anter  sich»  noch  mit  No.  1)  und  No.  2)  (ibereinstimmeD. 

BestimmoDg  des  Werthes  säramtlicher  Zahlungen  für 

da«  Ead«  de«  Zeitraums. 

o.    Durch  die  Rechnung  mit  Zinseszinsen. 
Erste  Aufltfanng.    Nacll  No.  8)  §.6.  ist: 

5)  5=    3000. 1,0594-2900. 1,05^2800.1,0574.2700. 1,05« 

4-2600.  l,05«+2500.  l,05«+2400. 1,05'42M0.  liOIP 
4^2200.1,05  4-2100 
=  32577.892, 

wie  ans  $.  8.  No.  1)  zu  ersehen  ist. 
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Zweite  AnflSsiiDg.  Mao  bringe  den  Werlh  sämnitliclicr 
Zablaogen  aof  die  Gegenwart  surflek.  Hiernaeh  fst^  wie  in  No.  1) 
angegeben  wurde: 

3000     2900     2800  2100  _  ,^^ ^      -.9iinnii 

Diesen  Werth  OSbre   man  auf  das  Ende  des  Zeitraums  znrüci^. 
Dadurch  entsteht:    ' 

6)  iSs:/?.  1,0510  =r  20000. 1,05»>==  20000.1,0288940 

==  32677,892. 

'  b.    Durch  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen. 

Erste  Auflösung,  Nacb  No.  18)  §.0.  ist,  wie  schon  ange- 
geben wurde: 

7)  Si  =3000.l,454^2900.M+2800«1^35f  2700.1,3^2600.1,25 

,    -f2500.I3-f2400.1,15+2300.],l 4^2200.1,05+ 2100 
=31660. 

Zweite  Auflösung.  Man  bringe  vorerst  den  Werth  sSmmt- 
Keher  Zahlungen  auf  die  Gegenwart  surdek.  Dadurch  entsteht,  wie 
oben  in  No.  3) : 

„      3000.2900,2800.       2100     on«^.^o^ 

Nn  führe  man  Ihn  auf  das  Ende  des  Zeitraums  fiber,  und  man 

eiUlt: 

8)  St=JZi.]»5=:20573,7877.I,5sr30800,68]6.... 

Die  In  No.  7)  und  No.  8)  gefundenen  Resultate  stimmen  weder 
nüer  sich  noch  mit  No.  5)  und  No.  6)  fiberein.  Hiedurch  best!- 
^  eich  die  Richtigkeit  des  obigen  Lehrsatzes. 


§.  12. 

» 

Zur  Verdeutlichung  des  Lehrsatzes  in  $.  10.  geben  wir  der 
Ai^be  in  §.  11.  folgende  Form : 

Die  Summen  3000.  2900,  2800,  2700,  2600,  2600,  2400, 
^,  2200,  2100  sind  je  am  Ende  der  zehn  folgenden 
h\kf9  fällig.  Die  Zahlung  ffir  sämmtlicbe  Summen  soll 
in  Ende  des  sechsten  Jahres  gemacht  werden^    Wie 
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gross  ist  die  aaszuzahlende  Somnie  am  Ende   dieses 
Jahres  bei  5  Procent  Zinsen 

a.  bei  Zinseszinsen, 

b.  bei  einfachen  Zinsen? 

a.     Die  Rechnung  mit  Zinseszinsen  gibt  Folgendes: 

Erste  Auflösung.  Die  ersten  sechs  Zahlungen  mOssen  «of 
das  Ende  des  sechsten  Jahres  übertragen,  die  vier  letzten  anf 
den  nämlichen  Zeitpunkt  zurückgefllhrt  werden.  Nach  No.  1)  §,  10.  ist: 

.S=3000  l/)5»+  2900. 1,05*  +  2800. 1,05»  +  2700. 1,05«  +  2600.1,05 

.o^.  2400  ^  2300  .2200  .  2100 
+  ZOUU+  jQg  +  1,05«  + 1,05»  "♦^Üfö* 

=  3000. 1,2762816  =  3828,84468 

2900.1,2155063  3524,96812 

2800.1,157625  3241,35000 

2700.1,1026  2976,75000 

2600.1,05  2730,00000 

2500    .  2500,00000 

2400.0,95238095  2285,71428 

2300.0,9070295  2086,16779 

2200.0,8638376  190Q.44271 

2100.0,8227026   1727,67519 

26801,91277 

1)  5  =  26801,9127.... 

Zweite  Auflosung.  Man  bringe  den  Werth  sämmtlicher 
Zahlungen  vorerst  auf  die  Gegenwart  zurück.  Hiemach  wird 
nach  No.  1)  §.  11.: 

^_3000.  2900  .2800  .       ^OO^^annnn 
^""1,06  +1,05«"*^J;ÖP"*"    ••.l.OSw-'^^'^^- 
Dieser  Werth  erwächst  in  sechs  Jahren  zu  der  Summe: 

2)  S=ä.1,06«=20000.1,05«=20000.  1,3400966=26801,912. 

Dritte  Auflösung.  Man  bringe  den  Werth  sämmtficber 
Zahlungen  auf  das  Ende  des  Zeitraums  zurfick.  Es  entsteht,  wie 
sbhon  in  No.  5)  §.  11.  angegeben  wurde: 

Sj  =3000 . 1,05«  +  29Ö0. 1,05«  +  2800. 1,05^^  +  ...2200. 1,05 +210e 

s=  32577,892, 
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Wird  dieser  Werth  aof  vier  Jahre  rabattirt,  so  eDtsteU: 

3)  S  =  j^  =»  32577,892.a8227025=26801,9I2.,.. 
Die  drei  gefundenen  Werthe  stimmen  fibereln. 

b.    Die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  gibt  Folgendes: 

Erste  Aoflrisung.  Nach  No.  7)  §,  }0.  ist,  frenn  simmtliche 
ZiUvngeo  auf  das  Epde  des  seobsten  Jahres  aurOckgebracht  werden: 

;^  =3000  J,25  +  29(X).  1,2 +  2800  J,15  +  im»  J4  +  2800  J.(» 

.  cmiuk .  2400   '2300  .  2200  .  2100 
'        +2ö00+pg+^+l^  +  -|^ 

==3760 
3480 
3220 
2970 
2730 

2500  ^     ^  , 
2285,714285 

^  2090,909090 
1913,043478 
1750,000000 

26689,66085 
ilso: 

4)  «,=26689,66685. 

Zweite  Auflösung.  Man  bringe  den  Wertb  der  Zahlnogien 
merst  auf  den  Anfang  des  Zeitraums  znrOck.     Es  entsteht: 

_  _3000^2900^2800  .       2100__,^^,^^ 

Badi  }.  11.  No.  3).     Bringt  man  nun  diesen  Wertfa  auf  das  Ende 
^t$  sechsten  Jahres  zurflck ,  so  erhält  man  i 

5)  «2  =  ^1^=  20573,7877.1,3  =  26740,92401.... 

Dritte  Auflösung.  Man  bringe  den  Wertb  der  Zahlungen 
Mf  das  Ende  des  Zeitraums  zuröck.  Hiedurch  entsteht,  wie 
iebon  in  No.  7)  §.  11.  angegeben  wurde: 

«,=3000. 1,45+2900, M+2800.1,36+....2100=31650. 

Wird  dieser  Wertb   auf  das  Ende  des  sechsten  Jahres  übertra- 
gen, so  ist: 
ft^  c^-^i  «.31650 ^ofirn'^     . 

Mao  sieht,  dass  die  durch  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen 
gtwonnenen  Werthe  nicht  nur  ?on  den  durch  die  Rechnung  mit 
Zinsessinsen  gefundenen  abweichen,  sondern  auch  unter  sich  yer- 
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schieden  sind.  Die  Richtigkeit  des  obigeo  Lehrsatzes  wird 
durch  bestätigt,  denn  alle  sechs  Resultate  mfissten  unter  sich 
übereiDstimmien^  wenn  die  in  No.  4),  5)  und  6)  angewendete  Rech- 
nungsart auf  richtiger  Grundlage  ruhte. 

§.  13. 

Schlussberoerkung.  Ich  will  schliesslich  auf  einen  Um- 
stand aufmerksam  ma(?hen,  der  mir  besonders  geeignet  scheint, 
die  Ungereimtheit,  wozu  die\  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  fuhrt, 
in  klares  Licht  zu  stellen. 

Soll  ein  Darleihen  K  durch  jährlich  gleiche  Gegen  Zahlungen 
getilgt  werden  und  wird  zu  dem  Ende  der  Stand  der  Schuld  am 
Ende  des  nten  Jahres  ermittelt,  so  ergibt  sich  derselbe  nach  19), 

§.6.,  wenn  man    ^^  statt  r  schreibt,  durch. 

i)5=Ä(i+s-^K»+^i^^)+(H^-r#^)-.+(i+i&+i] 

Soll  nun  das  Kapital  durch  die  Gegenzahlungen  getilgt  sein,  so 
geht  5  in  0  über  und  man  hat  die  Gleichung: 

2)        0  =  Ä  +  n.Ä'.0,0/>-Ln— lLn«.0,Op  -^  iLn.Ofip. 

Hieraus  lässt  sich  n  bestimmen.  Diess  führt  zu  der  Frage :  In  wie 
viel  Jahren  wirddurch  Entrichtung  der  jährlichen  Ziose 
von  p  Procent  ein  Kapital  K  nach  der  Rechnung  mit 
einfachen  Zinsen   getilgt? 

Die  Antwort  auf  diese  Frage  ist  bekannt,  und  Jedermann,  der 
Arithmetiker  wje  der  Nicht- Arithmetiker,  weiss,  dass  ein  Kapi- 
tal durch  Entrichtung  der  jährlichen  Zinsen  nie  getilgt  wird  iumI 
nie  getilgt  werden  kann.  Man  weiss  also  auch,  welche  Anttfort 
auf  die  aufgestellte  Frage  der  Caicul  geben  muss,  wenn  er  aa( 
richtiger  Grundlage  ruht. 

Fragt  man  nun  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  um  dto 
Antwort  auf  obige  Frage,  so  hat  man  n  aus  der  Gleichung  No. 2^ 
zu  bestimmen,  und  wird  durch  sie  (diess  ist  die  Folge  unrichtigem^ 
Grundlage)  eine  ganz  ungereimte  Antwort  bekommen.  Es.m^^ 
nämlich : 


oder 


1 
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Wird  i»ai  diese  quadratische  Gleichung  aufgelust,  so  ergibt  sich: 

^    "—     L.O.Op    +*+\  ÄTÖiÖ^  +  l,    L.Ofip       ')  ' 

Soll  nun  die  obige  Frage  beantwortet  werden,  so  hat  man  für  L 
die  jährlichen   Zinse   von  dem   Kapital   1^,    also   L  =  K.Ofip  in 

No,  3)  zu  setzen.    Hiedurch  entsteht,  da  K  i)0      — ~®  '*** 

Setzt  man  nun  hierin  />=5,  so  ist:   w=i  +  J  V 3201  =  28,7886....; 

furj[>=4ist:    ii=^J  +  J  VSÖÖl  =35,8688.... 

Diese  Gleichung  sagt  lalso  aus:  Nach  der  Rechnung  mit 
einfachen  Zinsen  ist  durch  Entrichtung  fOnfprocenti- 
ger  jährlicher  Zinse  ein  Kapital  von  beliebiger  Grosse 
in  29;  durch  Entrichtung  vierprocentig.er  Zinse  in 
36  Jahren  vollständig  getilgt  n.  s.  w. 

Diese  Antwort  zeigt  wohl  die  Unrichtigkeit  der  Rech- 
nung mit  einfachen  Zinsen  ans  ihren  Consequenzen  ganz 
schlagend  und  unzweifelhaft.  Beantwortet  man  diese  Frage  durch 
die  Rechnung  mit  Zinseszinsen,  so  erhält  man  hierauf  eine  ganz 
richtige  Antwort. 

Der  Stand  einer  Schuld  bei  oin^m  dargeliehenen  Kapital  K 
ist  nach  No.  9}  §.  6. ,  wenn  es  durch  gleiche  Summen  (L)  getilgt 
werden  soll,  am  Ende  des  nten  Jahres: 

5)      S  =  AT,  1,0p»  —  L(l,0/>«-i  +  1,0/1«-*  +  l,Qp»"-' ....  1) 

Soll  die  Schuld  getilgt  sein,  so  wird  S:=zO,  und  man  hat: 

K.hOp'^       Q°g°~    und  hieraus  1.0p''=j^_jg  QQp- 
Man  erhält  zur  Bestimmung  von  n: 

■     \  1  -^ 

to  •  '"8X-g.0,()p 

*)  "=        log  1.0p 

Fragt  man  nun,  wann  ein  Kapital  durch  Entrichtung  der  jährlich 
(Uligen  Zinse  getilgt  sein  wird,  so  hat  man  auch  hierin  L=K.O,Op 
zu  setzen,  und  dann  entsteht: 

I  ^.  0,0p  ,1 

-.  _**'^ K. 0,0p -K. 0,0p _    '"gp  ae 

'  "-  logl.Oi»  -Iogl.0;»-Iog1.(^' 
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unci  die  Rechnung  mit  Zinseszineen  nagt  aus:  Durch  Entrich- 
tung der  Jahreszinsen  wird  ein  Kapital  erst  am  Ende 
eines  unendlich  grossen  Zeitraums,  d.h.  nie  getilgt, 
denn  der  Logarithme  einer  unendlich  grossen  Zahl  ist,  vrie  sieb 
leicht  nachweisen  lässt,  selbst  unendlich  gross,  und  log  1,0]»  Ist,  da 
p  sich  gewöhnlich  nicht  über  die  Einer  erhebt,  ein  Bruch»  daher 

ist  r — |-v-  ein  Vielfaches  und  grOsser  aU  die  Einheit,  folglieh  n 
ein  Vielfaches  des  Unendlichgrotssen. 

Mit  dem  Beweise  der  in  den  früheren  Paragraphen  aufgestell- 
ten Lehrsätze  ist  nach  meinem  Dafürhalten  diesem  Theile  der 
politischen  Arithmetik  mit  allem,  was  sich  daran  schliesst,  eine 
wissenschaftliche  Grundlage  gesichert. 

Die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  ist  bei  der  Reduction  der 
Kapitalzahlungen  auf  die  Gegenwart  oder  auf  einen  künftigen 
Zeitpunkt,  bei  Ermittelung  der  Wert  he  der  Renten,  bei  gegen- 
seitigen Zahlungsleistungen,  bei  Feststellung  derWerthe  von  Nutz- 
niessungen  u.  s.  w.  unzulässig,  und  muss,  weil  unrichtig,  ausge- 
schlossen werden.  Es  kann  sich  nicht  mehr  darum  handeln,  die 
oben  §.  2.  vorgelegte  Frage,  wie  manche  Schriftsteller  meinen, 
unentschieden  zulassen  oder  der  Willkühr  anheim  zu  geben, 
ob  bei  Kapitalzahlungen  mit  einfachen  Zinsen  oder  Zinses- 
Zinsen  gerechnet  werden  soll.  Alle  Vermittlungs-VorschlSge  zwi- 
schen richtiger  und  unrichtiger  Rechnung  oder  der  CombinatioD 
beider  Rechnungsarten  müssen  fallen,  sind  Halbheiten,  kOnnen  \m 
Gebiete  der  Wissenscliaft  keine  Stelle  finden  und  sind  eben  so  wen^ 
in  der  Anwendung  auf  das  praktische  Leben  brauchbar« 

Hätte  man  sich  bemuht,  sich  die  Ungereimtheiten  klar  zu 
machen,  worauf  die  Rechnung  mit  eibfachen  Zinsen  föhrt,  so  wären 
obige  Lehrsätze  schon  längst  aufgestellt  und  begründet  wordea. 

Durch  die  gegebenen  Resultate  ist  nach  meinem  Daf&rbalteD 
auch  der  langjährige  Streit  in  der  Jurisprudenz  über  die  richtige 
Berechnungsweise  des  Interusuriums  entschieden,  deaa 
eine  offenbar  unrichtige  Rechnungsart  (diess  ist  die  Hoffmann* 
sehe  Methode)  kann  keine  Gesetzgebung  zulassen.  Sollte  es  den- 
noch geschehen  oder  geschehen  sein,  so  muss  sie  mit  der  Erkent- 
niss  des  Richtigen  unweigerlich  aus  derselben  entfernt  werden, 
weil  eine  gute  Gesetzgebung  gegen  irgend  welche  Benachtheiligtog 
schützen  soll,  und  es  ist  offenbar,  dass  die  Hoffmann'scbe  Me- 
thode den  einen  oder  den  andern  Theil  (Schuldner  oder  GISnb%er) 
benachtheiligt,  denn  sie  muthet  ihm,  weil  falsch,  unrichtige Zab* 
lungsleistung  zu. 


Weitere  Aasfuhrang   der  politiachen  Arithmetik. 

Von 

Herrn  Dr.  L.  Oeitinger, 

iri»«ah6rmoglich    RadUche»   Hofrathe   and   ordenftlichem    Pr^fetudr   der 
Hathenatik  an  dor  UnWerfitat  an  Freilmrg  i.  B. 

(Fortsetzung  von  Nr.  XV«) 


.« 


Zweites  Kftpitel. 
Amwendmigen  and  AnfjifAbeK. 

8.  14. 

Da  io  diesem  Kapitel  yorzflglich  aaf  Anwendung  der  im  vori- 
gen aufgeiatellteii  Sätze  nnd  Auflusong  von  Aufgaben  Rficksicht 
gttommen  werden  soll,  so  sollen  zu  dem  Ende  einige  Bemer- 
biigen  Toraasgeschickt  werden. 

Die  Wertbe  für  die  Ansdräcke 

siod  für  verschiedene  Zinsf&sse  (p)  und  Zahl  der  Jahre  (n,  I  bis 
100)  in  den  hierflber  bestehenden  Tafeln  zu  finden  und  ich  ver- 
weise in  dieser  Beziehung  auf  meine  Anleitung,  wo  dieselben  bis 
aof  sieben  Decimals teilen  angegeben  sind. 

Die  Ausdrücke     *^q—    und  — äQ^    werden   daher   im- 

aer  und  gerade  deswegen  als  ein  ganzes  oder  als  eine  Grosse 
behandelt  werden^  weil  sich  hieför  die  bezuglichen  Wertbe  aus 
den  Tafeln  direct  einfuhren  lassen ,  wodurch  die  Rechnung  sehr 
erieicbtert  wird.  Die  Werth  •  Berechnung  dieser  Ausdrucke  durch 
Logarithmen  halte  ich  nicht  fOr  zweckmässig.  Wie  sie  am  leich- 
testen in  einzelnen  Falle  durcbgefiQbrt  wird,  ist  an  den  betreffen- 
den Orten   meiner  Anleitung  gezeigt  und   ich  verweise  hierüber 
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für  den,  der  keine  solche  Tafeln  besitzen  sollte,  dorthin.  Die 
Rechnung  mit  Logarithmen  wird  Oberhaupt  im  Folgenden  so  viel 
als  möglich  vermieden  werden,  einmal  weil  durch  sie  mit  Sicher- 
heit nur  auf  sechs  Decimalstellen  hei  den  ge wohnlichen  Tafeln 
gerechnet  werden  kann,  and  dann  weil  sich  bei  dem  geringsten 
Versehen  in  der  Rechnungsoperation  Fehler  einschleichen,  die 
durch  die  Ausführung  der  Multiplikation  sicherer  vermieden  wer- 
den, zumal  wenn  man  Multiplikationstafeln  (z.B.  die  von  Grelle) 
benutzt,  wodurch  die  Rechnung  sehr  erleichtert,  beschleunigt  und 
in  der  Regel  sicherer  und  eine  grössere  Anzahl  von  t^eciroal- 
stellen  gewonnen  wird,  die  bei  grossem  Summen  nicht  gat  ver- 
nachlässigt werden  können.  Nur  wo  die  Rechnung  mit  Logarith- 
men nicht  umgangen  werden  kann,  wie  bei  Divisionen  mehrstelliger 
Zahlen,  wird  sie  beibehielten  werden. 

Da  im  Folgenden  in  geeigneten  FSlIen  auf  die  Rechnung  mit 
einfachen  Zinsen  zur  Reclftfertigung  der  im  vorigen  Kapitel  auf 
gestellten  Lehrsätze  Rücksicht  genommen  werden  wird,  so  theile 
ich  zwei,  eigens  hief&r  berechnete  Tafeln  mit,  wodurch  die  Auii 
führung  der  erforderlichen  Rechnungen  sehr  erieiehtert  und  abge 
kürzt  wird.     Sie  erstrecken  sich  auf  50  Jahre  bei  dem  Zinsfuss  5 
Um  übrigens  eine  Controle   für  die   Richtigkeit  derartiger  Rech 
nungen  zu  haben,  soll  hier  die  in   meiner  Anleitung  §.  13.  gege 
bene  Formel  mitgetheilt  werden,  die  den  gegenwärtigen  Werth  von 
n  gleichen,  jährlichen   Zahlungen   K    hei  einfachen   Zinsen   und 
dem  Zinsfuss  p  bestimmt.    Sie  ist 

1) 


Xfip  ^  1,02;»  ^  I,03p  ^  ••••  l,Oiip 
_iOO  yr'gCW+wy)      1 g_J  p« 

~252(lob+ii|»)»-J 

lOQyr'gCOO+y) 1  p  p* 

^       P  2a00+p)~  I2(100+p)«+  iaO(100-|-p)« 

£!__     1. 

252(IOO+p)»  ••"^ 

Die  Werthe  flir  R  enteben  sieb  bienrag  nm  'so  leichter,  je  grtsacr 
it  ist    Bei  der  Anwendung  hat  man  natarfiche  Logarithmen  «ii- 
zaflibren.    Bei  einerlei  Zinsfuss  (p)  bleibt  der  Werth  der  aweitea 
Reibe  (Constante)  für  jedes  it  nnverlridert,  und  man  hat  ihn  sofort 
nur  einmal  so  berechnen. 


ätr  pMUieten  Arltkmein. 


ertfa  de«  Aasdnicka 


=  S  Dnd  R  -Ton  I 


Jahi 

Jahr 

I 

0, 952380962380 

26 

0,434782608696 

2 

0,909090909090 

«r 

0,425531914893 

3 

0,869566217391 

28 

0,416666666666 

4 

0,833333333333 

29 

0,408163266306 

S 

0,800000000000 

30 

6 

0,769230769230 

31 

0,392166802745 

7 

0,740740740740 

32 

0,384616384619 

8 

0,714286714285 

33 

0,;j77;}5t*4W566 

9 

0,689666172413 

34 

0,iJ70  370:170  370 

10 

0,666666666666 

35 

0,36363«  363  «36 

II 

ft645I61290322 

36 

0,367142857142 

12 

0,629000000000 

37 

0,350877192982 

13 

0,606060606060 

38 

0,344827586206 

14 

0,588236294117 

39 

0,338983060847 

15 

0,671428571428 

40 

0.333333333333 

16 

0.866655556566 

41 

0,327868852141 

17 

0,640940540640 

42 

0.322580646161 

18 

0,526316789473 

43 

0,317460317460 

19 

0.612820912820 

44 

0,312900000000 

-» 

46 

0,307692307699 

21 

0,487804878048 

46 

22 

0,476190476190 

47 

0.298907462086 

-23 

0,46611627906« 

48 

0.294117647068 

24 

0.454546464545 

49 

0.289865072463 

26 

0^444444444444 

90 

0,286714286714 
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Tafel    II. 


Werth  der  Reibe  T^  +  i^^f^+- 

nssl  bis  50. 


1 


Ifinp 


ßir  p  s:  5  ai 


Jahr 

1 

Jahr 

1 

0,9623809524 

26 

16,3789517768 

9 

2 

1,801471861» 

27 

16.8044836917 

3 

2,7310370789 

28 

17,221 1503584 

• 

4 

3,5643704122 

29 

17.6293136237 

Si 

4,3643704122 

30 

18,0293136237 

6 

5.1336011814 

31, 

18,4314704864 

7 

6,8743419222 

32 

18,806065871 1 

8 

6.5886376364 

33 

• 

19,1834443616 

9 

7.2782828069 

34 

19.5538147320 

10 

7.9449494765 

36 

19,9174510966 

11 

8.5901107859 

36 

20,2745989628 

12 

9,2161107659 

37 

20,6254711458 

13 

9,8211713719 

38 

20,9702987320 

14 

10.4094066660 

39 

21.3092817828 

15 

10.9808352375 

40 

21.64^6151161 

16 

11.6363907930 

41 

21,9704839686 

17 

12,076^13336 

42 

22,2930646138 

18 

12,6032471230 

43 

22,6105249312 

19 

13,1160676358 

44 

22,9230249312 

20 

13,6160676368 

45 

23.2307172389 

21 

14,1038725139 

46 

23,5337475419 

22 

14,6800629901 

47 

23,8322550046 

23 

15,0451792692 

48 

24,1263726517 

24 

15.4997247237 

49 

24.4162277242 

25 

15,9441691681 

50 

24,7019420099 
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§.  15.  ^ 

Jeoiaod  hat  vou  seinem  Gläubiger  eio  Darleihen  er- 
alten  ond  zahlt  Ihm  je  ain  Ende  der  folgenden  neun 
ahre  dieSamme  500  und  «im  End«  des  lOten  Jahres  die 
umme  10600.  Wie  gross  ist  bei  5  Procent  Zinsen  die 
umme,  welche  er  von  seinem  Gläubiger  erhalten  bat? 
nd  zwar 

a)  mit  Zinseszinsen^ 

b)  mit  einfachen  Zinsen. 

Aufios-ung.  In  beiden  Fällen  bat  man,  um  die  Frage  zu 
eantworten,  den  Werth  sämmtlicher  Zahlungen  auf  die  Gegen- 
art zurückzubringen. 

Zu  a).   Die  Rechnung  mit  Zinseszinsen  gibt  folgenden  Wertd  (R) : 

i?_  *??  .  .^  ..^.      gpo    tosqo 

^  "^  1,05  + 1,05^  ^  l,05»+-  1,05*  +  l,05w 

^^.1-1,05"^  ,  10800 
"^^      0,05      +l,05W 

[an  erhält  aus  den  Tafeln  hiefDr 

J)  i2=: 500.7,1078217-1-10000x0,6139133    ^ 

=  3553,91080+6446,08912  »  9999,9999 .... 

=  10000. 

Zu  b).  Die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  gibt  folgenden 
Verth  (Äi): 

^  _500  .  500  .  500  500      10600 

^-XÖÖ^  U +146+    •1,45  + "Tö" 


-^^U05  +  I,l  +  1,15  +  —  1,45^  +    1, 
US  der  Tafel  II.  und  1.  erhält  man 


10500 
5 


2)  R^  =  500. 7,278282808+ 10500x0.666666... 

r=  3639,14140+7000  ==  10639,141. 

Hätte  der  Schuldner  während  19  Jahren  jährlieh 
^  Summe  500  und  am  Ende  des  SOsten  Jahrs  10500  ge- 
•hlt,  und  fragt  man  nach  der  GrSsse  der  Summe, 
Biche  er   von  seinem  Gläubiger  erhalten  hat,  so  he- 
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stimmt  sieb  iiach  deraelben   AufIfidungsweUe  der   geg^enwirtige 
Werth  dieser  Schuld 

a)  durch  die  Rechoang  mit  Zioseszinsen 

600   500   500     560   10600 
*  ~  RB  + 1.05»  +  1,05»  +  •*••  1.06"  ^  US^    • 

_,^l-I.OS-"'  .  10500 
-°^       1,05   +1,05«»' 

Nach  den  Tafeln  entsteht 

3)  ßs600.12,0bS390Q'f  10600.0.3768895 

= 6042,66(0  H- 3957.3395  =  9999.W99 ... . 
=  10000. 

b)  Durch  die  Rechnung  mit  einfachen  ZiooeD 
i^  »  _ '^j.''*^  .  **  .       500  .  105000 

4)      ''i-r;ig+Ti  +  i;i6+- •t;ss  +  ""2~ 

=  500(pg+ j^  +  j-|g+....  j^)+5«0 

=  500. 1%  100676358 + 53S0 

= 6558.03381 -f  6250  =  1 1806,0838 


•••• 


Die  hier  durch  beide  Rechnangsarten  erhaltenen  Resultate 
No.  J  und  2;  3  and  4  ;dod  sehr  verschieden.  Die  Rechnunfc  mit 
Ziiiseszinsen  sagt  aus,  dass  der  Schuldner  in  iieiden  FSHen  gleich 
viel  erhalten  hat;  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  stellt  die 
Schuld  im  ersten  Falle  auf  10639,14«  im  zweiten  Falle  sogar  auf 
1 1808,033  fest 

Es  ist  aber  einleuchtend,  dass  wenn  Jemand  während  einer 
Reihe  von  Jahren  bei  5  Procent  Zinsen  jährlich  an  seinen 
Gläubiger  die  Summe  500  und  am  Ende  des  letzten  Jahres  10500 
zahlt,  alle  diese  Zahlungen  von  der  Aufnahme  eines  Blapitab 
von  10000  herrühren  •  also  diesem  Kapital  an  Werth  gleicii- 
komraen ;  denn  500  sind  die  jährlichen  fänfprocentigen  Zinse 
hievou  und  die  letzte  Zahlung  10500  =  10000+500  enthält  daa 
Kapital  selbst  und  den  zufreh^rigen  Jahreszins.  Damit  Ist  offen- 
bar die  Schuld  von  10000  (nicht  mehr  wie  die  Rechnung  mit  ein- 
fachen  Zinsen  angibt)  getilgt  Die  Dauer  de»  Zeitraums«  wBhteBi 
welcbcö  das  Kapital  benatzt  uuc)  verzinst  wurde«  ist  ganz  gleieb- 
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gültig,  «Id  die  l&ngere  Dauer  der  Benutiiuig  erhöht  die  GfSsee 
der'  Schuld  dordiMs  eicht 

Hiemit '  stiiumt  die  Aoeeage  der  Zinsaies- Rechnung  genau 
übereiu,  viährend  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  ganz  un- 
gereimte Resultate  aufstellt  Das  Gesagte  wird,  seine  Bestäti- 
gung an  der  Beantwortung  folgender  Frage  finden« 

Jemand  hat  ein  Kapital  von  10000  auf  sehn  J^abre 
zu  Iflnf  Procent  Zinsen  aufgenommen  und  zahlt  am 
Ende  d^r  neun  ersten  Jahre  500»  am  Ende  des  zehnten 
10500.  Ein  andermal  hat  er  dieselbe  Summe  unt^  den 
gleichen  Bedingungen  aufgenommen,  uud  sahlt  in  den 
ersten  19  Jahren  500,  im  20sten  Jahre  10500.  Wie  gross 
ist  der  Stand  der#Schuld  in  beiden  ^ftllen  am  Ende  des 
Zeitraums? 

a)  bei  Zinseszinsen,    . 
b)^hei  einfachen  Zinses. 

Auflilsung  durch  die  Rechnung  mit  ZioBeamsen.  Nach 
Nr.  9.  §.  6.  ergibt  sich  der  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  zehn- 
ten Jahres,  wenn  man  die  im  letzten  Jahre  fällige  Summe  lOÖOO 
in  10000+500  auflöst,  und  p=:6,  Lit=zL^  =  ....Ln-i  =  ^00, 
Lm  =:  lOSOO,  Yi  =  10  und  jr=  10000  schreibt: 

S  =  10000. 1AS'°-(600.  l,06«-|-S0e.l,06«-f  ....600)  - 10000 

I  (KlO 1 

=  10000.  Iß^-WH.-^^^-^  -  10000. 
Am  den  Tafeln  erhSit  man 

5)       '   «=10000.1,6Ü»8946-^ 500. 12,5778925— 10000 
=:  16288,946  - 10000— 6288,946  =  a 

V 

Setxt  man  nun  n  =  20  onter  den  gleichen  BedingoRgen,  so  ent- 
0   steht  itlr  die  zweite  Frage: 

&==  10000.1,05»— 500Cl,OS»  +  l>06»-f-1.06-h  l)-10000 

i  =10000. 1,06»»» -SOO^^^^^pi- 10000 

r  '  ' 

r*  =  I0000.2.6S32977— 600..33,0659641  - 10000, 

^  S  s=  98638,977- 16632.977—10000 = ft 


\  ' 


272  Oetiin§€r:    Weitere  Au$/Wkmng 

Aafl5saug  durch  die  Rechnang  mit  eiofacheo  Zin8#n.    Nach 

No.  19)  und  23)  §.  6.  ergibt  sich  der  Stand  der  »Sch«ld,  wenn  K=z  10000, 

5 
nr=  10,  r  =  fgg    £i  =  Ls  =  ....  LtH-i  =  500   and   1^  =  10500 

=  10000^500  gesetzt  wird: 

7) 
5i=:I0000.1^-800(1«45VM+....  1.06-^1) -10000 

=  15000— 500?^%^- 10000 

=  5000-6125  =  -1125.  , 

Wird  aber   bei  den  eben  angegebenen  Weilhen  m  =  20   gesetzt, 
60  ist  Ar  Stand  der  Schuld  im  zweiten  Falle: 

8) 
Sb  =  10000x-2,00~500(I,954-l.tf-|-1.85..!.  1/KS^I)  — lOOOÖ 

=  20000  -  600  ^^^'l^  -  IQOOO 

=  10000— 14750=— 4750« 

Während  nun  die  Zinszinsrechnung  aussagt,  dass  der  Scfaoldner 
durch  die  in  beiden  Zeiträumen  geleisteten  Zahlungen  seine 
Schuld  vollständig  getilgt  hat,  wie  diese  in  der  Natur  der  Sache 
liegt,  behauptet  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen,  dass  der 
Schuldner  im  ersten  Falle  durch  die  obigen  sehn  Zahlnngen  1125 
und  im  zweiten  Falle  durch  zwanzig  Zahlungen  4750  «uvial  ge 
zahlt  und  Äther  diese  Summe  zurück  zu  erhalten  habe.  Das  sind 
offenbare  Ungereimtheiten,  die  noch  stärker  hervortreten  wfirden, 
wenn  man  di^  angeblichen  SchuldsummMi  von  lOSSOyM  and 
11806,033  mit  den  eben  genannten  Zahlungen  (500  und  10600) 
vergliche  und  den  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  zehnten  and 
zwanzigsten  Jahres  ermitteln  würde. 

Wie  gross  ist  der  gegenwärtige  Werth  einer  jSbr- 
lieh  fälligen  unverz^inslicheo  Summe  von  2000  (Rente), 
die  10-,  20-,  30-,  40-,  50-,  100-  oder  lOOOmal  ausgeisblt 
wird,  bei  fünf  Procent  Ziiisen: 

a)  wenn  Zinseszinse, 

b)  einfache  Zinse  gerechnet  werden? 
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Aafl50ong  su  a).  Der  gegenw&rtige  W«rth  elaer  jährlich 
flUUgeD  Soniiiie  Kf  bei  p  Pfoceot  mid  n  Jahreo>  ergibt  sich  aaf 
folgende  Weise  allgemeio: 

j_    K         K  K  K 

=^-   Ä    • 

I 

Man  "findet  daher  die  fraglichen  Werthe,  wenn  man  fi=5,  jr=20009 
und  statt  n  ailmälig  die  angegebenen  Zahlen  schreibt  Hiemaeh 
ist  der  Werth  einer  zehnjährigen  Rente: 

Ria = 2000.      o'(^- = 2000x7,7217349 

=  15443,4098; 
der  einer  2()jShrigea  ist: 

fl»  SS  2000. '  "^0  i»  "**  =  ä000><12,4<K^108 

s24924,4Q06; 
der  einer  90jährigen  ist: 

.    «M.=  2000.  i—^— =  20000X16,3724510, 

=30744,9020; 
de|. meiner  40}ährigen  ist: 

Ä40  =  2000.      (^05^  =  2000x17,1590863 

'   =34318,1727; 
der  einer  SQjjährigen  ist: 

1  -.  L  06-^ 
«50=2000. — pg =:2OOpXl%2650255 

=  36511,851; 

der  einer  ]()Q|jäbrigen  ist: 

1^1  05-100 
Äioo=2000.  — ^^—  =  2000x19,8479102 

=1:396953204; 
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d»r  einer  lOOOjfflirigeD  Ut: 

o       «umn  i-L«-^*^l20OJ00     2000.100 
«1000  —  »"» 5105        —       5  6.1,06*«» 

=  40000— jjjjjiooo- 

Der  zweite  Aosdruck  Int  mit  LegarlthmeD  sa  recboen.    Es  ist 
Ig  1051000 -s  I000lgl,06  =:  21,1892991. 
wird 

Ig40000=  4,6020600 
|gl,05iooo- 21,1892991 


0,412760»— 17 

2S86788 
Nom.  0,4127609  - 17  =    |q^ 

odel'  die  hiezu  gehörige  Zahl  ist  ein  Decimalbrach,  der  nach  dem 
Komma  16  Nulfen  stehen  hat    Es  Ist  daher 

Ä,ooo  =  40000—^^3^  =  39999,9999.... 

'  Oder  der  Werth  von  ü^ooo  >^^  ^^^^  P^^^  einem  Declmalbmche  be- 
gleitete Zahl ,  dessen  16  erste  Ziffern  nur  die  Za||l  9  enthalten, 
und  daher  nicht  von  40000  zu  unterscheiden. 

Auflösung  zu  b).  Der  gegenwärtige  Werth  einer  jährlich 
ftlligen  Summe  ergibt  sich  unter  den  gleichen  VoranssetsoiigeD 
%vle  oben  bei  einfachen  Zinsen  durch: 

2)  Kl  =  i-Ä-  +  I  ^vg,    +  iT^ö-  +  •.  . 


l,Qp^l,02^  "^  1.0^  ^  •    l,0»y 

_     /Jl_      J  _!_  1    \ 

—     Vl,0/>  +  1,02p  +  l.03;>  ^  ••    Ifhp)' 

Führt  man  nun  die  erforderlichen  Werthe  ein,  benutzt  die  Tafel  11 
j.  14.,  so  Ist  der  gegenwärtige  Werth  einher  l(){]äbrigen  Rente: 

Ä,o  =  2000(  j^  +  j-,  +  jTjg  + ....  j-g  j 

=  2000.7,944949476  =  15889,8989.... ; 
der  einer  20jährigen  ist: 
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«»=,2000  (jj^  +  Ij  +  i;i6  +  •  i) 
=:<iO0O.  13,616067636  =  27232,1352....; 
r  einer  SOjShrigen  ist; 

Ä,o=2000  (|-gg  +  p  :f  |;i8  +  •    jtä) 
= 2000 .  ia,029:U3623 =30958,0272 . . . . ; 
t  einer  40jSbrigen  ist: 

*«>=^*^(l7J5  +  Ü  ■*"  ÜB  +  -s) 

==  2000.21,642615116=43285,2302.... ; 
er  einer  Sfljjährigen  ist: 

*"=**"  (iTJs  +  O + Ü5 +•••  W 

=2000. 24,701942009 =4940^8840-.   ' 

Der  einer  lOOjShrigen  berechnet  sich  aas  No.  1)  §.  14.,  wenn  p=:5, 
1=100,  AC  =  2000  gesehrieben  wird,  und  es  ist: 

8|«=2000^|^  + j^,  +  j^  +  .-.-PqJ 

r!!ü«»._l »      ._»•        -1 

L     5      +2.600     i2:6Ö0«  +  120.600*"  "J 

onnnnor'i*^ ?-  — *  _  +  _5L_    1 

-AMWU^    5  2.105     127155«*  120. 105*"J 

t  6,39692966  .      1  6  126  "i 

5         +  1200  ~  li.36.lü*~  12aia96.I0*  *•  •  J 
r4.6S396036       1      .     5      .       '   1  n 

L        5        ~fIÖ~13S3Ö"*"252.105.4410-J' 


II  I   I 


IIIJ 


II  I  LI 


Werden  onn  die  angeseigten  GeschSfte  ausgefiUirt,  so  «rhSlt  man 
w  die  beiden  eingeschlosseoeo  Reihen  folgende  Zahleawerthe : 

1,279385932  0,930792070 

+  0,000833333  —0,004761904 

1,280219265  0,926030196 

—0.000000116  -0,000087798 

1,280219150  0,92599^874 

-t-qoooooooos 

0^925992382. 
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Die  spätero  Gfieder  in  beiden  Reiben  influiren  nicht  mehr  aof 
die  betreffenden  Decimtlstellen.  Hieraus  ist,  wenn  man  letiten 
von  ersteim  abzieht: 


Aioo=200000[I,280219150-0>925  992382] 
=  200000.0,354226768  =  70845^3536. 


Der  Werth  einer  lOOOijihrigen  ttente  ist,  wenn  n=  1000  in  No.  I) 
§.  14.  neben  den  genannten  Werthen  gtMchrieben  wird : 


Cog5100  .       1 ^ 
6 


Uli 


Vlllll 


"l      •• •• 


] 


5      ^2.5100     12.5100> 

[log  106         1_  5       .       5»  -| 

5     ~2. 106  ~  12.106>  **■  120. 106«*  •J 


oder  da  der  Werth,  der  iwetten  Reihe  «eben  bestiiamt  ist : 


Ä,ooo=20000[ 


8,53099582 


] 


6        ^10200     612.510000— 
-  200000.0,9259923^ 
Man  erhält,   wenn  die  Zahlen werthe    bestimmt   werden,   Ar  die 


Glieder  der  ersten  Reib«: 


nnd  hieraus: 

^^1000  = 


;i   1 1 1 


H- 1,707  399 164 
+  0,000098039 
-I- 1,707497203 
-0,000000016 
1,707497187. 


[1,707497187—0,925992382] = lS630a96ia 


Man  sieht  aus  den  erhaltenen  Resultaten,  and  diese  ist  der 
Zweck  der  gegebenen  Aufgabe,  wie  nnverhSltnissinSMig  die  Wertht 
der  Renten,  die  mit  einfachen  Zinsen  berechnet  werden^  g*S»i* 
über  den  Werthen  derselben  Renten,  die  sieh  aus  der  Recbnunft 
mit  Zinsesziosen  ergeben,  wachsen.  Diess  fdhrt  su  folgender 
Zusammenstellung : 


10  Jahre 

20  J.    30  J. 

40  J. 

50  J.   100  J. 

1000  J. 

15443,46 
15880,99 

24924,42 
27232,13 

30544,90 
36068,62 

34318,17 
43285,28 

36511,85 
494a3,88 

39695,82 
70846,36 

39999.999 
186300^963 
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Die  erste  Uorizontalreibe  gibt  die  aas  der  Rechnung  mit  Zinses- 
zineen  sich  ergebenden  Rentenwerthe,  die  zweite  die  aas  der 
Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  sich  ergebenden  f&r  die  angezeigte 
Zahl  von  Jahren. 

Nun  ist  belcannt  und  jedes  Rechenbach  lehrt,  dass  eine  be- 
ständige Rente  das  Sovielfacbe  der  Rente  ist^  als  der  Zins&iss 
in  der  Zahl  100  enthalten  ist,  dass  also  eine  beständige  Rente 
▼on  2000  keinen  hohem  Werth  als  40Q00  haben  kann,  und  dass 
sich  die  Renten werthe  von  bestimmter  Zeitdauer  nach  §.  13.  No.  7) 
mit  der  Zunahme  der  Zeit  einer  festen  Grenze  mehr  und  mehr 
nähern,  .ohne  sie  Öberschreiten  zu  können.  Dagegen  behauptet 
die  Rechnung  ihit  einfachen  Zinsen,  dass  die  Rentenwerthe  mit 
der  Zunahme  der  Zeit  ohne  Grenzen  wachsen,  wie  diese 
bier  klar  vorliegt,  dass  schon  eine  40jährige  Rente  von  2000  einen 
hohem  Kapitalwerth  (43286,28)  sichere,  als  der  Kapital werth 
(40000)  einer  beständigen  Rente  ton  derselben  Grösse  gibt. 
Alles  diese  ist  unhaltbar  und  ungereimt.  Das  Gesagte  gibt  Ver- 
anlassung, die  Kehrseite  dieser  Frage  hervorzuheben  und  f&brt 
zu  folgender  Aufgabe. 


§17. 

Ein  Schuldner. hat  ein  Kapital  von  40000,  aufgenom- 
men und  verzinst  es  zu  5  Procent.  Welches  ist  der 
Stand  der  Schuld  unter  dieser  Voraussetzung  nach 
20,  30  und  40  Jahren 

a)  bei  der  Rechnung  mit  Zinseszinsenf 

b)  bei  der  mit  einfachen  Zinsen? 

Die  Antwort  auf  diese  Frage  lässt  sich  leicht  geben.  Denn  wenn 
der  Schuldner  jährlich  während  irgend  einer  Reihe  von  Jahren 
nicht  mehr  als  die  bedungenen  ZInse  zahlt,  so  bleibt  die  Schuld 
Qogetilgt,  also  unverändert  dieselbe. 

Fragt  man  nun  die  beiden  Rechnungsarten,  so  geben  sie  fol- 
gende Antwort 

Auflösung  zu  a).  Die  jährlichen  5procentigen  Zinsen  von 
40000  betragen:  40000.0,05  =  2000.  Werden  diese  20mal  ge- 
zahlt und  vergleicht  man  Ende  des  20sten  Jahres  die  Forderung 
des  Gläubigers  mit  den  Zahlungsleistungen  des  Schuldners,  so 
erhält  man  nach  No.8)§.7.  den  Stand  der  Schuld,  wenn  £'=40000, 
l^is.aODO,   f  =  5   und  n=530   geschrieben  wird: 
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S»  =  40000. 1,05»«- 2000.^^^^* 

=  40000 .  %6S32977 — 2000 .  33,0659641 
=  106131,908—66131,908=40000. 

Eben  so  erhält  man  den  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  30sten  Jahres: 

f 

1.05'0— 1 
5,0  =  40000 .  l,05w,- 2000.  i^^J^g-^ 

=40000.4,3219424  —  2000.66,4388475 
=  172877,696- t328Tr,69ö=40000. 
Der  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  40sten  Jahres  ist: 

10340 1 

540  =  40000.1,05*0-2000.^^^^^-^ 

==40000.7,0399887-2000.120,7097742 

=:  281599,548— 241599,5^ =40000. 

Auflösung  zu  b).  Durch  die  Rechnung  mit  einfachen  Zin- 
sen erhfilt  man  nach  §.  6.  No.  23)  fttr  den  Stand  der  Schuld  am 
Ende  des  20sten  Jahres: 

5^=40000. 2,00 -^2000.^.20=:  80000-59000  =  21000. 


Hiernach  wftren  durch  Zahlung  der  Jahreiszinse   19000  am  Ende 
des  20sten  Jahres  am  Kapital  getilgt. 

Nach  30  Jahren  ist  der  Stand  der  Schuld : 
5^=40000 .2;j  -  2000.^.30  =  100000- 103500=— 3500. 


Durch  Entrichtung  der  einfachen  Jahreszinse  nSre  hiernach  an 
Ende  des  30sten  Jahres  das  Kapital  nicht  nur  getilgt,  sondert 
der  Schuldner  hätte  noch  an  den  Gläubigekr  3500  zu  fordern. 

Nach  40  Jahren  ist  der  Stand  der  Schuld: 

9  Oft 

540=40000.3,00-2000.^.40  =  120000— ]580OO=:-58000. 

Das  Kapital  wfire  durch  Entrichtung  der  40jährigen  Zinsen  nicht. 
nnt  getilgt,  sondern  der  Gläubiger  hätte  sogar  noch  68000  an  deia 
Schuldner  herauszuzahlen. 

Man  sieht  aueh  hier,  dass  die  Zinseszins-Reehnmig  ifehllge^ 
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Antworten  uod  Resultate  gibt,  die  Rechooiig  niit  elnfaclieD  Zinsen 
aber  anrichtige  und  ungereimte,  die  uro  so  stftriLer  herrortreten, 
je  grusser  die  Zeitdauern  sind. 


Jemand  will  ein  Gut  verl^aafeo,  woraof  ihm  drei  An- 
erbieten gemacht  werden.  A  bietet  30600  baar;  B  bie- 
tet 15000  baar  und  am  Ende  der  folgenden  zehn  Jahre 
je  2000;  C  bietet  7000  und  am  Ende  der  folgendeD  lehn 
Jahre  je  3000.  Welches  ist  das  Fortheifhafteste  Aner- 
bieten, wena  Ö  Procent  Zinsen  gerechnet  werden 

a)  bei  der  Rechnung  mit  Zinsessin^en? 

b)  bei  der  mit  einfachen  Zinsen? 

Um  die  vorstehende  Frage  cn  beantworten,  kann  man  den 
Wertb  der  angebotenen  Zahlungen,  da  sie  nirht  gleichseitig  sind, 
entweder  auf  die  Gegenwart,  oder  auf  den  Zeitpunkt  der  lets- 
teo  Zahlung,  oder  auf  irgend  einen  andern,  aber  bestimmten 
Zeitpunkt  zurflckbringen.  ^ 

Erste  Auflösung  za  a).  Man  bringe  die  Werthe  der  Ad* 
erbieten  von  B  und  C  auf  die  Gegenwart  durch  Rabattirung  auf 
seliD  Jahre  zurfick.    Hiernach  ist  das  Anerbieten  von  B  werth : 

117       i^nnn. 2000  ^2000^  2000^       2000 

=  15000-^2000.      ^^ 

=15000  4  2000. 7,7217349  =:lßOOO-h  15443,4008 
=3044^4608. 
^  Aserbieten  von  C  ist  werth : 

«/      Timn^ 800» ^3000  .  3000^       3000 

H^,=:7aoo+  t;ö5  +i:o5«+ i;ö5»+-  •  i;öö^ 

1—1  05-w 
s:7000  +  3000.      ^'^      =7000  -f  3000.7,7217349 

= 7000 +23165.2047=:  30165,2047. 

Zweite  AnflSspng.  Die  Werthe  aller  drei  Anerbieten  sind 
^  das  Ende  des  zehnten  Jahres  zurückzabringen.  Das  Aner- 
I^Men  Ton  A  ist  demnach  werth : 


/ 
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)Fi=306O0.I,O5»r=3060O.I,e288946s=49644,1776. 
Das  Anerbieten  des  B  ist  werth : 

>Fa=  15000. 1.05»>-f2000.  l,05<4-2000.  l,05H'iOOO.I,05^..-|-2000 

I  05*0^  ] 
= 15000 . 1,05» + 2000 .     Q^ 

= 15000 . 1,628W46  -f  ^000 . 1%5778926 
=21433,4194  +  28156,7850=249589/2044. 

Das  Aoerbieten  von  C  ist  werth: 

ir.=7000. 1,05^+3000 .1,05H3000. 1,05H3000 . 1,05^ +...  3000 

I  05W 1 

=7000. 1,05*0+3000.     q^^ 

=7000 . 1,6288946+3000. 12,5778925 
r=  11402,2623+37733,6776 = 49135,9399. 


Dritte  AaflCsong.  Man  wähle  irgend  einen  andern 
ponkt^  etwa  das  Ende  des  fünften  Jahres,  nnd  bringe  den  Werth 
der  drei  Anerbieten  hierauf  zorück.  Man  hat  dann  die  Sammea 
ZQ  bestimmen ,  wozu  die  früher  fälligen  Kapitalien  anwachsen  nnd 
die  spfiter  ßilligen  zu  rabattiren« 

'    Das  Anerbieten  des  A  ist  am  Ende  des  fünften  Jahres  werth : 

Wi  =30600.1,05«  =x  30600. 1,2762816=39064,2158. 

Das  Anerbieten  des  B  ist  werth: 

ff,  =  15000 . 1,05«  -1^  2000  (1,06«  + 1,06*  -f  1,05«  -|- 1,05  -f  1) 

+ ^^^(i;ö6 + t;ö^+ • -üiös«-) 

105* 1  I 105—* 

= 16000 . 1,06*  +  2000.  'Q°Qg     +  2000 .      q^ 

=15000.1,2762816-1-2000.6,6266313+2000.4,3294707 
=19144,2234+11051,2626-1-8668,9533=38864,4392. 

S 

Das  Anerbieten  des  C  ist  wertb: 

fF,=7000. 1.08*  +  300Ö(l,06«  -^  1,05»  -f  1,05»  +  1,06  +  l). 

+ ^^®^(i;ü5 + i:ö5i+-  ••  rot«) 

=7000 . 1,2762816  +  3000 .  6^266313 + 3000 . 4,3294767 
= 8933,9712 -f  16676,8939 -f  12988^4301  =  38499,2962. 


> 
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■ 

Erste  AafldsaBg  zu  b).  Bringt  mao  die  aDgegebeneii  Sum- 
men mit  einfachen  Zinsen  auf  die  Gegenwart  zurück,  so  ist  das 
Anerbieten  von  B  jetzt  wertb : 

ir  -  iKOftn  4.  ?222  4.  ?222  4. 2000     2000 


=  15000  +  2000.7,944849475 

=  15000  +  15889,89895 = 30889,89895. 

Das  Anerbieten  Ton  C  ist  jetzt  werth: 

If,  =7000  4  3000(jig  + Jj  + j^5  +  ....ji) 

=  7000  4-  3000.7,9449494755 

=  7000  +  23834,848426 =30834,84ai. 

Zweite  Auflösung.  IVIan  bringe  die  Werthe  sämmtlicher 
Anerbieten  auf  das  Ende  des  zehnten  Jahres  zurück.  Das  Aner- 
bieten von  A  ist  dann  werth: 

«4  =30600. 1,5=46900. 
Das  Anerbieten  von  B  ist  werth : 

iSi  =  16000.1.5  +  2000(l,45  +  M+ 1,35  +  ....  1.05  +  1) 

2  45  10 
=  15000 . 1,5+ 2000r^— = 22500  +  24500 

=47000. 
Das  Anerbieten  von  C  ist  werth: 

^=7000.1,5  +  3000(1,45+ 1,4  + 1,35  +  ....  1,05  +  1) 

2  45  10 
=7000.1,5+3000.^—^  =  10500+36750 

=  47-250. 

Dritte  AufLusung.  Der  Werth  sämmtlicher  Anerbieten  ist 
auT  das  Ende  des  fiinften  Jahres  zuräckznbringen.  Das  Aner- 
bieten von  A  ist  dann  werth : 

Sj=  30600. 1,25  =  38250. 

l^as  Anerbieten  von  B  ist  werth  : 

Tlieü  XXXVI.  19 
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&,= 


^^  15000 . 1,26  4^  2000(1.2-h  1,15 -I- U  + 1.05 -fl) 

+2o<M>(r;s6  +  o+-ii) 

=  15000.1,25+2000.^^+2000.4,384370412 

=  18750  + 11000  +  8728,74082 
=  38478,7408. 
Das  Anerbieten  von  C  ist  werth: 

5,=7000.1.25  +3000(1,2  +  1.15+1,1  + 1,05  +  I)  ^ 


^^^  (t;ö5 + T7i +1^6 + "•  1:25) 


= 70<N) .  1 ,25  +  3000 .  ^ .  5 + 3000 . 4,364370412 

=8750  + 16500  + 13093,1112 

=38343,1112. 

Stellt  man  nun  die  erhaltenen  Resultate  zusammen,  so  ergibt 
sich  Folgendes,   und  zwar  nach  der  Rechnung  mit  Zinsestinsen: 


gegen  wärt. 

1  am  Ende  des  10.  J. 

a|nEndedes5.J. 

das  Anerbieten  von 
A  ist  wertb 

30600 

49844,1775 

39054,2158 

das  Anerbieten  von 
B  ist  werth 

30443,469a 

49589,2044 

38854,4392 

das  Anerbieten  von 
C  ist  werth 

30165,2047 

49135,9399 

38499,2962 

Nach  der  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen: 


3a^Anerbieten  von 
A  ist  werth 


gegen  wärt« 


am  Ende  des  10.  J. 


am  Ende  des  6.  J. 


ikMH 


30600 


45900 


38250 


das  Anerbieten  von 
B  ist  werth 


das  Anerbieten  von 
C  ist  werth 


30889,8989 


47000 


38478,7406 


30834,8484 


47250 


38343,1112 


Die  drei  aus  der  Zinsziosrechnang  folgenden  Auflösungen  gebeo 
übereinstimmend  die  gleiche  Antwort  und  erklaren  das  Anerlriete^ 
des  A  fiir  das  vortheilhafteste  und  das  des  G  ftfr  das  schlechteste  ' 
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Oie  ans  der  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen  folgenden  Auf- 
mögen  widersprechen  den  frühem  und  unter  sich  selbst,  denn 
de  Aafiosung  widerspricht  der  Aussage  der  andern.  Dieser 
mstand  allein  genügt ^  um  ein  gerechtes  Misstrauen  gegen  die 
n  ihr  aufgestellten  Resultate  zu  hegen. 

Dass  dieses  Misstrauen  ein  begründetes  ist,  zeigt  sich  ganz 
atlich«  wenn  man  die  Werthe,  welche  man  durch  beide  Rech- 
ngsarten  fSr  ein  und  dasselbe  Anerbieten  ^rhält.  Schritt  fQr 
:hritt  einer  Prüfung  unterwirft  und  die  etwas  mühevolle  Rech- 
ing  durchfuhrt.  Diess  soll  an  dem  Anerbieten  des  B  geschehen, 
II  später  einer  weitern  derartigen  Nachweisung  überhoben  zu 
in 9  da  sie  ohnedem  viel  Raum  eiuniromt^ 

Da  B  15000  haar  zahlt,  so  ist  zuerst  der  Werth  von  15889,89895 
^erth  des  Anerbietens  bei  einfachen  Zinsen)  und  dann  der  von 
443,469858  (Werth  des  Anerbietens  bei  Zinseszinsen)  zu,  unter- 
chen. 

tes  Jahr.  Stand  des  Guthabens 15889,89895 

Zins  hinzu 794,49494 

16664,39389 

Zahlung-  ab  ...... 2000 

m  Jahr.    Stand  des  Guthabens 14684,39389 

Zins  hinzu 734,21970' 

15418,61369 

Zahlung  ab 2000 

w  Jftbr.    Stand  des  Guthabens 13418,61359 

Zins  hinzu ....:...     670,93067 

14089,54426 

Zahlung  ab 2000         ' 

es  Jahr.     Stand  des  Guthabens 12089,54426 

Zins  hinzu 604,47721 

12694,02147 

Zahlung  ab 2000 

»tes  Jahr.    Stajid  des  Guthabens 10694,02147 

Zins  hinzu 534,70107 

11228,72254 

Zahlung  ab 2000 

Ötes  Jahr.    Stand  des  Guthabens 9228,72264 

Zins  hinzu 461,43612 

9690,15866 
Zahlung  ab 2000 

■  7690,15866 

19* 
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7tes  Jahr.    Stand  des  Guthabens 7690J5866 

Zins  hinzu 3843TO 

8074,66659 

Zahlung  ab .2000 

Stes  Jahr.    Stand  des  Guthabens 6074,66659 

Zins  hinzu 303.73332 

6378,311991 

Zahlung  ab 2000 

9tes  Jahr.    Stand  des  Guthabens .  4378,39991 

Zins  hinzu  .    .    r 218,91999 

4697,31990 

Zahlung  ab  . .2000 

lOtes  Jahr.    Stand  des  Guthabens 2597,31990 

Zins  hinzu 129,86599 

2727,18589 

»  Zahlung  ab 2000 

Ueberschuss  am  Ende  des  lOten  Jahrs 727,1 


Nach  dieser  Rechnung  mässte  sich  sofort  ein  üeberschoss 
von  727,185....  fiir  den  Verkäufer  durch  die  Zahlungen  des  Scbold- 
ner  von  je  2000  am  Ende  eines  jeden  Jahrs  ergeben. 

Stellt  man  nun  dieser  Rechnung  die  folgende  gegenüber,  welche 
von  dem  Ergebniss  der  Zinszinsrechnung  ausgeht,  so  erhält  man: 

Istes  Jahr.  Stand  desGuthabens 15443,469666 

Zins  hinzu 772,173492 

16215,643350 

Zahlung  ab 2000 

2te8  Jahr.    Stand  des  Guthabens 14215,643350 

Zins  hinzu 710,782168 

14926,425518 

Zahlung  ab   .    .    .    . " 2000 

3tes  Jahr.    Stand  des  Guthabens 12926,425518 

Zins   hinzu 646,321276 

13572,746794 

Zahlung  ab    ...  ' 2000 

4tes  Jahr.    Stand  des  Guthabens 11672,746794 

Zins  hinzu 578,6373» 

12151,3841$ 

Zahlung  ab 2000 

5tes  Jahr.    Stand  des  Guthabens lÖTSl^lS 

Zins  hinzu 5O7.569206 

10658,953339 
Zahlung  ab 2000 

8658,95333^ 
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»  Jahr.    Staod  des  Guthabens 8658,953339 

Zins   hinzu .    432,947667 

9091,901006 

Zahlun.^  ab 2000     

»Jahr.     Stand  des  Guthabens 7091,9Cfl006 

Zins  hinzu 364,595050 

7446,496056 

Zahlung  ab 2000 

i  Jahr.     Stand  des  Guthabens 5446,496056 

Zins  hinzu 27^,324803 

5718,820869 

Zahiunic  ab    ...   : 2000 

i  Jahr.     Stand  des  Guthabens 3718,820859 

Zins  hinzu 185,941043 

3904,761902 

Zahlung  ab  .   .    . 2000 

Jahr.    Stand  des  Guthabens 1904,761902 

Zins  hinzu 95,238095 

1999.99999 
Zahlung  ab 2000 

^,99999=2000  ist.  Hieraus  zeigt  sich,  dass  wenn  Jemand 
ihn  auf  einander  folgenden  Jahren  je  2000  zahlt,  der  gegen- 
ge  Werth  dieser  Zahlungen  gerade  15443,4698....,  nicht  mehr 
weniger,  beträgt,  und  dass  diese  Summe  den  wahren  Werth 
itlicher  Zahlungen  feststellt.  Wenn  nun  die  Rechnung  mit 
eben  Zinsen  den  gegenwärtigen  Werth  derselben  Zahlungen 
5889,8989 —  angibt,  so  ist  diese  Angabe  unrichtig  und  zu 
.  Der  Verkäufer  wird  durch  sie  getäuscht  und  kommt  offen- 
wenn  er  ihr  vertrau! ,  in  Schaden. 

§.  19. 

)er  Besitzer  einer  Fabrik  fordert  zum  Eintritt  in 
gut  rentir^hdes  Geschäft  mit  Einlage  irgend  einer 
me  auf.  Drei  Anerbieten  werden  gemacht.  A  bie- 
lie  Einlage  von  62500  gleich  haar  an  und  verpflich- 
lieh,  wenn  noch  ein  anderes  oder  mehrere  Anerbie- 
»rfolgen  sollten,  lOOOroehrals  die  h5chstangebotene 
ime  einzulegen. 

B  bietet  die  Summe  20000  baar  und  am  Ende  eines 
sn  der  folgenden  15  Jahre  je  4000.  C  bietet  die  baare 
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Sumiiie  von  30500  und  am  Ende  eines  jeden  der  folgen- 
den 15  Jafire  je  3000 

Welches  ist  das  vortheilhafteste  Anerbieten  ond 
%vieiryiel  niii88  A  aufzahlen,  wenn  der  von  ihm  bexeicb- 
nete  Fall  eintritt  und  sein  Anerbieten  angenomniea 
wird  ? 

Die  vorlie&:enf]e  Frage  soll  anch  hier  durch'  die  Rechnung  mit 
Zinsessinsen  und  einfachen  Zinsen  beantwortet,  jedoch  nur  eine 
Auflösung  staft  dreier  wie  im  vorigen  Paragraphen  gegeben  wer- 
den,  da  die  Differenz  der  verschiedenen  Auflösungen  im  vorigen 
hinlänglich  klar  hervorgehoben  wurde. 

Auflösung  durch  die  Rechnung  mit  Zinseszinsen: 
Das  Anbieten  von  B  ist  gegenwärtig  werth : 

Ä.  =20000+4000(jlg  +  j^.  +  jigj  +  ....  j-^.) 

=20000 + 4000 . ^oos~"= ^'^^ ^  *®*^ •  W.3796580 

=20000  f  41518,6320=61518,632. 
Das  Anerbieten  von  C  ist  gegenwärtig  wertb: 

Ä.  =30500  +3000(j;Jg  +  j^g,  f  j^,  +  .... ,- 1^) 

=30500+3000.10,3796580 

=  30500  I-  31 138,9740 =61638.974. 

Die  Anerbieten  ordnen  sich  .wie  folgt: 

j  Werth  des  .tnerbietens  von  A:    62500, 

«       »9  yy  ,>    C:    61638,974, 

„     B:    61518,632. 

A  muss  hiernach  noch  138,974  aufzahlen. 

Auflösung  durch  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen: 
Das  Anerbieten  des  B  ist  gegenwärtig  werth : 

Ä,  =  20000+400o(i;Jg  +  j|-,+^,  +  ...j^) 

= 20000  -I-  4000. 10,980835237 

=s  20000 -f  43923,3409 =63923,3409. 
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Das  Anerbieten  von  G  ist  gegenwärtig  werth: 

=30500+3000.10,980835237 

= 30500  -f  32942,5057 = 63442,5057. 

Die  Anerbieten  ordnen  sich  wie  folgf: 

Werth  des  Anerbietens  von  B:    63923,3409, 

„     C:    63442,5057, 
„    A:    62500. 

A  mfisste  hiemach  noch  2423,3409  aufzahlen. 

Aof  ein  cn  Terkaafendes  Haas  bietet  A  21500  haar, 
B  4000  baar  and  viermal  am  Schiasse  eines  jeden  Jab* 
res  je  4000  ond  am  Ende  des  fünften  Jahres  4100;  C 
4000  baar  and. siebenmal  am  Schiasse  eines  jeden  Jah- 
re« 3000.  Welches  ist  das  vorthellhafteste  Anerbieten 
bei  5  Procent  Zinsen? 

Aaflosang  durch  die  Reebnung  mit  Zinseszinsen ,  die  in 
ibgekirzter  Form  gegeben  vvifd. 

Das  Anerbieten  von  B  ist  jetzt  werth : 

Ai  =  4000  +  4000.  '^nff"^  + 1^=:21396,2594. 
Das  Anerbieten  von  C  ist  werth: 

«, =4000 +  3000.^^=^^^  ==21359,1202. 

^ie  Anerbieten  ordnen  sich  : 

das  von  A  ist  werth:    21500, 

B    „       „        21396,2594, 
C    „       „        21359,1202. 

Auflösung.    Durch  die  Rechnung  mit  einfachen  Zinsen. 
Das  Anerbieten  von  B  ist  werth : 

«.=4000  +  400o(iis  +  il  +  i^+i^)  +  ^ 

=21537,4813. 
Das  Anerbieten  von  C  ist  werth : 


9»  tf 


99  99 
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R,  =  4m^  3000(j^  +  ji^  +  ^  + ....  ^)  =  2ie-23.0252. 

Die  Anerbieten  ordnen  sich  in  umgekehrter  Reihenfolge: 

das  von  C  ist  werth :  21623,0250, 
B  „  „  21537,4813, 
A  ■ .        ..         21500. 


>»       >» 


>>       >»     *»    f>        ft 


§.  20. 

Nun  soll  noch  eine  hieber  gehörige  Aufgabe,  die  aus  Claus- 
berg*s  ^«Demonstrativer  Rechenkunst'S  S.  1230  genom- 
men ist»  deswegen  hier.,  aber  in  veränderter  Form  und  AuflusoDg 
mitgetheilt  werden,  weil  sie  Veranlassung  zu  einigen  Bemerkun- 
gen gibt. 

Auf  ein  zwangsweise  zu  verSusserndes  Gut  bietet 
A  18300  baar.  B  bietet  20000,  nftmlich  4000  haar  und  10000 
auf  Fristen  mit  je  4000  jährlich  in  vier  Jahren.  C  bie- 
tet 21000,  und  zwar  3000  baar  und  die  übrigen  18000  in 
sechs  Jahren  3000  jährlich.  Welches  ist  das  vortheil- 
hafteste  Anerbieten  bei  5  Proc.  Zinsen 

a)  bei  Zinseszinsen? 

b)  bei  einfalirhen  Zinsen? 

Auflösung  zu  a).  Bringt  mau  das  Anerbieten  des  B  auf 
die  Gegenwart  zurOck,  so  erhält  man: 

„       ,^  .  4000  .  4000  .  4000  .  4000 

«4 _4UW  f  ,  Qg  +  ,  Qjj,  +  y^  +  ,  QJJ4 

V  =4000+4000.^^^^— =4000+4000.3,6459505 
= 4000-1-  14I83.8&20  =  18183,802. 
Das  Anerbieten  von  C  ist  gegenwärtig  werth  : 

ßj=3000+3000^j^  +  jj^-f  ....pgjj 

= 3000 -f  3000 -^=^^— = 3000  -h  3000 . 5,0756921 
= 3000  -f  15227,0763 = 18227,0763. 
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Die  Werthe  der  Anerbieten  stellen  sich  so: 

das  Anerbieten  von  A  ist  werth:    18300, 


»t  >»  j»    ^-'    tt        »» 

»9  *9 


18227,0763, 
„    B    „       ..         18l83,8(ß0. 


Auflusong  zu  b).  Bringt  man  den  Werth  des  Anerbietens 
>n  B  auf  die  Gegenwart  zurfick,  so  erhält  man: 

/2,='4000  +  4000(j^fl+li-5  +  l) 

•  =1000+4006.3,564370412 
= 4000  -h  142b7,481648  =  18257,4816. 
Uaä  Anerbieten  des  C  ist  gegenwärtig  werth: 

Ä3=3000+300o(jlg+ii+^ +..  j^) 

=3000+3000.5.133601181 
=3000^  15400,8035= 18400,8036. 
liernacb  ordnen  sich  die  Anerbieten  in  folgender  Weise: 
das  Anerbieten  von  C  ist  werth:    18400^035, 

„    B  „       „        18-2Ö7,481Ö. 

Hiezu  macht  von  Clausberg  folgende  Bemerkung  S.  1233.: 
mAIso  siebet  man  aus  vorigem  Exempel  nicht  nur  zweierlei  Art 
^^nehnungen,  sondern  auch  zivei  unterschiedene,  ja  ganz  con- 
^'^^  Antworten.  Denn  nach  der  zweiten  Art  ist  des  C  und  nach 
'w  ersten  des  A  Licitum  am  besten  zu  achten.  Und  habe  Ich 
^hes  Exempel  mit  Fleiss  also  eingerichtet,  damit  diejenigen 
^ren  Irrthum  hiesaus  desto  deutlicher  erkennen  mögen,  welche 
'kleinen ,  es  wäre  gleichviel ,  nach  welcher  v^on  den  gedachten 
^^ei  Arten  die  Ausrechnung  angestellt  wQrde,  und  käme  nach 
^den  gleichwohl  in  puncto  der  Hauptfrage,  welches  Licitum 
cimlich  am  besten  zu  achten  sei,  eincMrlel  Antwort. '' 

Nun  sollte  man  erwarten,  dass  Clausberg,  veranlasst  durch 
Üe  Ton  ihm  hervorgehobenen  Widersprüche ,  auf  die  Untersuchung 
w  Frage  eingeheh  würde,  welche  Rechnungsart  als  die  richtige 
'^iK^tstellt  werden  mfisse,  da  der  erste  Schritt  zur  Untersuchung 
^  Entscheidung  gethan  war.  Diess  jgeschleht  aber  nicht  und 
^  kommt,   wie  oben  §.  2.  angegeben  ist  ($•  1278)  zu  der  eigen- 


I 
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tbfiiDlicben  Folgerung,  dass  die  Rechtsgelebrteo  die  mngeregte 
Frage  zu  entecbeiden  babeu.  Scbliesslicb  giebt  er  aber  (§.  1279.) 
auf  Befragen  seine  suhjective  Aosicbt  dabin  ab,  dass  die  Rech- 
nung mit  Zinseszinsen  der  andern  vorzuzieben  sei.  Von  Angabe 
der  Gründe  hiefOr  oder  Aufstellung  eines  Beweises  Ist  aber  bei 
ibni  und  den  spätem  Scbriftstellern^  wie  §.  2.  gezeigt  wurde,  nicht 
die  Hede. 


§.  21- 

Eine  jährlicbe  Rente  von  2000  ist  25  Jabre  lang  am 
Ende  der  Jahre  fällig.  Es  fragt  sieb:  »wie  gross  Ist  ihr 
gegenwärtiger  Wertb 

a)  wenn  sie  jäbrilch  gezablt  und  zu  4  Procent  jähr- 
lieb  verzinst, 

b)  wenn  sie  jährlicb  gezablt  und  balbjährlicb  ver- 
zinst, 

c)  wenn  sie  balbjährlicb  iin  halben  Betrage  (1000) 
gezablt  und  halbjährlich  verzinst  wird? 

Auflosung  zu  a).  Sämmtiiche  Summen  sind  auf  25  Jabre 
mit  Jahreszins  zu  rabattiren.  Ihr  gegenwärtiger  Werth  ist  hiernach: 

^^2000      2000  2000 

'^^  —  1,04  +  1,04«  + I75P  +  ''  1,04*» 

1—104-«* 
=  2000.       ^Vf? — =2000.15,6220799 

=  31244,1598.... 

AuflSsuog  zu  b).  Der  halbjährliche  Zinsfass/ist  2  Prnceot 
Die  am  Ende  des  ersten  Jahres  fällige  Summe  muss.  auf  zwei 
Halbjahre,  die  am  Ende  des  zweiten  ftllige  auf  vier  HatbjaliR 
u.  8.  w.,  die  am  Ende  des  25sten  Jahres  ßtllige  Summe  auf  SO 
Halbjahre  rabattirt  werden.  Der  gegenwärtige  Werth  sSmnrtlichcr 
Summen  ist  daher  unter  diesen  Voraussetzungen: 

2000      aOOO      2000  2000 

"•— 1,02«  +  14>2*  ^  pä«  +    •'  I,02«> 

-3000  »-l-Qg-"     »000  1-0^18»9 
—zuw.    iQ2,__i  -zuw.    jQ404__i 

— twiA  0,6284721  _  10000000.0,6M4721 
-"'*'""•    0,0404    —  202 

=31113,481. 
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Der  Besitzer  der  Rente  bekommt  weniger  an  Kapital  oder  die 
Rente  ist  woblfeilery  denn  die  halbjährige  Rabattiriing  erzeugt 
einen  geringern  Werth. 

Auflösung  zu  c).  Im  dritten  Falle  ist  die  Hälfte  der  Jab- 
resrente  am  Ende  eines  jeden  halben  Jahres  ßiHig.  Die  Verzin- 
Bong  geschieht  also  in  diesem  Falle  auch  halbjährlich.  (No.  20.  §.3.) 
Die  halbe  Rente  von  1000  wird  daher  SOmal  ausgezahlt.  Alle 
diese  Summen  müssen  daher  bei  2  Procent  rabattirt  werden. 
Man  erhSit  dann: 

1000      1000  .  tooo         jooo 

'*»  ~  1,02  ■''  1,02«  +  W^  +  '   •  1.02»« 

1—1  02-M 
=  1000  —^ — =1000.31,4236059 

=  31423,6059. 

Die  erhaltenen  Resultate  ordnen  sich  so : 

ß,  =  31423,6069 
fi,  =31244,1598 
iZ,= 31 112,481. 

Man  sieht  hieraus,  dass  der  Werth  einer  halbjibrigen  Rente 
im  halben  Betrage  und  bei  halbjähriger  Verzinsung  vortheilhafter 
i<t,  als  der  einer  ganzjShrigen  Im  doppelten  Betrage  bei  jährlicher 
Vcrxinsung,  und  dieser  selbst  wieder  vortheilhafter,  als  der  einer 
gttifShrigen  Rente  bei  halbjähriger  Verzinsung. 

Da  aber  ein  einzelner  Fall  kein  allgemeines  Gesetz  beweist, 
Midem  höchstens  andeutet ,  so  soll  die  Richtigi^eit  des  Gesag- 
te flir  jeden  Zinsfuss,  jede  Zahl  der  Jahre  und  jede  beliebige 
Hüte  nachgewiesen  werden. 

Nennt  man  nun  die  Jahresrente  K^  den  Zinsfuss  /i,  die  Zahl 
der  Jahre  n,  so  hat  man  f&r  den  gegenwärtigen  Werth  einer 
Kjihrigen  Jahresrente  K  bei  ganzjähriger  Verzinsung: 

•'  ,    '-r^  +  l,0!P»+l,0!p»+ •■•1,0!p" 

_  -  1-l.Op- K  J_ 

-*•     0,flj»     ~0,C!p^      1,0p" 

On  gegenwärtige  Werth  derselben  Rente  bei  halbjährlicher  Ver- 

^■nag  S~Pi  nnd  ganzjähriger  Zablttog  bestimmt  sich,   da  die 
Rwleabeträge  in  Halbjahren  rabattirt  werden  mflssen,  durch: 
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Bestimmt   man    nun    den    gegenwärtigen   Werth    einer    njabrigen 

K 

Rente,  wenn  der  halbe  Rentenbetrag   ^^zKi    jedes    halbe   Jahr 

ausgezahlt  und  verzinst  wird,   so  hat  ro^n  "In  Halbjahreszahlon- 
gen  auf  2i}  Halbjahre  im  Zinsfuss  l,Opi  zu  rabattiren,  und  erhält: 

•*'  "»  -  1,0p,  +  1,0/»,«  +  1.0|,,»  +        l,Qpt«- 

'  l-l,0p.-'«        AT,  _1_ 

-*•     0.0p,      -(^^'~i,0p,«-'- 

Nun  ist  zu  beweisen,  dass 

ist.     Dieser  Beweis  fuhrt  sich  so :    Die  correspondirenden  Glieder 
der  Reihen  in  No.  I)  und  No.  2)  haben  die  allgemeine  Form: 

K        ,       K 

und 


K  K 

Es  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,  dass  i  fw^  \"(i — «r*  ^^  ist  nämlich: 

1.0p=l  +  i^ 

und 

i.Qp.«=(i+2:fe*=i  ri.ärföö+frfe)  =»+-i&+(r^^^^ 

Es  ist  daher: 

4)        l,Qpi«>l,Op  und  oro  so  mehr  (1^*)'^>  ^0p^ 
folglich  ist  umgekehrt  bei  der  Division: 

Da  diess  von  allen  correspondirenden  Gliedern  in  No.  1)  und  % 
gilt,  80  ist  auch  die  Summe  aller  Glieder  in  No.  1)  grosser  als  dr^ 
in  No.  2),  oder: 
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Um  zu  zeigen,  dass  ßs^  ^i  ^^t,  bat  man  im  Sumnienansdruck 

on  No.  3)  Äfi  =  5"  und  0,Opi'  =  -^   einzufOhren.      Es    entsteht 
iedurch : 

^'Crglelcbt  man  diesen  Werth  mit  No.  1),  so  erkennt  man  leicht 
Dit  Hülfe  von  No.  4)  und  5),  dass 

K  \  K  1         * 

ist,  weil  der  eingeklammerte  Ausdruck  auf  der  linken  Seite  grös- 
ser ist,  als  der  auf  der  rechten.     Es  ist  also: 

^  ^  ßi  > 

folglich  in  Verbindung  mit  No.  7): 

odfr 

loi    K  ^-^M"*"^  y  i-i,Op-''^  y  i-^\fipr*^ 

^     ^* •       O.Qpi       '  ^-      0,()p      ^^'    1,0^,«-1   ' 

■tir  der  Bedingonit,    dass  Ki=\K  and  pi=|p  ist.    Zugleich 
"«»08  10): 

''  *^> — ÖM~^      i.Op,«-i  • 

Jemand  hat  über  eine  25jährige  Rente  von  2000  zu 
verfugen.  Er  will  sie  sogleich  fljissiff  tnacben»  um  das 
Ibmzukommende  Kapital  sogleich  verwenden  zu  küii- 
i^«n.  Wie  gross  ist  das  flüssig  werdende  Kapital  bei 
^  Procent,  wenn  die  oben  angegebenen  Reductions- 
^cthoden  angewendet  werden? 

0er  gegenwärtige  Werth  bei  jährlicher  Zahlung  und  Verzin- 
•«ög  ist : 

Ai  ==28187,8802, 
'^Halbjährlicher  Verzinsung,  und  jährli^er  Zahlurig: 
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ß,  =  28012,16, 

bei  halbjährlicher  Zahlung  der  halben  Rente  und   halhjfthr lieber 
Verzinsung 

ßs  =  28382,3177. 

Eine  50jährige  Rente  von  2000  hat  unter  denselben 
Voraassetzungen  wie  oben  bei  4  Procent  Rabatt  fol- 
gende Werthe: 

Äj  =  42964,3692 . 

Ä,=i:  42671,6352, 

A,  =  43098,3516. 


§.22. 

Jemand  hat  eine  Schuld  von  40000  in  20  Jahren  durch 
gleiche  Summen  mit  5  Procent  Zinsen  zurückzuzahlen. 
E^s  fra^t  sich:  Welche  Art  der  Zurfickzahiung  ist  fOr 
ihn  die  vortheilhafteste? 

a)  Soll  er  sie  in  Jahresfristen  und  bei  jährlicher 
Verzinsung,  * 

b)  soll  er  sie  in  Jahresfristen  und  bei  halbjährli- 
cher Verzinsung,  ^^ 

c)  soll  er  sie  in  Halbjahresfristen  und  halbjähr* 
Ijcher  Verzinsung  zurflckzahlen? 

Auflosung  zu  a).  Man  nenne  die  zu  bestimmende  Summe, 
die  er  jährlich  zur  Tilgung  der  Schuld  aufzuwenden  hat,  T",.  Dieie 
Summe  muss  20mal  am  Ende  der  folgenden  Jahre  gezahlt  we^ 
den.  Bestimmt  man  nun  den  gegenwärtigen  Werth  dieser  20  Zab* 
lungen  bei  5  Procent  Zinsen,  so  muss  derselbe  der  aufgenomve» 
nen  Schuld  gleich  kommen.    IVIan  hat  daher  folgende  Gleichung: 

innno-Jl-i.   ^»   +^^4-      -^i T  ' ^  ^-^^*^ 

^^^^^^  1,06  "*"  Tj^  ■*■  1,05»+  "1,05««""  ^*       0,Cß 

Hieraus  bestimmt  sich  die  gesuchte  Summe: 

40000  40000.0,05  _      40000 

^»  "  l— J.05^  ~  1^  1,05-««  ""  12,4622103' 
0.05 

log  40000  =4,6020600 
log  12,462210  =  1,0955951 

3,5064649, 


\ 
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r,  =r  iV.  3,5064649 =3209,704. 

Durch  die  Zahluog  von  jährlichen  3209,704   i«ird   unter   der  ge- 
oaonten  Bedingung  obige  Schuld  getilgt. 

Auflösung  zu. b).  Soll  die  Schuld  in  gleichen  jährlichen 
Somroeo  mit  halbjährlicher  Vjßrzinsung  getilgt  werden,  so  int  der 
Halbjahreszins  2,5  Prorent  und  man  hat  säninitliche  Jahreszahlun- 
gen  durch  40  Halbjahre  zu  rabatfiren.  Der  hieraus  sich  ergebende 
Werth  ist  der  aufgenommenen  Schuld  gleich.  Nennt  man  die 
jlhrlich  zu  zahlende  Summe  T^y  ao  hat  man  die  Gleichung: 

innoo--?«-4.    ^  +  -r«_.         r.       y  l-Loas-^o 
*''^"~1,025«  ■•"  1,026*  "*■  1,028»  ■*"  — 1,026*<'~  '"•  1.025«— 1    ' 

und  hieraus: 

_  40000(1,025^—1)  _  40000.0,050625  _  40000.0,050625 
^•~   1-1,026-*«   ""  1-0,3724358"""   0,6275694   ' 

log  40000  =  4,6020600 
log  0,050625 =0,7043650—2 

3,3064250 
log  0,6275694 =0,7976618— L 

3,5087632, 

T.  =  iV.3,15087632  =  3226,735. 

Auflösung  zu  c).  Wird  die  Schuld  in  Halbjahresfristen  und 
M  halbjährlicher  Verzinsung  getilgt,  so  ist  der  Halbjahreszins 
^  und  es  werden  40  gleiche  Summen  gezahlt.  Nennt  man  diese 
Sameo  T^  und  rabattirt  sie  auf  40  Halbjahre^  so  muss  ihr  ge- 
XCMiIrtiger  Werth  der  aufgenommenen  Schuld  gleidi  sein.  Man 
*^  daher : 

lOOOo- J»-4.-I»_i.^»     +  y.     _y    1-1.02S-4O 

^- 11025  +  1,025«  *  1,0§5«+"'  1,026« -~  '»•       ö;ö25       ' 

ud  hieraus : 

40000  40000 


7-.= 


1-1,025-y  ~  25,1027761 ' 
0,025 


log  40000 =4,6020600 
log  25,102775  =  1,3997216 

3.2023384, 

« 

7',  =  2V.  3,2023384  =  1503,450. 
^  *^lt  daher  jährlich  3186,9. 
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Für  den  Schuldner  ist  es  daher  vortheiihafter«  in  halbjähr- 
lichen Summen  zu  zahlen;  weniger  vortheilhaft  ist  die  jährliche 
Zahlung  mit  jährlicher  Verzinsung  (3209,704)»  am  unvortheilhaf- 
testen  ist  die  jährliche  Zahlung  mit  halbjährlicher  Verzinsung 
(3226,735).  Auch  die  hier  gefundenen  Resultate  lassen  sich  leicht 
in's  Allgemeine  Übertragen  und  gelten  für  jedes  Kapital  {K),  jeden 
Zinsfuss  p  und  jede  Zahl  der  Jahre  n. 

Die  Auflösung  zu  a)  gibt  daher  bei  jährlicher  Verzinsung 
und  Zahlung,  wenn  7i  die  zu  entrichtende  Jahreszahlung  be- 
zeichnet : 

*--     '•     4.      ^>      0.-^4.  Ji T      ^-''QP~" 

.':-i.()^  +  i,()^»  +  i,0!p»+ •  •J,Op"— '»'     0,0p     • 

also : 

*^  *'~1— !.(»»-«- 1- 1,0p-« 

Ofip 

Bei  halbjähriger  Verzinsniig  i|)=p,   und  jShrlicher  Zahlung  wU 
*- l,Oft»  + LOP,« ■'"1.0p,«+- 1,0p,«"- '••    l,0p,«-l  ' 

also: 

^^  ^*~1— 1.0p,-«"~      l-LOp,-»" 

Bei  halbjähriger  Zahlung  und  Verzinsung  ist: 

*-1,(1!P,  + 1,0p,»  +  1,0p.»  "^^''l.Op,*»,-'»        0,0p,       ' 
also: 


»  ~1 -1,0p, -««~  "1—1,0^,-«" 
0,0/>, 

■  .Da  nun  nach  No.  6)  §.  21. : 

l-LOp-»     l-l,(l;p,-«« 

0,0p      -^    1,0p,*- 1  ' 

so  ist  aus  No.  1)  und  2)  dieses  Paragraphen: 

*'  *   1-1,0^-"^*  1 -1,0p,-*- 
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der 


T,  <  T^. 


^a  ferner  ans  No.  9)  §.  21. : 


o  erhält  man ,  No.  3)  doppelt  .^enommeD : 


0,0p 


>lglich  hierau«  und  aiiA  No.  2) : 

5) 


0.0p  0.0;, 


■an 


1-1,0;?,-««  ^"1-1,0^-" 

der  2T3<7\,  wenn  die  Summe. der  jährlichen  ZaAlang^en  unter 
inaiider  verglichen  wird.     Verbindet  man  No.  4)  mit  5),   so  ist: 

^>-     "  1  -  1,0p,-«»  ^  "  1  -  ifip-*  ^  *  I  -  i.op,-« 

der 

7)  27'8<Ti<T2. 

Jemand  will  mi.t  einem  ▼erfügbaren  Kapital  von 
OOOO  eine  20jährige  Rente  kau/en.  Wie  gross  ist  ihr 
^erth  bei  3,5,  4,  4,5,  5  Procent  Zinsen. 


ADS  uer  rorniei 

'-1-I,0p-  "' 

•«i  3,5  Procent 

r=  1407,545, 

••i  4 

r=  1471,635, 

»^4.5 

7"= 1537,523, 

b«i  5 

7'=  1604,852, 

man 


Der  höhere  Zinsfuss  bringt  dem  Käufer  Vortheil,  wie  sich  diess 
leicht  nachweisen  lässt,  denn  es  ist  nach  den  bisherigen  Mitthei- 
lunsten : 

1  ^  1,()p-"        1  —  1,07-" 
Ofip       ^       0,0^      ' 

H'ennp<9  ist,  folglich  erhält  man,  wenn  man  nach  No.  1)  den 
^^rtl)  der  aas  einem  bestimmten  Kapitale  K  zn«  kaufenden  Jah- 
^^srente  bei  vere^^biedenem  Zini^fuss  darstellt ; 

'^'heil  XXXVI.  20 


%» 


t    • 
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0.0q  0,0p 

*1-1,0^^  *1— l.()p-«' 

wenn  9>p  ist;  d.  b.  der  Werth  der  Rente  wächst  mit  den  boi 
ren  Zinsfnss. 


§•  23.   • 

Jemaad  kann  im  Laaf'e  der  folgeuden  20  Jahre  jäl 
lieh  die  Summe  2000  bei  5  Procent  Zinseo  aiileg« 
Welche  Art' der  Anlage  ist  die  vortheilhafteste? 

a)  Soll    er    sie  jährlich    bei  jährlicher   Verzinsui 

b)  soll  er  sie  jährlich  bei  halbjährlicher  Verzinson 

c)  soll  er  sie  halbjährlich,   also  im  halben  Betrag 

mit  halbjährlicher  Verzinsung  anlegen? 
« 

Aaflosong  zu  a).    Geschieht  die.  Anlage  jährlich,  so  trag 

die  eintelneo  Anlagen  bis  zu  19  Jahre  Zinse.    Der  Werth  sim 

lieber  Anlagen  ist  daher  im  Augenblicke  der  fetzten; 

«1  =2000. 1,05"  +  2000.1,05" +2000. 1,05»'^+ ....  2000 

=  -^P0O.^^^*^g—=2«0O.33,ü659541  =66131,9082. 

AuflfisuDg  zu  b).  Geschieht  die  Anlage  jährlich  und  < 
Verzinsung  halbjährlich,  so  tragen  die  einS^elnen  Anlagen  der  R« 
nach  durch  38,  36,  34  Halbjahre  u.  s.  w.  Zinsen  zu  2,5  Proet 
Hiernach  ist  der  Werth  sämmtlicher  Anlagen  für  den  Zeitpoi 
der  letzten  Anlage; 

«,=2000.  l,025M+2000.1,025w+2000.1,025»*  +  ... .2000 

-nnno  L?^^J-.9nno  ?!??S0638--1 

_  2000. 1,6860638 
~      0,060625      ' 

log  2000        =3,3010300 

log  1 ,6860638 = 0,2266164 

3,6276464 

Iog0,060625   =0,7043660-2  . 

4,8232814, 

^  =  iir.4,8232814  s  66670,42a« 


^l 
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Aofldsong  za  c).  Geschiebt  die  Anlage  halbjährlich  im 
halben  Betrage  (1000),  so  sind  die  einzelnen  Anlagen  bis  auf 
39  Halbjahre  im  Zinsfnsse  2,5  za  yerzinsen.  Hiernach  ist  der 
Wertb  sSmmtlicher  Anlage  ffir  den  Zeitpunkt  der  letzten: 

Si=1000.I,025W+  1000.1,026W+1000.1,025»  +  ....  1000 
=  1000.  ^^^^26      =F  1000.67,4026536  =  67402,5535. 

Offenbar  ist  die  halbjährliche  Anlage  mit  halbem  Betrage  und 
htIbjShrlichet  Verzinsung  die  vortheilhafteste  Anlage,  dann  folgt 
i\%  ganiyfihcige  Anlage  mit  halbjährlicher  Ver:iinsung  und  hierauf 
die  ganzjährige  mit  jährlicher  Verzinsung. 

Auch  diese  Sätze  lassen  sich  leicht  allgemein  nachweisen. 
Nennt  man  die  jährliche  Anlage  K,  den  Zinsfus»  /i,  die  Zahl  der 
AJire  n,  vrie  früher,  so  ist  die  Summe,  wozu  n  J^reszahlungen 
bei  jährlicher  Verzinsung  anwachsen : 

1)  s,=i:j,0p«-i+A:.i,0p«-a+^.i,(^«-;+...Ar.i,0p+Ä 

Bei  jährlicher  Anlage  und  halbjährlicher  Verzinsung  wachsen  sie 
iD  n  Jahren  an  zu  der  Summe: 

'         2) 

S^=  *.  1,(^1««-« +  ir.i,Opi«—*+jr.i,0!pi«—<  +  ....  ir.i,Opi«+z 

-^•l,0;ii«-l- 

Bei  baibjährlicher  Anlage  im  halben  Betrage  wird  jedesmal 
>jr=Z|  angelegt  und  im  halbjährlichen  Zinsfuss  4p=Pi  während 
(Sbi  —  1)  halben  Jahren  verzinst.  Die  Summe,  wozu  sämmtliche 
Anlagen  hiernach  erwachsen,  ist:    ' 

3) 

s,=ir, .  i.Op,«— ' + AT, .  i,Op,«— «+z, .  i,Op,*-»+  ■  iTi  i,Qpi +Äi 


-'•••      0,0p, 


Verglicht  man  non  die  itr  ^o.  1)  —  3)  erhalteoen  Werthe  anter 
«teuder,  ao  haben  die  correspondirenden  Glieder  in  den  Reiben 
Ho.  1)  und  2)  die  Form : 

«0* 
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KAfip"^  und  KAfipi^"^. 
Da  nun  nach  No.  4)  §.  21. :     ^ 

80  erhält  man  ans  No.  I)  und  2)  fiOr  4.ie  Summe  aller  dieser  Glieder: 


4) 
oder 


Si  <  Äa- 


Um  die  Werthe  von  No.  2)  und  3)  za  vergleichen  ^  hat  man  Fol- 
gendes.    Es  ist  aus  3):  •.     , 

_.     LOp.««  -  1  _  iK(\,Opl^- 1)      „  l.Qp,»»- 1 


S3  —  Kl- 


Ofipt 


l  {0,0p) 


=  K. 


0,0p 


Aus  2)  ist: 

«       .rhOpi^-l  £(1,0a'°-1)  l,Opi^-l 

*•-*•  l,Op,«-l  -l+>.0,0/>,+O.O;>,*-l~'o,O;>  +  O,0;h*' 

folglich  ist: 


*0,Op  +  0,0p,«'^**      0,0;» 


da  0,0p +  0,Opi^>  0,0/7  ist.     Hieraus  hat  man: 
5) 


*1.0p,»-l  '^*'-     0,0p, 


oder  Sf  <  Sg.    Aus  der  Verbindung  von  Mo.  4)  und  5)  ergibt  sich: 

^^  ^-     0,0/1     ^^l,©/?,«-!^^*-     0,0p, 

oder  Si^S^^S^i  unter  der  Bedingung»  dass  Ki=^i£  und pi=:^ 
ist,  was  oben  behauptet  wurde.  Beispiele  hiefur  Jassen  sich 
leicht  in  Menge  aufstellen. 


■§.24. 

» 

Eine  20jäbrfge  Rente  von  2000,  die  auf  den  ZiJis 
fuss  4  berechnet  ist,  soll  in  eine  Rente  von  gleicher 
Dauer  umgewandelt  werden,  die  auf  den  Zinsfusci^ 
berechnet  wird.    \^ie  gross  ist  letztere 

a)  wenn  sie  jährlich  ausgezahlt  und  verzinst. 


der  poiitl8Chen\  Arithmetik.       ,  301 

b)  wenn   sie    jährlich    ausgezahlt   und    halbjährlich 
Ferzinst, 

c)  ivenn  sie   halbjährlich  im  halben  Betrage  aunge- 
zahif  9Dd  halbjährlich  verzinst  wird? 

Auflösung  zu  a).     Man  bestimme  den  gegenwärtigen  Werth 
der  Rente  bei  4  Procent.    Er  ist: 

g,  ^"^^  ."^^  ."^^  ,        2000 
^^  —  1,04  "*^  1,04«  +  1,04»  ^  •  •  l,04«ö 

—  2000.  ^^Q  Q^"*^=:2000. 13,5903263 

=  27180,6526.  '       , 

NoD  verwandle   man   diese  iSumme  in   eine  20jährige  Rente  bei 
dem  Zinsfuss  .5.    Nennt  man  die  fragliche  Rente  7\,  so  hat  man: 


»V  \ ,  JL  a.  _?J_  X       ^j T    ^-J'05 


— to 


»180,6526-  j^  +  j  ^jga  +  i^qö«  +  •  •  1,06«>""  ^*  *       O^OS 

iDd  hieraus : 

^  _  27180,6626_27180,6526 
^  ""  1  -  1,05"«>'""  12,4622103 ' 
0,05 

log27l8a652  =  4,4342598 

log  12,4622 10  =  1,0955954 

3,3386644, 

Ti  =iV.3.3386644=2l81,043. 

Allgemeine  Auflösung^  Nennt  man  die  gegebene  Rente 
li  die  Zahl  der  Jahre  it,  den  Zinsfuss  p,  so  ist  ihr  gegenwär- 
tiger Werth : 

*^    ''i-i,Öp^l,0;?2"'^l,0p»^--|,0p«-"^'      0,0p 

Nenot  man  den  Zinsfuss,  in  welchen  sie  un^gesetzt  werden  soll, 
9>  aod  die  zu  bestimmende  Rente  7| ,  so  hat  mau  den  Werth  Ri 
tn  eine  njährige  Rente  liir  den  Zinsfuss  äberzutragen.    Man  erhält : 

'^»-I,09  +  1.0v*+l,09»+    •  l,Ov"~    '         0,09 
BitraDii  «rird: 
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..  r ^' l-l,0/>->'       0,0y 

^)  ^1- 1^^1,09-""' ^-      0,0^        1-1,0^—' 

0,0^ 

wenn  der  Werth  fiir  Ri  aus  No.  1)  eingefOhrt  wird. 

Auflösung  zu  b).  Der  gegenwärtige  Werth  dieser  Rente 
ist,  wenn  hBibjährlieh  ioi  halbjährlichen  Zinsfuss  «4=2  rabattiit 
wird : 

^""1,02«  +  1,02*  ■•■  1,02«  +  •  •  1,02*0 

-iUW.  -j;Q2«z:i   — ^^^-    1.0404-1 

— 9Ann  0>5^71096     547,109585 
""^^"^-    0,0404    -     0,0202 

=  27084,63-29. 

'Nennt  man  den  Werth  einer  5procentigeo  gleich  lange  dauero- 
den  Rente  7*2»  ao  gibt  bei  halbjähriger  Verzinsung  die  Umwaad- 
lung: 

Q7ftRifi'tqO-      ^*     L    ^*    A_     ^»     ■       7«-L--7'    1—1,025-*^ 

z/iiö4,o.)^j- 1  ^^,  +  1^0254+  1,025«+ •••  1,025«—  ^«-  1,026«— T 

alfso: 

_  27084,6329(1,025«  -  1)     27084,632.0,050625 
'^^  1-1,025"^         -^     1-0,3724306 

_  -27084,6329.0,050625 
-  "'     0,6275694  ' 

Iog27084,632  =  4,4327229 

Iog0,050626   =  0,7043650—2 

3,1370879 

log  0,6275694  =  0.7976618  -  1 

3,3394261 , 

T^  =  N.  3,3394-261  =  21 84,8725. 

Allgemeine  Auflösung.  Nennf  man  die  Rente  w*ie  obe« 
K,  den  halbjährigen  Zinsfuss  Ip^Pij  60  ist  ihr  gegenwärtiger 
Werth : 

3) 


'  '   » 
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Wird  dieser  Wertb  unter  den  gleichen  Bedingungen  in  eine  Rente 
f&r  den  Zinsfuee  q  umgewandelt,  so  hat  man,  wenn  die  zu  be« 
stimmende  Rente   T^  genannt  wird: 

also: 

i,    T-  fi«a.Oyi*-')  _  r  (i-i.o>»i-*')(i.Oyi'-i) 

*>      '»-  1-1%,-«-  -'•(I,0>,,«-I)(I-I,Oy,~*') 

Auflösung  zu  c).  Mair  bestimme  den  gegenwärtigen  Werth 
der  Rente  iro  halben  Betrage  (1000)  und  ira  halbjährigen  Zins- 
hw.    Man  erhält: 

_  ^1000      1000      1000  JOOO 

^  —  1.02  "'^  1,02«  +  IjOS»  ■•■••  1.02*0 

=  1000. '  ~o'^~*°=  1000.27,368^762=^366,4792. 

Rpo  f erwandle  man  diesen  Kapitalwerth  ip  eine  20jährige ,  halb- 
jüirlich  ßillige  Rente  bei  dem  Zinsfuss  2,5.  Es  entsteht,  wenn 
■an  die  zu  bestimmende  Rente  T^  nennt:     ' 


»355.4792— j^  +  ^  ^,  +  1 02ö«+-   i;;ggS4ö--  ^»-       0, 

Hterans  wird : 

27365,4792        27365,4792 


1  - 1,026-«» 
026  "* 


^»  -  1  —  1,026-«*  —  26JW7781 ' 
0,026- 

log  27365,4792  =  4,4370443 

Iog25,102776  =  1,3997216 

3,0373227. 

r,  =  N:  3,0373227  =  1089,739. 

i 

Allgemeine  Auflösung.  Der  gegenwärtige  Werth  einer 
tojibriich  (Eiligen  njährigen  Rente  im  halben  Betrage  lK=K^ 
N  dem  Zinsfuss  ip^=:pi  ist: 

5) 

D-  '«    x-A_  .      *i     X  ^1     -jr    »-LOpi-** 

"»-l7^  +  l,0p,«  +  l,0;^«+"l,0ft«--^»        0.0p,      • 

^N  dieser  Werth  in  eine  gleich  lang  dauernde,   halbjährlich 


« 
« 


/ 
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föllige  Rente  bei.deiu  Zinsfuss  q  verwandelt,  so   ist.    wenn  der 
Werth  dieser  Rente   7",  genannt  wird : 


ß.= 


r.- 


»  -  1.0»,  ^  I.O9,«  ^  LOj,» 

and  hieraus: 


~w*    .   •  •  • 


LOy,*- 


6) 


T,= 


Ä? 


_«,  (i~tM:?^")»o>09i 


=  is:. 


0,091 


wenn  der  Werth  aus  No.  5)  eingefSfart  wird. 

Eine  20jährige,  jährlich  fällige  Rente  von  2000,  die  auf  des 
Zinsfuss  3,5  berechnet  ist,  sdll  in  eine  gleich  lang  dauernde  vier- 
procentige  umgewandelt  werden.     Wie  gross  ist  ihr  Werth? 


r— 2000 


1  —  1,035-20 
0,035 


o;o4 


•  ■ I  Qjl"äö"~ '^091,547. 


Jemand  hat  eine  18jährige,  jährlich  fällige  Rente  von  1800 
bei  3,5  Procent  unter  der  Bedingung  gekauft,  dass  sie  ihm  als 
eine  4procentige  von  gleicher  Dauer  ausgezahlt  werde.  Wie  hoch 
stellt  sich  ihr  Betrag?  ^         , 

T=  1875,414. 


§.  25. 

Eine  vierprocentige,    20jä4]rige  Rente  von  2000  soll 
nach  dem  Wunsche  des  Besitzers  in  eine  16jährige  hei 
demselben    Zinsfuss    verwandelt    werden.      Wie    grod«    ' 
ist  der  Werth  der  letztem 

a)  hei  jährlicher  Zahlung  und  Verzinsung? 

b)  bei   jährlicher    Zahlu-n^    und    halbjährlicher  Ver- 
zinsung? 

c)  bei    halbjährlicher    Zahlung   im    halben    Betrage 
und  halbjährlicher  Verzinsung? 

Man  hat,  um  die  vorstehende  Frage  zu  beantworten,  zuerst 
unter  den  angegebenen  Bedingungen  den  gegenwärtigen  Werth 
der 'Rente  zu  bestimmen  und  dann  (Riesen  Werth  unter  densel- 
ben Bedingungen  in  eine  16jährige  umzuwandeln.  Da  der  erste 
Theil  schon  im  §.  24.  beantwortet  wurde,  so  können  die  dort  ge*. 
fundenen  Werthe  hier  benutzt  werden. 
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AuflusQDg  zu  a).    Der  gegenwärtige  Werth   der  Rente  ist 
nach  §.  24.: 

Äj  =  27180,6526. 

Nennt  man  den  Werth  der  16jährigen  Rente  7\ ,  so  hat  man  nach 
dem  Vorgange  von  §.  24: 

27180,6526  =  j^  +  j^  +  pjs+....|^7iej=^i-       0,04      '  . 

und  hieraus : 

_  27180,6626  _  27180,6526 
^»  "  i— 1,04-'«  ~  11,6522956' 
0,04 

log  27180,652 = 4,4342598 

•     iogll,652295==  1,06641U 

3.3678484. 

7\  =  iV.  3,3678484=  2332,644. 

Auflösung  zu  b).     Der  gegenwärtige  Werth   der  Rente  ist 
nach  §.  24. : 

R^  =  27084,6329. 

Nennt  man  den  Werth   einer   16jährigen,   halbjährlich    zu   verzin- 
senden Rente   T^,  so  gibt  die  Umwandlung: 

^'"^'^^~  1,02«  ^1,024 +1,02«  "^••1,02«»""^«'    1,02«— 1  ' 
und'  hieraus : 

■ 

27084,6329(1,02«- 1)  _  2mi^29  (1,0404  —  1) 
^«""^     l-l,02-«ä  ""  1— ö;53Ö6333 

_  27084,6329.0,0404 
~        0,4693667 

Iog27084,6329  =  4,4327229  . 

log  0,0404         =  0,6063814 — 2 

3,0391043 

Iog0,4693667  =0,Q715m  — I 

3,3675921, 

T^  =  m,  3,3675921  =  2331,267. 

Auflösung  zu  c).     Der  gegenwärtige  Werth  dieser  Rente 
ist  nach  §.  24. : 
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Äs  =  27365,4792. 

Nennt  man  den  Werth   einer  löjfihrigen,  halbjäbi^icb  zu  zahlen- 
den and  zu  verzinsenden  Rente   Tg,  so  ist: 


27305,4792^  j-^  +  j^  +  T;öI^  +  • "  \jSk 


__        1-1,02-« 

-'»•    o;o2~ 


und  hieraus : 

27355,4792  _  27355,4792 
'^  "^  1-1,02-M  ^  23,4683348 ' 
0,02    . 

log  27355,4792  =  4,4370443 

log  23,4683348  =  1.3704822 

3,0665621, 

Tj  =  iV.  3,0665621  =  1 166,634. 

Die  allgemeine  Auflösung  dieser  Fragen  ergibt  sich,  wenn  mao 
die  gegebene  Rente  K,  die  Zahl  der  Jahre,  worin  sie  ßlllig  ist, 
n,  den  Zinsfoss  p  und  die  Zahl  der  Jahre,  während  welcher  die 
umzuwanäeinde  gezahlt  werden  soll,  m  nennt,  auf  folgende  Weise. 

Allgemeine  Auflösung  zu  a).  Der  gegenwärtige  Werth 
dieser  Rente  ist  nach  No.  1)  §.  24. : 

It  -K  '  -  '.ftp— 

Nennt  man  den  Wertb  der  dnrch  ta  Jahre  zu  zahlenden  und  jShr- 
li<;h  zu  veVzinsenden  Rente  Tj,  so  bat  man: 

"»-l,0p+n$*^T7^+    "LOp«-'»'      0,0p      • 
und  hieraus:  ,  '  . 

•>  '•      I-^l,Op-"-*•l-l,()p— 


0,ftp 

Allgemeine  AufiSaun^  zu  b).    Der  gegenwärtige  Wertb 
dieser  Rente  ist  nach  l^o.  3)  $.  24. : 


.Opi' 

Wird  dieser  Werth  in  eine  mj&brige  unter  denselben  Bedingun- 
gen umgewandelt,  so  entsteht,  wenn  man  den  Werth  derselben 
T^  nennt: 


I 
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ond  bieniit« :      > 

IM"- ' 

Allgemeine  AuflSsuog  zii  c).    Der  gegenwärtige  Werth 
<li«»er  Rente  im  halben  Betrage  Ki  ist  nach  No.  5)  §.  24, : 

"»-*»•      0,0^      " 

Wird  dieser  Werth   in  eine  mjibrige,   baibjihrllcb  föllige  umge- 
wandelt, so  erhfilt  man,  wenn  ihr  Wertb  Tg  genannt  wird: 

nd    bierans : 

Die  in  ileii  §§.  21. — 25.  aogeföhrten  Aufgaben  wurden  aus  dem 
Grunde  in  der  angegebenen  Weise  aufgestellt,  um  su  seigen, 
^«Icben  Einflnss  die  Art  der  Zahlung  und  Verzinsung  auf  den 
^ertb  der  Kapitalien  und  Renten  fiossert.  Er  ist,  wie  man  sieht, 
von  Bedeutung.  Da  diese  Behandinngsweise  gezeigt  ist  und  Ihre 
^Dwendung  keine  weitere  Schwierigkeit  Im  .vorkommenden  Falle 
^etet,  6b  wird  sie  später  nicht  weiter  berücksichtigt  werden. 
^^^  Auflösungen  selbst  werden  Im  Folgenden  in  etwas  abgekfirz- 
^^^  Form  gegeben  werden. 

V 

§.26. 

Der  Besitzer  einer  4procentigen  Jahresrente  von 
'QOO  und  20jährieer  Dauer  wünscht,  dass  dieselbe  in 
^>iie  Jahresrente  von  16jähriger  Dauer  bei  4,5  Procent 
umgewandelt  werde.    Wie  gross  ist  letztere? 

Auflösung.  Der  gegenwärtige  Werth  dieser  Rente  ist 
«*ach  §."24.: 

1—1 04-*ö 
Ä  =  2000 .  ^—^f^- =  27180,6526 . 


% 


308  OetUnger:     Weifer e  Ausführung 

Diesen  Werth   verwandle   man  iu   eine  16jährige  Jahresreote  7 
bei  dem  Zinsfusse  4,5.    Man  erhält: 

« ?L.    ZL._I_.        r       y  1-1,045-^6 

■"  1,045  ^  1,045«  ^  1,045»  ^     '  1,045^ ""  ^  *       0,045       * 

und  hieraus: 

R  27180.6526 


T  = 


1  —  1,045-w  - 11,2340150 ! 


0,045 

Ig  27180,6526  =  4,4342598 

Ig  11,234015  z=:  1,0505349 
.    ^  '      3.3837249 

r  =  iV.  3,3837249  =  2419,496. 

Allgemeine  Auflösuni^. '  Ist  der  Betrag  der  Jabresreote 
Ky  die  Zahl  der  Jahre  n,  der  Zinsfuss  p,  so  ist  der  gegenwär- 
tige Werth  derselben  nach  No.  1)  §.  24. : 

l-l,Op-" 

Nennt  man   den   Werth  der  umzuwaDdeinden  Rente  T,  die  Zahl 
der  Jahre  m,  den  Zinsfuss  t/,  so  hat  man  für  die  (Jmtvandlung : 

T_         T  T  T 1  —  1%-»» 

und  hieraus: 
u  T-        ^ (l~l,(Vi-").0,Oy 

'^  ^  ""  i -1,09-»»'-' ^'0,0^1 -i>Oy-"')' 

'    0,0^" 

Jemand  besitzt  eine  4procentige  Rente  von  2400 
und  24jähriger  Dauer,  die  er  unter  der  Bedingung  ge- 
kauft hat,  dass  er  bei  Aenderung  des  Zinsfusses  ent- 
weder die  Auszahlung  des  noch  rückständigeri  Kapi- 
tals oder  die  Umwandlung  der  Rente'  fordern  könne. 
Nach  Umlauf  von  4  Jahren  steigt  debZinsfuss  auf  4,5 
Procent.  Wie  gross  ist  im  ersten  Fa-Il  das  ausztizab- 
lende  Kapital?  Wie  gross  im  zweiten  die  künftig  aus- 
zuzahlende Rente? 

Auflösung.  Die  auszuzahlende  Summe  entspricht  dem  ge- 
genwärtigen Werth  einer  20jährigen  vierprocentigen  Rente  voo 
2400.     Sie  ist: 


"*  \ 


der  poUUtchm  Arithmetik.  '  309 

i?  =  24(X) .  i=~^- =^  2400 .  13,69^ 
=  32616,7831. 

Wird  diese  Summe  in  eiDB  2()j5lirige  Rente  bei  4,5  Procent  ver- 
wandelt, 80  entsteht  nach  No.  1): 

_  32616^7831  _  32616,7831 
^  ~  1  -  1 ,045-^0  — 13:0679365 ' 
0,045 

• 

Ig32616,7831  =  4,5134411 

Ig  13,007936  =  1,1142084 

3,3992327 

T  =  iV.3,3992327  =  2507,452. 

Die  allgemeine  Anflosang  hlefilr  ergibt  sich  auf  gleiche 
^Weise,  wenn^K  der  Betrag  der  auf  n  Jahre  gekauften  Rente,  p  der 
ursprüngliche  Zinsfuss,  r  die  Zahl  der  Jahre,  worin  sie  ausge- 
zahlt wurde,  q  der  unigeJiiiderte  Zinsfuss  ist.  Man  erhält  nach 
dem   Vorgange  von  No.  1): 

^■^^  0,0p         -^        SMp 


und 


2) 


""L=ü%l^"l!!  ^  ^•(),0p(i~i,07— +0" 


Eine  5procentige  Jabres.rente  von  3000  und  25jäh- 
riger  Dauer  wurde  unter  der  Bedingung  erkauft,  dass 
bei  Aenderung  des  Zinsfusses  di.e  Wahl  freistehe, 
eotweder  das  rückständige  Kapital,  in  Empfang  zu  neh- 
men, oder  die  Rente  in  eine  dem  Zinsfuss  entspre- 
cbeode  umwande*ln  zii  lassen.  Nach  Uniflnss  von  5 
Jahren  fällt  der  Zinsfuss  auf  4,5.  Wie  gross  i^t  im  er- 
sten Falle  das  röckständige  Kapital?  Wie  gross  ist 
im  zweiten  die  künftig  zu  beziehende  Rente,  wenn  sie 
bei  dem  Zinsfuss  4,5  wieder  in  eine  '.^jährige  umge- 
wandelt werden  soll?  , 

Auflösung.     Da  5  Jahre  verflossen  sind,  so  ist  die  Rente 
nur  noch  20  Jahre  auszuzahlen.     Ihr  Werth  ist  daher 


•  v 
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R  s=  30U0 .  ^  ~o  06^  =  **^-  ^2.462^03 
=  37386,6309 

und  diess  ist  der  Wertb  des  aaszuzahlenden  Kapitals.  SoU  non 
dieses  Kapital  in  eine  25j&hrige  Rente  bei  dem  Zinsfass  4,5  om- 
gewandelt  werden,  so  hat  man 

R  37386,6809 

^  -  l-~l,045-»o  "- 14.8282090 ' 
0,045 

« 

Ig37386,6309  ==  4,5727163 

Ig  14.8282090 =l>t710e87 

3,4016276 

.  T  =  /V.  3,4016276  =  2521,318. 

Die  allgemeine  Aaflosang  ergibt  sich  leicht  auf  folgende 
Weise.  Das  anszasahlende  Kapital  ist,  wenn  die  nSmIichen  Be- 
seichfiungen  wie  bei  No.  2)  beibehalten  werden : 


Soll  nun  dieses  Kapital  in  eine  mjährige  Rente  bei  dem  Zins- 
fuss  q  umgewandelt  werden,  so  hat  man,  wenn  die  zu  bestimmende 
Rente  T  genannt  wird: 

'*-^'      0,0p  "' 

und  hieraus: 

.,  ^ i^  '       (l-l,0/i-H^).0,Oy 

*^  ^  - 1  -  l,Oy—  "•"  ^    0,Qp .  (1  -  1,0V) 

0% 

§.  27. 

Eine  30jährige  Rente  im  Betrage  von  2500  wurde  zu 
dem  Zinsfuss  4  gekauft.  Der  Käufer  behielt  sich  das 
Recht  der  Umwandlung  vor,  wenn  der  Zinsfuss  sieb 
ändern  sollte  und  das  Recht  der  Heimzahlung  an  seine 
Erben  im  Falle  seines  Todes.  Nach  5  Jahren  hebt  sieb 
der  Zinsfuss  auf  4,5  Procent.  Die  Rente  wurde  auf 
Verlangen  des  Besitzers  in  eine  4,5procentlge  umge- 
wandelt    Nach  weitern  5  Jahren  stirbt   der   Besitzer, 
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and  seine  Erben  ?erlangen  die  An^zahlung  des  rfiek- 
ständigen  Kapitals.  Wie  gross  war  das  ursprünglich 
angelegte  Kapital?  Wie  gross  die  umgewandelte  Rente? 
Welche  Summe  muss  den  Erben  ausgezahlt  werden? 
Wie  gross  wäre  sie  gewesen,  wenn  die  Umwandlung 
nicht  geschehen  wäre? 

Auflösung.  Das  Kapital,  womit  die  30jährige  Rente  von 
2500  bei  4  Procent  angekauft  wurde,  ist: 

R  =  2500 .        ''^ —  =  2500X  17,'2920333 
=  43230,0832. 

Der  Werth  der  umgewandelten  Rente,  die  nach  5  Jahren  erfolgt, 
ergibt  sich,  wenn  man  den  Werth  einer  4procentigen  Rente  von 
25jäbriger  Dauer  ermittelt.    Er  ist: 

R  =  2500 . öS —  =  2500X  1^,6220799 

=  39055,1998. 

Nennt  man  den  Werth  der  in  den  Ziusfuss  4,5  umgesetzten 
Rente  T,  so  ist  derselbe  för  ^ine  Dauer  von  26  Jahren: 

R  39055,1998 

^  ~  1-1,045-«*  — 14.8282090 ' 
0,045 

■ 

.    Ig39055,199  =  4,5916788 

Ig  14,828209  =  1,1710888 

3,4205900 

T=  ZV.  3,4205900  =  2633,844. 

Der  Werth  des  den  Erben  auszuzahlenden  Kapitals  ergibt  sich, 
da  der  Tod  nach  w eitern  5  Jahren  erfolgt,  wenn  man  den  Werth 
einer  20jährigen  Rente  im  obigen  Betrage  bestimmt.    Er  ist: 

ft,  =  2633,844. ^^ —  =  2633,844x  13,0079365 , 

Ig  2633,844  =3,4205900 

Ig  13,007936  =  1,1142084 

4,5347984 

Ri=N.  4,5347984  =  34260,88. 

Das  Kapital,   welches  den  Erben  ohne  erfolgte  Umwandlung 
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hätte  ausgezahlt  werden   roössen,  findet  man,   wenn  der  Werth 
einer  20jährige8  Rente  von  2500  im  ursprünglichen  ZinitfiMS  er- 
.^ittelt  wird  und  ist: 

1  —  1  04-*® 
R^  =  2500       Q  Q^  -  =  2600x13,5003263  =  33975.8158. 

Bei  dem  Kaufe  einer  20jährigen  Rent6  von  1850,  die  auf  den 

Zinsfuss  3,5  herechnet  ist,   wurde   bedangen,    dass  jeweils   auf 

Verlangen   das   rückständige  Kapital   ausgezahlt   werde.     Nach  6 

Jahren  verlangt  der   Käufer  die   Auszahlung.     Wieviel  niuss  au9- 

^  geliefert  werden? 

Ri  =  1850 .  ^"^nnQ^""'^  =  20202,9625 

0,0t» 

£jne  25jShrige  Rente  von  2360  wurde  zu  4  Procent  unter  der 
Bedingung  gekauft,  dass  bei  dem  vor  dem  Schlüsse  des  Renten- 
genuss  eintretenden  Tode  des  Käufers  das  noch  nicht  aufgezehrte 
Kapital  den  Erben  unbelastet  ausgezahlt  werde.  Der  Käufer  stirbt 
nach  13  Jahren.    Welches  Kapital  haben  die  Erb^n  anzusprechen? 

ÄF=  22148,7740. 

Unter  den  gleichen  Bedingungen  wurde  eine  22jähiFige  Rente 
von  2000  gekaufit.  Der  ßesit^^er  stirbt  nach  10  Jahren.  Das  den 
Erben  auszuzahlende  Kapital  ist: 

Ä,  =  2000  .  -  -qJj —  =  18770,1476 , 

die  Rente  hat  gekostet: 

Ä  =  28902,2306. 


§.  28. 

Die  Herstellung  ^einer  Mas'chine  kostet  30000.  Nacb 
25  Jahren  ist  sie  unbrauchbar  und  aus  dem  auf  sie  ver- 
wandten Material  kann  nur  ein  Werth  von  1200  gewon* 
nen  werden.  Wie  hoch  ist  das  jährliche  AbnutzungH' 
Kapital  der  iMas<chine  hei  5  Procent  anzuschlagen? 

Erste  Aufliisung.  iMan  reducire  den  Erlös,  welcher  am 
Ende  des  25sten  Jahrs  aus  dem  Material  gewonnen  wird,  auf  die 
Gegenwart.    Man  erhält: 

1200 

Ä  =  r^  =  1  -200 . 0,2953028  =  ^54,363326 . 
1,05** 
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8  Kapital,  welches  hietnacb  in  25  Jahren  verbraucht  wird,  he- 
gt  gegenwärt%[: 

ß.  =5  30000-^394,363326  a  2fi64S,63668. 

!nnt  man  niin  ^e  jährilche  Abnatzungi»-8iMittife  A,  stv  maaa 
»efbe,  während  der  folgenden  25  Jahre  jährlich  in  Aftagab«  ge- 
ebnet werden.  Bringt  man  diea^  Ausgaben  auf  die  Gegenwart 
i  5  Procent  eurück,  so  mfiaseD'  sie  deim  obigen  Werthe  gleich 
niroen.    Man  hat  daher  die  Gleichung: 

Iglich  : 

29645,636  _  29645,636 
""l  — 1,05-**  ""  "14,0939446 ' 
0,05 

Ig29645,636  =4,471960? 

Ig  14,0939446  - 1,1490325 

3,3229282 

A  =  iV.  3,3229282  =  2103,430. 

Zweite  Auflostng.    Man  bringe  den  Werth  der  Maschine 
H  5  Procent  auf  das  Ende  des  25sten  Jahres  anrCtck.    Man  erhält: 

5  =  30000 . 1 ,05» = 30000 . 3,3863S49  =  101890,047. 

I 

on  diesem  Werth  ziehe  man  die  aus  dem  Material  erlöste  Summe 
^.    Eis  ist:  ' 

<Si  =  101590,647— 1200'=  100390Ai7. 

^OBt  man  nun  das  Abnutzmigskapital  J,  so  muss  dieses, 
^iQal  bei  5  Procent  angelegt,  dieser  Summe  gleichkommen.  Man 
^t  daher  die  Gleichung: 

100390,647= /4. 1,05*4+^.1,05»  +  ^. 1,06««....  il. 1,05  +  4 

_       1,05»— 1 
-"*       0,05      ' 
'd  hieraus : 

_  100390,647.0,05  _  100390,647 
"^  —       1,05«»- 1       ^  47,727098^  ' 

log  100390,647  =  5,0016931 

log  47,727098    =  1,6787649 

3,3229282, 

Thtll  XXXVL  21 
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A  =  2V.ä,822U282=2103,43(>. 

Verallgemeinert  man  diese  AuflusaDgen,  so  eflislt  man  nach  den 
beiden  Methoden ,  ivenn  die  Anschaffiingskosten  der  Maschine  Af, 
der  Erlös  aus  dem  Material  E^  der  Zinsfuss  p  und  die  Zahl  der 
Jahre  n  genannt  werden,  nach  der  ersten  AuflusiingS' Methode: 

nach  der  zH-eiten : 

o,(]!p 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  ein^  Form  sich  leicht  in  die 
andere  fiberfähren  lässt  und .  dass  daher  beide  das  gleiche  Resul- 
tat hervorbringen  mfissen. 

Wie  viel  ist  die  fragliche  Maschine  nach  einem  Ge- 
brauche von  zehn  Jahren  unter  den  oben  angegebenen 
Bedingungen  noch  werth? 

Erste  Auflösung.  Man  vergleiche  den  Werth  det«  An 
Schaffungskapitals  nach  Umlauf  von  10  Jahren  mit  dem  Wertbe 
aller  in  diesen  Zeitraum  fallenden  jährlichen  AbnutzungssomineB' 
Der  Unterschied  giebt  die  fragliche  Summe.  Der  Werth  de«  Ad* 
Schaffungskapitals  ist  nach  10  Jahren: 

Si  =29645,6366.1, 05  w 

Der  Werth  sanimtlicher  Ab/Sutzungssummen  in  diesem  Zeitraum  ist: 

Sa  =:  2103,43. 1,05»  +  2103,43. 1,05«  + ..  .  2103,43 

Die  Maschine  ist  daher  nach  zehn  Jahren  noch  iverth : 

PF=  29645,636 . 1,05^  ^  2103,43  ^'^^^""^ 

=  29645,636 . 1,6288946  -  2103,43 .  12,5778925 , 

log  29645,636  =4,4719607 

log  1,6288946  =0,2118929 

4,tö3ä5äÖ, 

«i  =  iV.  4,6839636= 48289,60. 
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log '2103.430    =3,3229282 
log  12,5778925 =1.0996078 

4,4225360, 

Si  =  N.  4.4225360  =  26456,72. 

esuchte  Werth  ist  daher: 

»F = 48289,60  -  26456,72 
=  21832,88: 

llgemeine  Aaflosung.  Behält  man  die  oben  zd  No.  I) 
)  angegebenen  allgemeinen  Bezeichnnngen  bei  und  nennt  die 
Her  Jahre,  nach  deren  Umlauf  der  Werth  der  Maschine  be- 
t  werden  soll,  m;  so  ist  der  Werth  de«  Anschaffungskapl- 
ich  m  Jahren: 

/erth  sämmtlicher  Aboutzungssummen  in  demselben  Zeit- 
ist: 

1,0p»  — 1  > 

-"*•     0.0p     • 

ich  ist  der  Werth  der  Maschine  nach  Umlauf  von  m  Jahren : 

man  den  Werth  für  A  aus  No.  1)  ein,  so  erhält  man,  da 
regia  llt, 

W=:(K-E.  l,Qp-").  h(ip^-  (K^E,  l,Op-")>}jjopI' 

^veite  Auflosung.  Dte  Maschine  dauert  noch  15  Jahre, 
at  daher  für  diese  Zeit  jährlich  einen  Werth  von  2103,43 
hnen.  Bringt  man  den  Werth  dieser  Summen  auf.den*An- 
ieses  Zeitraums  bei  5  Procent  zurück,  so  ist: 

Ä =2103,43 .  ^—^^— ==  2103,43 .  10,3796580, 

log2U»,43    =3,3229282 

log  10,379668  ==  1,0161830 

4.3391112, 

/^=^.4,3391112  =  21832,89. 


•  f 
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Diese  Zahl  stimmt  niU  der  obigen  bis  auf  die  letzte  Ziffer  über- 
ein und  ist  nur  um  1  von  jener  verschieden,  ivss  auf  die  Rech- 
nung mit  Logarithmen   su   setzen    ist,    denn   beide   Auflösungen 

müssen  zu  demselben  Hesultate  führen. 

I 

Allgemeine  Auflosung.  Ist  die  Maschine  m  Jahre  im 
Gebrauch,  so  ist  die  Zahl  der  rückständigen  Jahre »  worin  sie 
noch  dienen  kann,  (n^m).  W&fireDd  dieses  Zettraums  betrSgt 
die  jährliche  Abnutzungssumme  A,  •  Um  nun  den  ^erth  sämmt- 
licher  Abnutzungssummen  zu  erhalten,  hat  man  diese  auf  (n^m) 
Jahre  bei  p  Prpcent  zu  rabattiren.    Der  gesuchte  Wertb  Ut  daher: 

rCN  I?  —  _i_  _i_  1. 


-^-     oi^      -'^ — ö;^ 

Führt  man  hier  den  Werth  für  A  aus  No.  ])  ein,  so  entsteht: 

o,(1!p 

Die  Gleichungen  Np.  4)  und  6)  führen  auf  das  gleiche  Resultat 
oder  fallen  zusaiuinen.  DIess  zeigt  sich  auf  folgende  Weise. 
Vervielfacht  man  den  zweiten  Ausdruck  in  No.  4)  nach  Angabe 
der  Klammer,  so  entsteht  i 

\k-E.  1.QP-) .  LOP-  +  -  (^-  ^-  ''<V'-;M>^_^  (AT-  EX^ 

(i:-i,(i>>-").i,Op"'(i-i,Qp— )~(j:-£;.i.Qp-")i,Qp"-i-(j-£;.i/^p-«) 

-  1  -  l,Op-» 

_ (A*-l,0p-»).l,0p"(l  -  1,0p-"— I)  +  (K—E.\fip-') 
~  1  -  l,ü>>-» 

_ — (K—  1 ,0p-') .  1  .Qp».  l.Qp-«  +  {K—E.  Ifip"') 

1-l.Op- 

_ (^-  £.l.Qp— )— (JT— 1,0p— ).  I,0^r-H^. 
~  l-l,Op-» 

(jr-  Jg.i,0p-»)  (1— i.Qp— ^'^) 
-"^  1  -  i,C!p- 
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*bo  iat  aas  No.  4): 
7)    W=(K-E.  I,(Vr-)l.fllp--(X-£.  1.0^").  /_^"(C-!. 


=(^-^  »'»-')•  \-j^r 


ond  dieser  Aasdruck  ßillt  mit  No.  6)  zusammeo. 

Jemand  besitzt  ein  Kapital  tod  20000,  das  ihm  seine 
Existenz  auf  20  Jahre  sichern  soll.  Ueber  ivelcbe 
Ssmme  kann  er  jährlich  während  dieses  Zeitraums  bei 

4  Procent  verfCIgen?    Wie  weit  ist  dieses  Kapital  nach 

5  Jahren  aufgezehrt? 

Die  jährlich  Terfiigbare  Summe  Ist  nach  No.  1),  wenn  Jr=  20000, 
£=0.  ;?  =  4,  fi=20  gesetzt  wird: 

Nuh  UmfloM  von  S  Jahren  betrigt  die  noch  vorhandene  Summe 
uch  No.3),  4)  und  6); 

S = 20000 . 1,04»  -  1471,635  ''^t^  ' 

=20000. 1,04»- aOOOO|^^|j^j5 

I |,04~i* 

= 20000.  j__j^_^ 

=  10362/209. 

i'  2Ö. 

Ein  Kapital  von  6000  trägt  jährlich  4procentige 
Ziose.  Der  Besitzer  kann  ausser  den  fälligen  Zinsen 
^iieses  Kapitals  jährlich  noch  460  zu  demselben  Zins- 
^DS8  nutzbringend  anlegen.  Wie  lange  muss  er  mit  der 
Anlage  dieser  Ersparnisse  fortfahren,  um  im  Ganzen 
^in  Kapital  von  20000  zu  erwerben? 

Erste  Auflösung.  Da  schon  6000  vorhanden  sind«  so  hat 
^  Besitzer  nur  noch  14000  zu  Erreichung  seines  Zwecks  zu 
^^•rben.  Seine  jährlichen  Ersparnisse  betragen  6000x0,04 
f  460=700.  Es  fragt  sich  daher,  wann  werden  diese  700,  jähr- 
*^  angelegt,  zu  14000  erwachsen.  Nennt  man  die  fragliche  Zeit 
*%  so  hat  man  folgende  Cvlelchung: 
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14000=700. 1.04»-»+700. 1,04'-«  +  ...700.1,04 +700 

104*— I 

='^-  'ö.04 
oder 

1,04»-!      14000     an 
0,04     —   700  ~^ 

Verfährt  man  nun  nach  der  S.  298.  u.  (T.  meiner  Anleitung  ange- 
gebenen Methode,  so  erhält  man  aas  den  Tafeln  ohne  Rechnung 
ganz  nahe  x=\6, 

Verfilhrt  man  aber  nach  der  gewöhnlichen  Methode,  so  erbilt 
man  aus  der  vorstehenden  Gleichung: 

1,04' =  20.0.04  + 1  =  1,8, 


also 


'*'"' log  1,04  ""  0,0170333  —  '**^^ 


Zweite  Auflösung.  Nennt  man  die  Zeit,  in  welcher  das 
Gesammtvermugen  des  Besitzers  auf  20000  sich  erhebt,  a:,  so 
wachsen  6000  samrat  4procentigen  Zinsen  zu  der  Summe  6000. 1,04^ 
Die  jährlichen  460  erheben  sich  sammt  Zinsen  zu  folgender  Summe: 

46a.  1,04^-»  +  460.1,04*-«+....  460. 1,04  +  460=460^^^— 
Hieraus  ergibt  sich  folgende  Gleichung: 


oder 


also 


1  QAs  ^  I 

6000. 1,04*  +  460 .  ^^^Öj-T^  =r  20000 

tKXK).  1,04'+ 11500.1,04*-11500=:  20000, 
17500. 1,04*  =  31500, 


1,04*  =  ^  =1,8, 


und  man  erhält  hieraus  durch  die  Tafel  ohne  Rechnung  oder  dnrcb 
Logarithmen  die  nämlichen  Werthe  wie  oben. 

§.  30. 

Bei  Begründung  der  im-  ersten  Kapitel  §.  3.  und  §.  6.  auff^e- 
stellten  Lehrsätze  wurden  zur  leichtem  DarchfuhruDg  des  Calcoh 
und  Feststellung  der  Beweise  fdr  Uebertragung  fölliger  Kapital* 
summen  auf  die  Gegenwart  oder  auf  künftige  Zeitpunkte  die  so 
machepden  Zahlungen  L|,  L^,  Li*..^Ln  iu  Kapitallibtragungen  and 
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e  entsprechenden  Zinse  zerlegt  oder  als  in    solche    zerlegbar 
idacht. 

Es  wurde  aber  wiederholt  in  §.  4.  und  §.  7.  die  Bemerkung 
;i gefugt,  dass  diese  Zerlegung  durchaus  kein  wesentliches  Mo- 
ent  bei  Führung  des  Beweises  und  Gflitigkeit  der  gewonnenen 
ehrsätze  abgebe,  sondern  dass  die  fälligen  Summen  in  ganz  be- 
ibiger  Grosse,  also  entweder  so  ^ross,  oder  grosser  oder  klei- 
^r  als  die  fälligen  Zinse  angenommen,  ja  sogar,  dass  in  ein- 
inen Jahren  die  Zahlungen  ganz^  ausgesetzt  werden  können, 
dem  alle  diese  Voraussetzungen  In  der  angegebenen  Beweis- 
hrung  vorausgesehen  seien  und  die  Grosse  der  fälligen  Kapita- 
M%  keinen  Einfluss  auf  die  Richtigkeit  der  gemachten  Schlüsse 
isäbe. 

Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  soll  nun  hier  im  Beson- 
\TXi  noch  nachgewiesen  werden.  Wir  wählen  hiezu  zur  Vermei- 
mg  grosserer  Rechnungen  folgende- einfache  Fälle  und  verdeut- 
lien  das  Gesagte  durch  Anwendung  der  Zinszinsrechnung  und 
T  Ton  mir  in  §.  5.  aufgestellten,  auf  einfacher  Zinsrechnung  be- 
llenden Methode. 

1)  In  den  folgenden  fünf  Jahren  werden  die  Summen 
00,  200,  200,  2200,  2100  gezahlt.  Wfe  gross  ist  ihr  ge- 
snwärtiger  Werth  bei  5  Procent? 

Erste  Auflosung.  Nach  der  Rechnung  mit  Zinseszinsen 
t  derselbe : 

2300      MO^      200      2200     2100 
^^  1,05  + 1,05»  + 1;56* ■'^  ITJS*  ■•"  1,05* 

=2300.0,9523810  =  2190,4762 

200.0,9070295=   181,4059 

200.0,8638376=   172,7675 

2200.0,8227025=1809,9454 

2100.0,7835262  =  1645,4049 

5999.9999, 

Ä  =  5999,999  =  6000. 

Zweite  Auflösung.  Man  rabattire  nach  §.5.  den  Werth 
»r  letzten  Zahlung  mit  Jahreszins.    Es  ist: 

^»  "■  1,05  "~  '"^^ 

[an  ziehe  die  Zinse    hieron,  2000.0,05=100,  too   der  Zahlnng 
es  vierten  Jahres  ab  und  rabattire  den  Rest  mit  1,05.   Man  erhält: 

2200— 100  _  2100  _q-n- 

f  *  -    nö6    — 1,05 —^""-  , 
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Man  xiehe  die  Zinse  d«r  zwei  letsteo  SamnieD,  4000.0,05 es 200, 
von  der  Zahlung  des  dritten  Jahres  ab  nnd  rabattire  den  Rett 
mit  1,05.    Es  wird  :  , 

.       200— 200_^ 
."*»-      J.06      -"• 

und  ferner  ^5-f  ^4^- -^3  =  4000.^    Ffthrt  man  so  fort,  so  ist: 

_200--200_^         .       2300-200  _  2100     ...^ 
^  ^      1,05     — "•      ^^  —       TjK       ""  T:05  ~"  ^^^ 

Nach  $.  5.  ist  hieraas  der  Wertb  sämmtlicber  Zahlungen : 

ä=.4i+4b+^»  +  ^4+ ^5=2000+2000+2000=6000, 

wie  oben.  Man  erkennt  zugleich  hieraus,  dass  im  zweites  vaA 
dritten  Jahre  keine  Kapital -Abtragungen  statt  hatten,  sondeni  nor 
die  Zinse  des  rückständigen  Kapitals  gezahlt  wurden. 

2>  Die  Sommen  2300,  100,  100,  2200,  2100  werden  iv 
den  folgenden  fünf  Jahren  gezahlt.  Wie  gross  ist  ibr 
gegenwärtiger  Wertb  bei  5  Procent? 

Erste  Auflösung.    Nach  der  Zinszins -Rechnung  ist: 

2300      100       100      2200     2100 
^— Tirö  + 1,05«  "*"  i;06»  +  rÖ5*  "'^  1,05» 

=  2300.0,9523810  =  2190,4762 

100.0.9070295         90,7029 

100.0,8638376         86,3837 

2200.0,8227025      1809,9454 

2100.0,7835262      1645,4049 

5822,9131 , 

R  =  5822,913. 

Zweite  Auflösung.  Nach  No.  1)  geben  die  zwei  letzten 
Zahlungen  die  Werthe  A^  +^14=4000.  Man  ziehe  nun  den  Zins 
dieser  Summe,  4000.0,05=200,  von  der  Zahlung  des  dritten  Jak* 
res  ab  und  rabattire  mit  1,05.     Es  entsteht: 

ioo-2oo_    m_   ^.y^f^ 

"•»""       1,05       — — j,05  — —  «5.238095...., 

femer  ist  Ai^  +  A^+A^=  4000  —  95,238095  =  3904,761905.  Man 
ziehe  nun  die  Zinse  der  drei  letzten  Zahlungen:  3904,761905.0^05 
=  195,23809525....,  von  der  Zahlung  des  zweiten  Jahres  ab,  rt' 
hattire  mit  1,05,  so  entsteht: 

_  100  - 196,2380962         95,238096         on^rwoiT« 
^- 1755 = pß— =  -^,7029478. 


der  poiUiicMen  Arithmeiik,  32]b 

aus  wird : 

-  ^4+^  +  i<»==  4(K)0 -95,238095  ~ga702U478.../=:  38140^ 

ziehe  nan  den  Zins  dieser  Summt) :  3814,058956.(^05 
W,702947  von  *der  ersten  Zahlung  ab  und  rabaffire  mit  1,05. 
n  wird : 

.       2300  -  100,702947      8109.2g70S3     „„«.^^ 
^'  =  ^ rÖ6"^ ^  * 158 *a0«.854» 

raus  ergibt  sich  nun: 

R:=^Ai  +  ^2  -I-  ^8  +  ^4+^ft  =  3814,058956  i  '2008,85433 

=  58^2,91329.... 

oben.  In  dem  vorliegenden  fl'alle  wird,  wie  man  sieht,  im 
iteii  und  dritten  Jahre  weniger  als  die  Ziase  des  rickst&n- 
m  Kapitals  geaabll  .         ' 

3)  Am  Ende  des  ersten  Jahres  wird  die  Summe  2300, 
Ende  dies  vierten  die  Summe  2200,  am  Gnde  Aes  ffinf- 
I  die  Summe  2100  gezahlt.    Wie  grosir  rst  der  gegen- 
rt-ige  Werth  dieser  Zahlungen  bei  5  Procenf? 

Erste  Auflösung.     Die  Rechnung  mit  Zinseszinsen  gibt: 

j?-.^  .  ???Ö       219» 
^""1,05  +  1,05*  +  1,05» 

=  2300.0,9523810  =  2190,4762 

2200.0,8227025      1609,9454 

2100.0,7835202      1645,404» 

5645,8265, 

ß  =  5645,8265. 

Zweite  Auflusung.  Die  zwei  letzten  Zahlungen  geben  wie 
tt  die  Summe  A^  -|-  ^^4=4000.  Zieht  man  nun  den  Zins  hie- 
(  von  der  Zahlung  des  dritten  Jahres  (i^^O,  da  keine  gelei- 
t  wird)  ab,  rabattirt  mit  1X)5,  so  entsteht: 

J,  =  ?^j^:;=  - 190.47619047 .. .'. 

mach  rat  /l5  +  i44+ils=400Ü-l90,476190....=3809,52{J80952.... 
ht  man  die   Zinse  hievon:    3809,523809.0,05  =  190,476190...., 
derIZahlung  des  zweiten  Jahres,  L^zi:(i,  ab  und  rabattirt  mit 
i,  so  wird: 

.4»=- ^^^^^=-181,40589569...., 

-  21  • 
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und  man  erhäft: 

^5  4-^4-|-^8-f^s=3809.5238095'-]8n405895r=3628,1179l3832.... 

Zieht  man  non  die  Zinse  dieser  vier  Zahlungen:  3628,117915 
X0,05=:  181,40589569....,  von  der  Zahlung  des  ersten  Jahre«  ab 
und  verfahrt  wie  bisher,  so  entsteht: 

^       2300  •- 181,405895.....    2118,594 1043«B,...     «n,^^^«^™ 

und  man  erhält  für  den  gesuchten  Werth: 

Ä=:i<i+il,  +  .45  +  ^4+4ft=3628,1179138  +  2017,7086707 

=  5645,826584...., 

wie  vorhin.  In  dem  vorliegenden  Falle  wird,  wie  man  sieht,  im 
zweiten  und  dritten  Jahre  keine  Zahlung  geleistet. 

Die  Harmonie  in  den  Resultaten  bestätigt  die  Richtigkeit  der 
aufgestellten  Lehrsätze  und  der  'angewendeten  Methoden.  Die 
Richtigkeit  der  Resultate  selbst  lässt  sich  gleichfalls  darthuo,  wem 
man  die  Werthe  der  Zahlungsleistungen  Schritt  ffir  Schritt  ver- 
folgt. Wir  wählen  hiezu  den  Fall  No.  2).  Die  Rechnung  ist  fol 
gende : 

Istes  Jahr.    Stand  der  Schuld 5822,91329} 

Zins  hinzu 291,145604 

.6114,068967 
Zahlung  ab  .    . 2300 

2te$  Jahr.      Stand  der  Schuld 3814,068967 

Zins  hinzu :    .    .    .    190,702948 

4004,761906 

Zahlung  ab  ... 100 

3tes  Jahr.      Stand  der  Schuld  .    .' 3904,76190 

Zins  hinzu 195,238096 

TioPöDöR 

Zahlung  ab 100 

4tes  Jahr.      Stand  der  Sobald lÖÖO 

Zins  hinzu 200 

42ÖÖ 

Zahlung  ab 2200 

5tes  Jahr.      Stand  der  Schuld 2ÖÖÖ 

Zins  hinzu IQQ 

2>ÖÖ 

Zahlung  ab 2100 

ÖÖÖO 


dit  Bf  nimm,  ilri  Omilaiilen  6ei  lUr  h'elieitUnie.  3'23 


Lieber  die  Besliinmung   der  CoDHlanten   bei  der  l^et- 
lenlinie. 


Herrtl    Alexander    Liiffle^ 


Die    lliffer«nliaff>ieichur)t!  der  Ketlenlinie,    wie  si«  nach  den 
lirundsäUen  der  StaliL  eiit»icLelt  ivird,  erscheint  genühnlicli  unter 


■  Coordiiiaten- 


<ler  Form  l+y'*=  (-)    y"».    falls  die  hotizc 

■xe  mit  2,  die  vertiliaie  über  mit  y  bezeichnet  nird,  //  reprfiseutirt 
•li«  in  irgend  einem  Punkte  der  Kelte  statttindende  Homonlal- 
Spannung,  p  ist  das  Gewicht  derLängeneiiif»eit.  Das  vullaDindige 
Integral  dieser  (iletchung  enthält  iwei  nillkührliirhe  Constanten,  zn 
deren  Itestimniung  xwei  bedingun^'eii  gegeben  werden  miiasen. 
Die  Unbekannte  //erfordert  aber  eine  drille  Iledingung,  die  durch 
Aogabe  der  Länge  des  Fndens  erbiUlen  wird.  Die  Gleichung 
•ber,  auf  ivekhe  diese  Uediiigung  führt,  ist  eine  Iraiisceiidente. 
Um  die  Schirierigkeil,  welche  die  Liisung  dieser  Gleichung,  bei 
d«ni  f;egenwärtigeii  Stande  der  Analysis  bietet,  zn  umgehen,  niu«« 
man  eine  andere  Bedingnug  statt  der  lelzti;ennnnteii  einführen, 
die  auch  für  die  praktische  Ausführung  der  Kettenbrücken  von 
einigem  Nutzen  sein  dürfte. 

Der  Begriff  von  einer  Hnrizontal  -  und  einer  Verlikalspunnnng 
ip  den  Auniängepiinkten  der  Kette  ist  ein  fundamentaler:  »etzen 
nir  m  einfaches  Veihällniss  zwischen  beiden  Spannungen  voraus, 
M  wird  die  Bestimmung  der  Conslante  H  keinen  Schuierigkeiten 
unterliegen. 

Änf  iliei'e  Weiee  kann   die  Aufgabe  gelübt  werden:   die  Glei- 
vbong   für  die   von   einem  durch   zwei  Punkte  gehenden  unelasti- 
Kchen  uiiil  bieüsamon  Faden  gebildete  Linie  de»  Gleicbgewtchtea 
nnzDgvIien,   falb  in  den  .^ufhan-^epunktcn  die  H(irizonlal.s|iannung  • 
die  Vertikalspannung  um  das  «lache  übertrifft. 
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H 

Setzen  wir   der  Kürze  wegen  —  =  6,  80  ist  das  vollsiiDdige 

Integral  der  Differentialgleichung  der  Kette: 

Der  Einfachheit  wegen  wählen  wir  die  Ayfhängepunkte  in 
einer  utid  derselljen  BTonzontalen,  de«  Orsprong  der  Coordinateo 
aher  in  der  in  dem  Ualbirungspwikte  dieser  Hot'izontalen  zo  errich- 
tenden Senkrechten.  Es  sind  demnach  die  Coordinaten  des  eines 
Aufbängepunktes  — x^^  A\    die  des  zweiten  \ Xx%   A. 

Die  Vertikalsjpaimup^  V  in  den  Aufhängepunkten  ist  V=^Hj/. 
Wird  die  Beziehung  zwischen  V  und  H  durch  die  Gleichung 
ff:=znV  repräsentirt^  so  ergeben  sich  für  die  Constanten  C] ,  c«,  i7 
nachfolgende  Werthe: 


»=?= 


Xtlioge 


P       Log[l  +  Vfi«  +  l]— Logn 

Wird  Xi  in  Klaftern  oder  Sciralien  gegeben;   so  mvmmvaA 
p  als  Gewicht  fttr  eine  Klafter  oder  «inen  8Ghiih  angenommen  werde«. 

Die  6le1<;1inpg  der  Kettenlinie  verwandelt  sich  in: 

FOr  ar=0  ist  y  ein  Minlmnnn  gMcb  b  +  t^x  bezeichnet  man  diese 
GrSsse  mit  yo,  so  stellt  ans  A  —  jto  ^^^  Pfeilh5he,  ^xj  hingegei 
die  Spannweite  dieser  Cmre  vor.  Um  jene  Beziehungen  awisebtn 
Pfeilhohe  ond  halber  Spannweite  aufzuBnden,  welche  von  des 
Ingenieuren  bei  dem  Baue  der  Kettenbrücken  angewandt  worden 
sind ,  kann  man  dem  n  Werthe  beilegen ,  die  zwischen  3  nod  5 
enthalten  sind.  Bei  der  Projectirung  mdss  man  Sorge  tragen ,  kei 
«laeni  bestimmten  n,  ^1  so  au  wählen,  auf  dass  ^  nicht  negativ  werde. 

Nachfolgende  kleine  Tabelle  erleichtert  in  speciellen  FfeUn 
die  Bestimmung  der  Horizontalspannung;    setzt  man  nämlich: 

Log  6 


Log[l  +  V^«*  +  l]-Lbgn  ^• 

Fflr  n=     1,         2,         3,         4,        5       ist: 
J^=M34,  2079,  3064,  4-04,  5  033. 

Die  Bogenlänge  der  Kette  wird  durch  die  Gleichung 
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*i       _  *i  , 

ipräseiitirt. 

Zur  nfiherangSH'eisen  BerecbouDg  der  Ordiniiteii  und  des  Bo- 
eni  dienen  die ,  durch  Eqtwickelung  in  Reiben  erhaltenen  Formeln : 


3nniit. 

lieber  die  Entfernungen  der  merkwürdigen  Punkte  des 
ebenen  Dreiecks  von  einander. 

m 

VOB 

dem   Herausgeber.        » 


.   §.  1. 

Es  giebt  beliaentlich  einen  «ehr  merkwürdigen  Ausdruck  der 

Eatfemung  der  Mittelpunkte  des  um  und  in  ein  eigenes  Dreieck 

hbchriebenen  Kreises   voii  einander ,  h* elcher,  so  viel  ich  weiss, 

von  Euler   gefunden    worden   ist     Oass   die    Entfernunge«  der 

ttrigen    sogenannten    merkwiirdigen    Punkte   des    Dreiecks  von 

CiDander  in  ähnlicher  Weise  untersucht  worden  wSreo,  ist  mir 

■icht  bekannt,  weshalb  ich  in  der  vorliegenden  Abhandlung  eine 

^f  diese  Entfernungen  bezügliche  Untersuchung  anstellen  tverde, 

>^elcher  zugleich  der  folgende  allgemeine  Gedanke  in  Ghrunde  liegt. 

leb  habe  nSmlicb  schon  frfiber  die  Bemerkung  gemacht,  dass  alle 

^ier  zur  Sprache  kommenden   Ausdrücke  sich  in  besonders  ele- 

Sinter  Form  darstellen  lassen,  wenn  man  den  Halbmesser  des  um 

'm  Dreieck   beschriebenen  Kreises  als  lineare  Uauptgrosse,  ge- 

^^^ssermassen  als  die  fiängeneinheit  zu  Grunde  legt,  durch  welche 

^lle  zu  bestimmenden   Grossen  ausgedrückt  werden^  und  ausser- 

'^n   vorzvgsweise '  die  Wiskel  des    Dreiecks  in  die  analytische 
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Behandlung  aufnimmt.  Diesen  Gesichtspunkt  wird  man  im  Fol- 
genden überall  festgehalten  finden,  weshalb  ich  mir  denselben 
hier  besonders  hervorzuheben  erlaube.  Es  unterliegt  einiger 
Schwierigkeit,  fiBr  alle  zu  bestimmenden  GrSssen  tullig  symme- 
trisch gebildete  Ausdrücke  zo  erhalten,  welche  mir,  wie  man  sehen 
wird,  bei  der  hier  befolgten  allgemeinen  Methode  nur  dadurch 
zu  überwinden  mOglich  gewesen  ist,  dass  ich  bei  den  verschie- 
denen zur  Behandlung  kommenden  Aufgaben  nach  und  nach  jede 
der  drei  Seiten  des  Dreieckls  als  Äbfecis^enaxe  eines  rechtwinkli- 
gen Coordinatensysteros  zu  Grunde  lege.  Mehrere  häufig  zur  An- 
wendung kommende  Relationen  zwischen  den  drei  Winkeln  des 
Dreiecks  habe  ich  am  Ende  der  Abhandlung  zusammengestellt, 
und  werde  auf  diese  Zusammenstellung  in  den  einzelneu  Ffille» 
Bezug  nehmen.  Natürlich  werden  sich  (|ie  im  Folgenden  yor- 
kommenden  Sätze  auch  nach  anderen  Methoden  beweisen  lassen, 
und  dürften  sich  selbst  zu  Uebungsaufgaben  eigenen,  was  ich  dem 
Ermessen  der  Lehrer  an  höheren  Unterri<;htsanstalten  Qberlasse. 


Das  gegebene  Dreieck  sei  ABC,  seine  drei  Selten  werden 
wie  gewöhnlich  durch  a,  ö,  c,  die  denselben  gegenüberstehen- 
den Winkel  boziehnngsweise  durch  A,  B,  C  bezeichnet. 

Wir  nehmen  A  als  den  Anfang  eines  rechtwinkligen  Coordi- 
natensystems  'der  xy  an ;  der  positive  Tbeil  der  Axe  der  x  sei 
die  Seite  AB,  und  der  positive  Theil  der  Axe  der  y  werde  aaf 
der  Seite  von  AB  angenommen,  auf  welcher  der  Punkt  C  liegt. 
Unter  diesen  Vorajassetzbngen   sind   die  Coordinaten  der  Punkte 

A,  B,  C 

offenbar  in  vSlliger  Allgemeinheit  respective : 

0,  0;    c,  0;    Acos^,  6sin^. 

Bezeichnen  wir  den^Halbmesser  des  um  das  Dreieck  beschrie- 
benen Kreises  durch  i2;  so  hat  man  offenbar  die  drei  folgenden 
allgemein  gültigen  Gleichungen: 

1)   .    .   .    a=2l2sin^,  ^r=2RkiuB,  c  =  2ÄsinC; 
und  die  Coordinaten  von 

A  ,      By      C 

sind  also  auch  respective: 

0^0;    2ßsinC,  0:    2Rco9A6\nB,2HmnA8iüB. 


»  _  » 
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Die  Coordinaten   der   Mittelpunkte   der  Seiten  a,  b,  c  sind 
Iglich  nach  der  Reihe: 

R(co6  ÄBinB-i-  sin  C) ,    R  sin  A  sin  ß ; 

RcosAsinB,    RslnABinB; 

RsinC,    0. 

Die  Gleichungen  der  drei  Seiten  a,  6,  c  sind  nach  der  Reibe: 

/  sin^sini?        ,       «*»  .    .r^. 

1^      cosilsin^ — sinC^  ' 

^   '    '    '      \  ytsiSLYlgA.a, 

6?eil  aber  bekanntlich 

sin  C  =  sin  (A  +  B)s=z  sin  A  cos  B  -f  cos  A  sin  A 

«t,  80  sind   die  Gleichungen  der  Seiten  o«  6»  c  auch  nach  der 
Reibe: 

y  =  -  tang  i?(;r — 2Äain  C) , 
3) {y=     tang/l.ar, 


.ü.- 


3f=     0. 


'  * 


Die  Gleichungen  der  auf  die  Seiten  a,  6,  c  von  den  Gegen- 
«ckeo  geßüiten  Senkrechten  sind: 

yzz     co\B',x, 

i)  .   ,   .   .  y    {  ^rs  — cot^(ar-2/2sinC), 

*tr:     212  cos  il  sin  B. 


Die  Gleichungen  der  auf  die  Seiten  a,  6,  c  in  ihren  Mittel- 
punkten errichteten  Senkrechten  sind: 

5) 

y-jRsin/lsinB=     coti?|ar- ß(cosilsinB-f  sinC)U 

y  —  jRsinilsinB=  — cotil(j?  —  jRcosilsinB), 

j:=     i2sinC 

Die  Gleichungen  der  von  den  Mittelpunkten   der  Seiten  a, 
'  c  nach  den  Gegenecken  gezogenen  Geraden  sind: 
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.  '  ]  ^      cos  Asm  ß — ^zsinC^ 

2  sin  ^  sing -  . 

^      2cos^slng— 8in  C^  ' 

oder: 

^"^      cos  j8laA-|~^in^    ' 

'  r^         coBAsinB — 26int;^        *  ' 

28ln/l8ioJg,        o„t„^.. 
^  sin  (-4  —  By  ' 

wo  die  Form  dcnr  dritten  Gl6tchaDg  an  sieh  swar  emfacber  ist  ais 
die  Form  derselben  Gleichung  in  6),  jedoch  för  manche  spStere 
Betrachtung  nicht  so  geeignet  wie  diese  letstere  Form,  was  w{r 
hier  ein  für  alle  Mal  bemerken,  wenn  wir  im  Folgenden  vieDeicfat 
nicht  immer  die  scheinbar  einfacbsten  Formen  vorkommender 
Gleichungen  aufstellen  sollten,  weil  die  Zweckmässigkeit  der  Form 
fSr  uns  hier  durdi'  den  von  gewissen  Gleichungen  spSter  za  ma- 
chenden Gebrancli  bedingt  fvird. 


Bezeichnet  man  den  gemeinsehaßlicben  Dorchschnittspunkt 
()er  auf  die  Seiten  von  den  Gegenecken  gefüllten  Senkrechten 
durch  (xy) ;  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  §.  2.  4),  wie  inan 
dieselben  auch  zu  zweien  verbinden  mag,  wenn  man  nur  hier  und 
im  Folgenden  immer  die  Gleichungen  ^ 

sin  C  =      sin  (^4  4-  fi)  =:  sin^cos  B  -f  cos ^ sin  B , 

cosC=  —  cos(J  +  i?)  =  sin^sin  A — cosilcosg 

gehörig  berflcksichtigt,  sehr  leicht  die  Formeln: 

])  .    .    .    .  o?  =  2/^ cos ^  sin  JEf ,    ^i/ =  2l?co8^cosg. 

Wenn  man  den  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck  beschriebe- 
nen Kreises  durch  (xy)  bezeichnet;  so  erhält  man  aus  den  Glei* 
cbungeu  §.2.  5),  wie  man  dieselben  auch  zu  zweien  verbindet 
mag,  sehr  leicht  die  Formeln: 
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2) x=:RB\nC,    y=:RcosC. 

Bezeichnet  man  dagegen  den  Schwerpunkt  des  Dreiecks  durch 
(^^);  80  erhält  man  aas  den  Gleichungen  §.2  6),  wie  man  die- 
selben aoch  zu  zweien  verbinden  mag>  leicht  die  Formeln: 

(  ^  =  }l2(ces^siDjB't'8lnC), 

3) < 

C  V  =  iRsinAaiuB. 


Wenn  wir  endlich  den  Mittelpunkt  des  in  das  Dreieck  be- 
schriebeneu Kreises  durch  (xy)  und  den  Halbmesser  dieses  Krei- 
ses durch  r  bezeichnen;  so  ist  offenbar: 


N 


a?  =  rcotf^,    y  =  r. 
Bezeichnet  aber  J  den  Inhalt  des  Dreiecks,  so  ist 

2^/  =  (a  +  6  +  c)r, 
folglich  nach  §.2.  1): 

4) ^=:jRr(sin^  +  sin^4^sinC); 

nun  ist  bekanntlich  auch 

2J  =  6csin  ^  =  ca  sin  i?  =  aftsin  C, 
also  nach  §.2.  1): 

5) ^/  =  2Ä«sin^sinÄsinC; 

folglich  nach  4)  und  5): 

2/^  sin  A  sin  B  sin  C 

' sin  ^  4- sin  ^-f  sin  C' 

Nach  ReL  1.*)  ist  aber 

sin  il  -f  sin  i?  -f  sin  C=:  4co8  \Ä  cos  iß  cos  *  C, 
also  nach.6)y  wie  man  sogleich  fibersteht: 

7) r  =  4i2sin4^sinlAsiniC. 

Fuhrt  man  diesen  Ausdruck  von  r  in  die  obigen  Ausdrucke  von 
x,  y  ein,  so  erhält  man: 


*)  Unter  dieser  Bezeichnung  tind  immer  die  am  Ende  der  Abband- 
laog  sutammengeM teilten  und,  wenn  aurb  meistens  bekannt,  kurz  bewie- 
Kpoen  Relationen  zu  verstehen.  * 

ThsU  XXXYI.  3S 
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8) l 

ly  —  4ßsin  \  A  sin  ii?8in  \C. 


Eine  gans  ähnliche  Behandlang  gestatten  die  drei  Sufsseren. 
Aber  den  Seiten  a^  b^  c  beschriebenen  Berfihmngskreise,  deren 
Mittelpunkte  wir  respective  dorch  (x^ya),  (xhyh),  (^eye)»  and  de- 
ren Halbmesser  wir  respective  durch  r«,  vh,  Ve  bezeichnen  wollen. 
Auf  der  Stelle  überzeugt  man  sich  von  der  Richtigkeit  der  fol- 
genden Ausdruc&e: 

Xa=     c+r.tangiÄ,    ya^r^; 

Xh  =  —  r5tangl/l,  yh  =  r»; 

a?e=     retangj^,  ye^^te; 

und: 

2J  =  {—a+b+c)Ta, 

2^/=     (a-b+c)rb, 

2J=     (a  +  6-c)re; 

also  nach  §.  2.  1) : 

■ 

ij  =  Är«(— sin  A  +  sin  B  +  sin  C), 
d  =  Rtbißin  A — sin  i?  -f  sin  C) , 
A  =  Rrdsin  A  +  smB — sin  C) ; 

folglich  nach  5): 

2A8inil8injB8inC 


ra^= 


—  siuil-f  sin^  +  sinC* 


,^^  2/Z8in  A  sin  ^sin  C 

10)    .   .   .   .    <    r*  =:  — 


rc  = 


sinil— 8ini?4-8inC' 
2l28inil8in^8inC 


sin  ^  -f  sin  ^ —  sin  C' 

Daher  ist  nach  Rel.  ü.: 

i  ra  =  4l28ini^co84^co8iC, 
r»  =  4ßco8i/lsini^cosiC, 
ro=4ßcn8iilcosiiB8iniC. 

Hieraus  ergießt  sich  mittelst  des  Obigen,  weil  bekannÜich 
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ist: 

=  AR{nn\C  \  »iaiÄ«ia\tB)e(m\C. 
woraus,  wegen 

sin  }C=  coB  HA  ■\-B)  =  cos  \A  cos  ^A— sin  \A  »\niB, 
sogleich 

Xa  =  iRc06\AKIi»{Bco»'^C 

folgt.     Also  bat  maD  nach  dem  Varb ergeh eDden   offenbai  flbrr- 
haupt  die  folgeudeo  Ausdrücke: 

1  x,  =  ARKf>n\Acoa\Bt»B\C, 
12)   ....     J 

.   f  y.  =  4AsinM«>al0co8iC; 

I  xt=—AR»m\A9,\a\Bew\C, 
\   yt=     iRcoalAs'mlBcoa^C; 

ijet=     AReiitiAcaalBalDiC, 
jPe  =  —  4  Acos  \A  cos  \Bma  4C. 


5-.4. 

Ans  den  vorbeigehend en  Formeln  ISsst  sich  eine  Menge  theila 
bereits  bekannter,  tbells  neuer  Sfitze  und  Relationen  mit  der 
grOasten  Leichtigkeit  und  Elegant  ableiten,  frorQher  ich  mich  aber 
hier  nicht  weitläufig  verbreiten,  Bondern  nur  mit  einigen  kürzeren 
Bemerkangen  begnSgen  werde. 

Nach  §.  3.  I>,  2)  ist  die  Gleichung  der  durcb  den  Mittelpunkt 
des  am  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises  und  den  Durchschnitts- 
pnokt  der  auf  die  Selten  v.-tn  den  GegenL-ckeu  •;;eralllen  Senk- 
rechten  gehenden  Geraden: 


13) 


y-Äco»C= 

Fetoet  ist  nach  §.  3.  2) ,  3)  die  Uleichaaii 
ponkt  des   umschriebenen    Kreises   und    dt 
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28in^8inÄ--3co8C  . 

^  2c05/l81Di9— Sin  C  ' 

Wegen 

cosC= — cohAcobB  -{  810  ^ sin  i?, 

sin  C  =      sin  ^  cos  B  -f  cos  Ä  sin  i? 

redüciren  sich  aber  diese  beiden  Gleichungen  offenbar  auf  die 
eine  Gleichung : 

-^       ^  3cos^cos^  —  sinilsini?  ^         •»  .    ^^ 

woraus  sich  also  der  längst  bekannte  Satz  ergiebt,  dass  der  Mit- 
telpunkt des  umschriebenen  Kreises,  der  gemeinschaftliche  Durcb- 
schnittspunkt  der  drei  Hohen  und  der  Schwerpunkt  jederzeit  in 
einer  Geraden  liegen. 

Bezeichnet  man  die  Entfernungen  des  Schwerpunkts  von  den 
Ecken  A^  By  C  respective  durch  Eaj  Eb,  Ec\  so  ist  nach  $.2. 
und  §.  3.  3),  da  die  Coordinaten  von  A  beide  verschwinden : 

E^*=aß*((cosil8inÄ  +  sinC)«  +  8in^«sinÄ«K 

woraus,  zugleich  mit  gehuriger  Vertauschnng  der  Buchstaben,  leicht 
folgt  : 

£^*  =  JÄ*(sinÄ*  +  sinC«  +  2cos^sinÄsinC), 

1)  {  Eb^  =  JÄ«(sin  C«  +  sin  ^«  +  2  sin  ^  cos  Ä  sin  C) ,  • 
Ec*  =  JÄ^sin  il«  +  sin  Ä«  +  2  sin  A  sin  B  cos  C). 

Also  ist  nach  Rel.  VII. 

m 

2)  .   .  EA^+EB^+E(^  =  iR\8inA^  +  8\nB^+a\nC^), 
und  folglich  nach  Rel.  VL  : 

3)  .   .  £;^*-^£ji*+£c*  =  SA*(l  +  co8ilGosi?co8C). 
Aus  2)  und  §.2.  1)  ergiebt  sich  unmittelbar: 

4) «^•  +  Eji«+Ec*=i(a*+**  +  c«), 

ein  längst  bekannter  Satz. 

Aus  1)  erhält  man  auch  leicht  mittelst  der  bekanoten  Rütmtioac«- 
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5) 
Ea}  =  |/^(1 + cos  A  cos  B  cos  C  -f  3  cos  A  sin  i?sin  C) , 
EB*=iR^l  +  cosAcosßco8C+S8\nAcoBBsiuC), 
Ec^  =  ~  R^(l  -|-  cos  il  cos  B  cos  C  -f  3  sId  ^  sin  jBcos  C). 

Bezeichnet  man  die  Entfernungen  des  gemeinscbaftlichen 
Darchschnittspankts  der  auf  die  Seiten  von  den  Gegenecicen  ge- 
fällten Senkrechten  von  den  Ecken  .'l,  B,  C  respective  durch 
^Ay  Cs,  Cc;  so  ist,  weil  die  Coordinaten  \on  A  beide  verschwin- 
den,  nach  §.3.  I)  offenbar: 

€^«  =  4Ä«cosi4«, 

also  überhaupt: 

6) 
e^«  =  4Ä«cosil«,^  (gaa  =  4Ä«cosÄ*,    «c»  =  4Ä«cosC«; 

folglicb : 

7) 

(Bj*  +  (Bb*  +  «c*  =  4Ä«(cos  ^a+cosÄ«  +  cos  C«) , 

und  daher  nach  Rel.  V. ; 

8) 

«^*+«Ä»+«c*  =  4/2«(l-2cos^cosÄcosC). 
Nach  3)  und  8)  ist: 

2   (Ba^  +  gB*  +  Cc^  _  1— 2cosilcos  jgcos  C 
3' Ea^  +  Eb^  +  E(^^  l  +  eo8Aco9Bco8C  ' 

und: 

10) 

(itj*  +  dB*  +  «c»)  +  3(Ea*+ Eb*  +  E(*)  =  12Ä«. 

« 

Sind  die  Winkel  A,  B,  C  sSmmtiich  nicht  grosser  als  90o, 
so  ist  nach  6): 

11)       •  . 

ej=2l2cos/l,    (iB  =  '^RcosB,    Cc  =  2i2co6C; 

also: 
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12).   .   .  €^  +  «ii  +  «c  =  2Ä(cofii4  +  co8Ä  +  co8C), 

und  folglich  nach  Rel.  111.: 

13)   .   .  C^-|-«ii  +  «c=2i?(l+48inU8inJfi8in;C), 

also  nach  §.  3.  7) : 

« 

14) «^  +  «B  +  «c  =  2(Ä+r). 

Ist  einer  der  Winkel  A^  ß,  C,  etfva  A,  grösser  als  90^»  so 
ist  nach  6): 

«,#=— 2Äco8^,    eB=2Äco8Ä,    «c=2ÄcosC;    • 

also: 

15)  .   .  «j  +  «Ä  +  «c  =  2Ä(— cosi^+cosÄ+cosC),    . 

und  folglich  nach  Rel.  IV.: 

16)  .   .  e^4-<BB  +  Cc  =  2l2(48inMco8li?co8lC*-l), 

folglich  nach  §.  3.  11): 
17) «^+«Ä+«c  =  2(r.-Ä). 

Bezeichnet  man  die  Entfernungen  des  Mittelpunkts  des  um 
das  Dreieck  beschriebenen  Kreises  von  den  Ecken  A,  B,  C 
durch  Dj,  Db»  Dc\  8o  ist  natürlich:, 

18) Da  —  R,    Db  =  R,    Dc=R. 

Werden  die  Entfernungen  des  Mittelpunkts  des  in  das  Dreieck 
beschriebenen  Kreises  von  den  Ecken  A^-B,  C  durch  £>jt,  J^b, 
Bc  bezeichnet;  so  ist  nach  §.3.  8)  offenbar: 

J)^«  =  16Ä«sln  4Ä*8in  iC*; 
also  überhaupt: 

ID^  =  4Asinii?8iniC, 
]Dji  =  4fisiniCsiuiil, 
]Dc  =  4ßsiniilsini£; 
folglich  nach  §.  3.  7) : 
20) *.    .   .]D^]DAJ!)c=:4i2fA. 

Bezeichnet  man  die  Entfernungen  des  Schwerpunkts  von  dei 
Seiten  a,  b,  e  durch  E^,  Eh»  £e;  so  ist  nach  §.  2L  3): 
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£c  =:  Si^sin  Aainß. 

Werden  die  Entfernungen  des  gemeinschaftlichen  Durchschnitts- 
punlits  der  auf  die  Seiten  von  den  Gegenecken  geftllten  Senk- 
rechten als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenachdeib  sie  von  den 
betreffenden  Seiten  a^  b»  c  an  nach  dem  inneren  oder  fiasseren 
Räume  des  Dreiecks  hin  liegen;  und  mit  Rficksicht  hierauf  durch 
Ca,  Ci«  Cc  bezeichnet;  so  ist  nach  §.3.  1): 

({«r=2/Zcosi?cosC, 

22) <;<Eft  =  2/2cosCcosii, 

Ce  =  2/2  cos  ii  cos  B. 

Betrachtet  mau  die  Entfernungep  des  Mittelpunkts  des  um- 
schriebenen Kreises  von  den  Seiten  a»  6»  c  als  positiv  oder  ne- 
gativ, jenachdem  sie  von  den  betreffenden  Seiten  a,  6,  c  an  nach 
dem  inneren  oder  äusseren  Räume  des  Dreiecks  hin  liegen,  und 
bezeichnet  dieselben  mit  Rficksicht  hierauf  durch  D«,  Dh^  Dei  so 
ist  nach  §.  3.  2) : 

23).   .  Da  =  RcosA,    Db  =  RcoBB,    Dc-UcobC. 

Sind  J)«,  Dft,  ]Do  die  Entfernungen  des  Mittelpunkts  des  in 

das  Dreieck  beschriebenen  Kreises  von  den   Seiten  a,  b,  c;  so 

ist  nach  §.  3.  8): 
% 
24)    ;   .   .   D«=:D6=]De=:4ßsinM8ini^6inie 

Aus  diesen  Formeln  kOnnte  man  wiederum  manche  interessante 
Beziehungen  ableiten,  worüber  wir  jedoch  ganz  in  der  Kürze  nur 
Folgendes  bemerken. 

Aus  21)  und  §.  3.  5)  folgt  auf  der  Stelle : 

2    J^ 
25) EaEhEe  ^  27  *  "5  * 

Nach  23)  ist: 

/>a*  +  />»*  +  />e*  =  Ä«(C0S  A!^  +  cos  B^  +  COS  C*) , 

also  nach  Rel.  V.: 

26)  .   .  />««+/>»« +/>c*  =  Ä»(l- 2  COS  ilcosfi  cos  C) 
und  daher  nach  8): 
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SO  dass  also  dieser  Quotient  für  alle  Dreiecke  constant  Ist 

Wie  immer  in  der  Mathematik  ist  auch  hier  der  Reicbtham 
an  solchen  bemerkenswerthen  Relationen  unerschöpflich. 

Wir  wollen  jetzt  nur  noch  einige  Betrachtungen  fiber  das 
Dreieck  anstellen,  dessen  Ecken  die  Mittelpunkte  der  drei  äusseren 
ßerijbrungskreise  sind. 

Bezeichnen  wir  die  Winkel  dieses  Dreiecks,  so  wie  sie  den 
Winkeln  A,  B,  Ö  gegenfibersteben ,  durch  A',  B',  C;  so  ist 
offenbar : 

28)      ^'=i(^+C),    Ä'=i(C+^),    C^HA  +  ß). 

Ist  J'  der  Inhalt  des  in  Rede  stehenden  Dreiecks,  so  ist 
offenbar 

^' =  ^  +  JOTa  +  i6r»  +  iCTc, 
also  nach  §.  2.  1)  und  §.  3.  11) : 

isinilsiniilcosJ^cosiCj 
-|-sinAcosMsini^co8ic[, 
-f  sin  Ccos^ilcosi^sinftC ' 
iiiid  folglich: 
A'zziJ-i-  SR^Bin  iA^  +  sin  iß^  +  sin  iC*)  cos  lA  cos  IB  cos  iC, 

daher  nach  Rel.VlIl. : 

z/'  =  A  ^SR^l-'^siniAsmiBsiQiQcoslAcoslBcosiC 
—  A\  812^  cos  4^  cos  j£^  cos  ^C— 2ß*sio  ^siniBsin  C, 

^voraus  nach  §.  3.  5)  sogleich 

29) ^'=8Ä»coslzlcosiÄcos4C 

folgt. 

Also  ist  nach  §.  3.  5): 

A siny^sin  ^sin  C 

2'  "^  4  cos  4J  cos  ii^  cos  47;' 

woraus  sich  sogleich 
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30) -j,=^2a\ülAa\BlBBiniC, 

folglich  nach  §.  3.  7) 

3J) J^=2i    ""^^^    2RJ=rJ'    . 

ergiebt. 

Bezeichnet  R'  den  Halbmesser  des  um  das  Dreieclr  J'  be- 
schriebenen Kreises,  so  ist  nach  §.  3.  5) :  ' 

J'  =  2Ä'«  sin  A'  sin  B*  sin  C, 
also  nach  28): 

A'  =  2Ä'«  sin  4(^  +  Ä)  sin  kiB +  C)  sin '^(C  +  A), 

folglich : 

A'  =  2Ä'*cos  iil  cos  \B  cos  JC, 

woraus  sich,  wenn  man  dies  mit  29)  vergleicht,  die  Gleichung 

32) Ä'  =  2Ä 

ergiebt. 

Wird  der  Halbmesser  des  in  das  Dreieck  /f'  beschriebenen 
Kreises  durch  r'  bezeichnet»  so  ist  nach  j.  3.  7): 

r'  =*4Ä'sin  U'sinJÄ'sin  iC 

.also  nach  32)  und  28): 

33)  .   .  r'  =  SRBin\(A  +  ß)s\ni(B+C)BhiiiC'l-A), 
oder : 

34)  .    .  r'  =  8Äsio(450— Jil)sin(450-ii?)sin(460— lO 
und  daher  nach  Rel.  X. : 

36)   .   .   .   .  r'=2/^(siniil-fsinii?  +  8iniC-l). 

Auch  die  bekannten  Relationen  zwischen  den  Halbmessern 
r,  Ta,  Vh,  Te  der  die  Seiten  des  Dreiecks  A  berührenden  Kreise 
lassen  sich  mittelst  der  obigen  Formeln  ungemein  leicht  beweisen. 

Aus  §.  3.  11)  erhalt  man  nämlich  auf  der  Stelle: 
ra+r»  =  4Äsinl(/l  +  Ä)cosiC=4Äcos4C», 
36)      ^  r*  -fr«  =  4A sin  \{B  4  C) cos  \A  =  4/2  cos iA^, 
rc+ra  —  iRBin\(C+  A)coB\B=iRcoBiB*; 
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und  aus  §.3.  7),  II)  ergiebt  sich: 

ra  -  r  =  4Ä  cos  \{B  +  C)  sio  J  il  =  4ß  sin  \A^, 

37)      {  r*  — r=4ficosi(C+i^)siDiÄ  =  4Äsin4B«, 

rc— r  =  4Äco8i(-4  +  Ä)«inlC=4Ä8iniC»; 


f 


also^  wenn  mau  diese  Gleichungen ,  je  swei^  durch  ALddition  ver- 
bindet: 

38) ra+r»+ro-r  =  4/?. 

Durch  Multiplication  erhält  man  aus  $.3.  7),  11)  sogleich: 

39) rr«r»rc  =  4Ä*  sin  i4«  sin  Ä«  sin  C«, 

also  nach  §.  3.  5): 

40) rVaTbre^^  ^9 

wie  längst  bekannt  ist. 


^ 


§.  ö. 

Unserem  eigentlichen  Zwecke  jetzt  näher  tretend,  wollen  wir 
zunächst  die  Entfernung  D  des  gemeinschaftlichen  Durchschnitts» 
punkts  der  auf  die  Seiten  von  den  Gegeneckeu  geftllten  Senk- 
rechten von  dem  Mittelpunkte  des  um  das  Dreieck  beschriebeoeD 
Kreises  bestimmen. 

'   Nach  §.  3.  1),  2)  ist: 

/>>  =  jßS{  (2co6ilsiniB— sin  C)*-f  (2coSilco5  A— cos  C)< ). 

Nun  ist  aber  offenbar: 

(2co8  ilsin  ^— sin  C)>-h  (2cosilcos£— cos  6')< 
=:  l  +4cos^tcosil  — cos(JB— C)l 
=  1  -4co8illcos(Ä+  C)+  cos(fi-  C)\ 
,  •=.  1  —  8cos/1cosjBcosC, 

also: 

I) Z>»=(l-8cosi<cosBcosC)Ä*, 

welcher  Ausdruck  ganz  symmetrisch  geformt  Ist 

Nicht  immer  ist  es  so  leicht  wie  hier,  die ' gesuchten  Aus* 
drCIcke  in  symmetrischer  Form  zu  erhalten.  Dann  kann  man  sich 
eines  dem  folgenden  ähnlichen  Verfahrens  bedienen,  welches  frei- 


des  ebenem  DrH§ek$  vom  Hmanäer.  3S9 

lieh  im  voriiegeiulen  Falle  bei  Weitem  nicht  «o  leicht  lom  Zwecke 
fuhrt»  aU  der  vorhergehende  Weg. 

Nimmt  man  nach  und  nach^  fär  A,  B,  C  als  Anfangepunkte, 
die  Seiten  ABy  BC,  CA  als  die  positiven  Thelie  der  Abscisseu- 
axen  an;  so  ist  gani  eben  so  wie  vorher  nach  §.  3.  1),  2): 

^  =  (2  cos  A  sin  B — sin  C)*  +  (2  cos  A  cos  B  —  cos  C)*, 

Z>* 

^  :=  (2cosi?sin  C — sin^^)*  +  (2cos£cosC — cosil)*, 

-gi  =  (2  cos  Csin  ii  —  sin  B)*  +  (2  cos  Ccos  il  —  cos  Ä)« ; 

also,  wenn  man  die  Quadrate  entwiclcelt,  und  die   Gleichungen 
dann  zu  einander  addirt,  wie  man  sogleich  übersieht: 

3|^  =  3  +  4(cos  il«+ cos  B*+  cos  C«) 

—  4(cos  A  sin  B sin  C  -f  sin  i4  cos  B  sin  C  -f  sin  il sin  B  cos  C) 

—  12cosi4cosBcos6^, 

und  folglich  nach  Rel.  V.,  VI.,  VII.: 

3^  =  3-1-4(1  — 2cosilco8BcosC) 

—  4(1 -f-cosilcosBcosC)* 

—  I^cos^cosjBcosC 
=  3  —  24  cos  A  cos  ficos  C, 

also: 

/>>  =  (1  —  8  cos  ^  cos  B  cos  OJB*, 

ganz  wie  vorher. 

Nach  §.  4.  3),  4)  ist: 

a«-|-6«  +  c*  =  8(l  +co8ilco8ÄcosC)Ä*» 
also: 

2) a«+6«  +  c«+ü»=9Ä«, 

oder: 
3) a*  +  6«  +  c«  =  9fi«— Z>». 

§.  6. 
Bezeichnen  wir  die  Entfemong  des  gemeinschaftlichen  Durch- 


340  Grüner t:    üeöer  die  Entternun^en  der  merkwürdigen  Punite 

schDittspunkls  der  auf  die  Seiten  von  den  Gegenecken  gefUlten 
Senkrechten  von  dem  Mittelpunkte  des  in  das  Dreieck  beschrie- 
benen Kreises  durch  />';  so  ist  nach  §.3.  1)»  8)/ wenn  man  f3r 
A^  By  C  als  Anfangspankte  nach  und  nach  die  Seiten'  AB^  BC> 
CA  als  die  positiven  Theile  der  Abscissenaxen  annimmt: 

T*  -^  =     (cos^lsinA  —  ^cosii^sin^ßsinaC)* 
+  (cos  A  cos  B — 2  sin  ^^A  sin  ^^sin  iC)^, 

1  zy* 

T*-g2  =      (cosÄsinC— 2cps  iÄsinJ^Csin^^)* 
+  (cos  B  cos  C—  2  sin  li^sin  ^  Csin  \A)*,  * 

1  /y* 

2  *  ~nf  =      (cos  Csin  ^  —  2  cos  i  Csin  \A  sin  iB)^ 

-f  (cos  Ccos  A  —  2 sin  «Csin  M sin  \B)^ ; 

also,  wenn  man  quadrirt  und  die  Gleichungen  dann  zu  einander 
addirt : 

3  />'* 

2 .  -p^  =     cos  A^  +  cos  Ä*  +  cos  C* 

+  4(ein4^8io  iC*  +  sin  JC«sin  l^l«  +  sin  i^^sin  JA«) 

—  4  cos  A  sin  £.  cos  iA  sin  JA  sin  J  C 

—  4cosBsin  Csin (il cos  JAsinjC 

—  4cos  Csin  il .  sin  Jil  srnjficos  iC 

—  4  cos  ^  cos  i? .  siji  Jil  sin  4  Bsi  n  J  C 
^— 4cos£co8  Csin  Jil sin  ^^sin  JC 
— 4cos  Ccos  ^  .sin  iA  sin  Ji?sin  iC, 

folglich  nach  einer  allgemein  bekannten  Relation  und  nach  Rei. 
11.,  flL: 

3  />'« 

2  •  -«2  =      cos  A^-\-  cos  Ä*  +  cos  C* 

+  (1— cosÄ)(l-cosO 
+  (l  — cosC)(l— cos-4) 
+  (l — cos  ^)(1  —  cos  B) 

—  cos^sinfi( — sinA  +  sin  A-|-sinC) 

—  cos  B  sin  C(sin  A  —  sin  A-f  sin  C) 

—  cos  Csin  ^(sin  A  +  sin  B  — sin  C) 

—  cosilcosi?(co8il-f  cosß-l-cosC— 1) 

—  cos  A  cos  C(cos  A  +  cos  £+ cos  C—  1) 

—  cos  Cco6^(cosil  4-  cos  A-f  cos  C  — 1)> 
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woraus  man,  mit  Rücksicht  aaf  die  Gleicbangen 

C08(i<+Ä)=  — COSC,    C08(Ä+C)  =  --COS2l,    CO«(C+i4)=:--C08B, 

leicht  erhält: 
3   />'•      « 

j.^  =3+  C08i<*  +  C08Ä*  +  C08C* 

— 3(co8  A  +  C08  B  +  cos  C) 

—  (cosi^sin^sinC-f  sini^cosßsinC-f  sin^siD  AcosC) 
-f  3(co8  A  cos  B  -f  cos  ^cos  C  -f  cos  Ccos  A) ; 
— 3co8/lcosi?cosC9 
also  nach  Rel.  V.,  VI.,  VII.  offeohar: 

j.-pj  =  1  —  2C08^C08BC08C 

—  (cos  A  +  cos  B + cos  C) 
+  (cos  A  cos  B  +  cos  i?cos  C  +  cos  Ccos  A). 
Es  ist  aber 

2(cos  A  cos  B  -f  cos  B  cos  C  -f-  cos  Ccos  A) 
=  (cosi4-f  cos  B  +  cos  O* —  (cos  21*+ cos  Ä*  +  cos  C*), 
also  nach  Rel.  III.,  V. : 

cos  A  cos  B  -f  cos  B  cos  C  -|-  cos  Ccos  A 
=     4sin;i4  sio  ;^8io  IC+  Ssin  iil^sin  i^^sio  iC* 
-f  cos /l  cos  iB  cos  C , 
und  folglich,  wenn  man  zugleich  wieder  Rel.  111.  anwendet: 

1  zy« 

j'-ni  =8siniil*siniÄ*sinJC* — cosilcosBcosC 

oder: 

1)    Z>'*=4(8sin;J*8ini£>8iniCS— cosi^cosBcos  C)/iP. 


Nach  $.3.  7)  ist  also: 

2) />'s=:3(r>— 2IPcosJeos&coeC), 

folgiieh 
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und  weil  nun  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

/>>  =  A>— 8A>  cos  J  cos  A  cos  C 
ist,  so  hat  man  die  Relation: 

3)    .    .    .    £>»— 2/>'2=Ä«— 4r«  =  (Ä— 2K)(Ä  +  !2r) 
oder: 

4) /)»— Ä*  =  2(Z>'2-2r«). 

§.  7. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  gemeinschaftlichen  Durch 
Schnittspunkts  der  auf  die  Seiten  von  den  Gegenecken  geföllten 
Perpendikel  von  dem  Schwerpunkte  durch  Z>^;  so  ist  nach  §.3. 

1),  3): 

£>^«=      Ä«t;(cosJsinJ?+sinO— 2cosi4sini?j« 
4-l2*t^sini4sini?— 2cosilcosA|*. 

oder,  wie  man  leicht  findet,  zugleich  mit  gehöriger  Vertaaschuog 
der  Buchstaben: 

9  ly^ 

-7  •  -g^  =  (sin  C—  2  cos  As\n  ß)^  +  (cos  C —  2  cos  A  cos  Ä)* , 

9  /y« 

2«  -H2"  =  (sin  il  —  2  COS  Ä  sin  C)*  +  (cosA  —  2cos  Acos  C)*, 

9  ly^ 

2 .  -pjp  =  (sin  Ä  —  2  cos  Csln  A)*  +  (cos  B  —  2  cos  Ccos  A}^ ; 

also,  wenn   man   die  Quadrate   entwickelt  und    die  Gleichungen 
dann  zu  einander  addirt: 

27  D"^ 

j  . -g3P  =  3  +  4(cos  .4«  +  cos  Ä«  +  cos  C*) 

— 4(cos  A  sin  i?sinC-|-sin  ilcos  B  sin  C-f-sin^^  sinBcosC) 
— 12  cos  A  cos  B  cos  C, 
und  folglich  nach  Rel.  V.,  VI.,  VII.: 

27  iy^ 

-y .  -^  Sc:  3  +  4(1  — 2cos  A  cobBcos  O 
—  4(1  +  cos  A  cos  Bcos  C) 
— 12  cos  ^  cos  B  cos  C, 
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woraus  »ich  sogleich: 

1) iy*  =  iH^Sj(ioBAcoBBco9C)R!» 

ergieht 

Also  ist  nach  {..5.  1): 

* 

2) D^^ID,    />:!)"  =  3:'2, 

welches  ein  längst  bekannter  Satz  ist. 


}.  8. 

Wenn  wir  die  Entfernung  des  Mittelpitnkts  des  nm  das  Dreieck 
beschriebenen  Kreises  von  dem  Mittelpunkte  des  in  das  Dreieck 
beschriebenen  Kreises  dur^h  D  bezeichnen  f  so  haben  wir  nach 
§  .3.  2),  8),  wenn  wir  zugleich  in  der  aus  den  dortigen  Formeln 
sich  ergebenden  Gleichung  die  Buchstaben  gehörig  vertauschen, 
die  folgenden  Gleichungen: 

D« 

g-,r=(sinC~4cosiilsins^siniC)*-|-(cosC-*4sioi^8inlBsiniO*, 

D« 

^  =  (sin/l— 4sini/lcossiB8in^C)^-|-(cos  J~4sinii48in4BsiniC)*, 

D« 

^  =  (sin  B-4sinHsioiiBco8iC)H(co8  A-4sinii48iniBsiniC)*; 

also,  wenn  wir    die    Quadrate   entwickeln  und    die   Gleichungen 
dann  za  einander  addiren: 

D* 

3  7=  =  3 — 88inCcoaiAsinlB9inlC 

— 'Ssin^lsinJ^cos^BsiniC 
— 88in  Asinii^siniBcos^C 
— ScosCsio^ilsiniBsinsC 
—  ScoSi^sinii^sin^BsinlC 
^8co8  iisin  iJ  sin  ii?siniC 
-f  16sinif  sinjC* 
-|-168iniC*8iniif« 
-f  16sinU*6iniJ9f«, 

folglich  nach  einer  sehr  bekannten  Relation  und  nach  BeL  IL»  IIL: 
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3^  =  3 — 2  sin  C5( —  sin  A  +  sin  B  +  sin  C) 

—  2  sin  ^(sin  A — sin  B  +  sin  C) 

—  2sin  ^(sin  i4 -f  sin  ^— sin  C) 
—2  cos  C(co8  A-^-toBB-i-  cos  C —  1) 

—  2  cos  ^(cos  A  +  cos  B  +  cos  C—  1) 
— 2cosB(co8^  -f  cos  ^-f  cos  C — 1) 

+  4(1  — C08Ä)(1  — cosC) 

+  4(1  — cosC)(l  — cos^) 

f 

+  4(1  —  cos  A)(}  —  cos  Ä) , 
und  daher,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

3^=  15-2(siniJ«  +  sinÄ«  +  sinC«) 
—  2(cos  i!l  +  cos  B  +  cos  C)« 
— 6(co8  A  +  cos  B  +  cos  C) 
+  4(cos  A  cos  B  +  cos  B  cos  C  +  cos  Ccos  Ä) , 
also,  weil 

2(cos  A  cos  B  +  cos  B  cos  C + cos  Ccos  il) 
=  (cos  /l  +  cos  /^  +  cos  C)*  —  (cos  J«  +  cos  Ä« + cos  C«) 
ist: 

1)   .   .   .    .  D«=t3— 2(cos/l  +  cosB  +  co8C)|Ä«, 
und  folglich  nach  Rel.  III. : 
2) D«=:(l-8siniJsinJÄsinjC)Ä*. 

Also  ist  nach  §.  3.  7) : 

3) D«=Ä(Ä-2r), 

wie  längst  bekannt  ist 

Eine  ganz  ähnliche  Behandlung  gestatten  die  äusseren  Be- 
rOhrungskreise. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  Mittelpunkts  des  um  das 
Dreieck  beschriebenen  Kreises  von  dem  Mittelpunkte  des  Ober 
der  Seite  a  liegenden  äusseren  BerCIhrungskreises  durch  Da>*  so 
ist  nach  §.3.  2),  12),  14),  13): 


ik9  Bkenen  DnUdu  Mi  Umtmdet*  845 

^=  (8ioC-^4c06McOSific08;C}*-f  (COSC— 4BiDJi4  C08i  AC08>  C)*5 

I 

D  « 

^  =  {OnA'-UmiA  BmlBco^i  C)*-f  (cos  J  4-4810}^^  co8;^co8i  C)«, 

^  =  (8in£-f  48tDii4co8iA6ioiC}^H-(co8A— 48inii4co8i£co8iC)*; 
alsA  auf  ähoUcbe  Art  wie  vorher : 

3-^=3— 88inCc08iil€Mi£ca8aC    ■  ;/ 

— 88in  J8iDaJsioii?co8iC 
Tf  88iii^8iiiiilc68ii?  sin  iC 
:  — 8co8C8insilcoüi£oo8i.C 
-f  8cosi4  sini^i  C08  ii?co8i  C 
— ScosJffsioiilcoaiAcMiC 
+  16co8iÄ«cosiC« 
+  16co8iC«8inJJ« 
-M68iniil»co8i^« 

folglich  Dach    einer  sehr   bekannteii    Relation  önd    nach  Rel.  I., 
IL,  IV. : 

3  ^  =  3— 28in  CI(siD  A  -f  8in  Jt  -f  ain  C) 

— 28iii/4(8iail-f8ia4-8inC) 
-f  2  sin  ^(8in  J  ~  8in  iB -f  8in  C) 

— 2co8CI(l — COSil  +  COSÄ+COsC) 

-|-2eo8il(l — co8i4-f  cos^-f  cosC) 
—  2co8  B(\  —  COS  A + cos  B + cos  C) 

+  4(1  +  C08Ä)(1+C08C) 

+  4(1  +  cos  C)(l — cos  A) 
-f  4(1  -^  cos  J)(I  -f  cos^) 

and  daher«  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

3^*=a  15— 2(sin^«  +  8inÄ»+sinC») 

— 2(— cos  A  +  cos  Ä+cos  O« 

+  6(— cos  il+cos  Ä+cos  C) 

•f  4(—€osil  €08^-1- coslB  cos  C--"  cos  Ceos  il)  , 
al0o>  weil 

Tiuil  XXXVL  SB 


t,  *  ■    . 

2(—  cosilcos  A-f  cosf  cos  C^  cos  Cco^  Ä) 

=  (— co8il-f  cosA-l-cos  C)*— (cosii«  +  C08Ä«  +  cos  C^ 
Igt-:     .  ,       r  <     ••      '  i. -.  ■ .   .:  »    .14- 

4)   .   .   .   Da*  =  {3-f2(— cosJ-fcosA  +  cofiC)!!^. 

und  folglich  nach  Rel.  IV. : 

5) Da*==(l  +  88io;ilcosiJ?co»iC)Ä*. 

Also  ist  nscb  {.  3.  ll>r 

6)  ....   .  .  .D.«  =  Ä(|!: +»•.). 

Ueberhaopt  hat  nibao' alscM  jefot  die  folgenden  merkwardigeB 
Formeln: 

>  0*  =(l-8ritilJ8lniJ?8iniC)Ä*, 

\  Da«  =  (l  +  88inl/lco8;jtfco8iOÄ*. 
j  Dft<  =  (I:f8co8iil8iii;irco8iC)l^, 

:  De«=:(l+8co8UfiPI»iÄ»iöiC)«*        , 


7)  .   . 


und: 


8) 


O«  =  Ä(Ä-«r), 

De«  =  Ä(Ä  +  2ri^. 
Also  Ist: 

D«+Da«  +  D*»+üo«*=Äl4Ä  +  2(ra  +  r*  +  re-r)|, 

folglich  nach  §.  4.  38) : 

9) D*  +  Dä»+D»«  +  Dc«  =  121i?«. 


§.  9 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  Mittelpunkts  des  um  das 
Dreieck  beschriebeDen  Kreises  von  den  Schwerpunkte  durch  ID; 
so  ist  nach  §.  3.  2)  und  3):  ^ 
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9.^=  (2 cos /< 8iii i?- sin  CT)* -f  (2810  Jsin^—ScosC)*, 

9 .  j^  =  (2eo8^8in C— 8lnil)*-f  (28in£8in C— 3cos ^)*, 

Iß 
9 .  ^  =  (3  cos  Ccos  J — 8in  B)^  -f  (2  sio  Csin  ^  —  3  cos  B)* ; 

also,  vrie  man  sogleich  fibersieht: 


% 


27.^  =  27-4(eio2<«  +  sliiÄ«  +  siiiC«) 

—  16(cos ilsin^sin C  -f  sinilcosfisin  C+  sin^sin i?cos  C) , 
und  folglich  nach  Rel.  VII. : 

1)   .   .   .   .D«=:|l-;(8in^  +  sinÄ«  +  sinC«)l«*, 
also  nach  Rel.  VI. : 

2) 1D«  =  J(1  — ScosilcosÄcosC)«*. 

Hieroach  nnd  nach  §.5.  1)  und  §.7.  I)  ist: 

/)«:iy«2lD«  =  l:{st  =  9:4:1, 
also 

Z):Zy':D  =  3:2:l. 


§.  10. 

Die  Entfernang  des  Mittelpunkts  des  in  das  Dreieck  beschrie- 
benen Kreises  von  dem  Schwerpunkte  wollen  wir  durch  E  be* 
zeiebsen ;  so  ist  nach  §.  3.  3):  8) : 

9  £* 

2  •  n^  =      t  (cos  i^ffin^-fsln  C) — Oeos}^  sin  iBsin  iC)* 

-f  tsin^sin^ — ßsinJilsiniBsiniCP, 

9   £*     * 

-i'Sk^      {(cosi^sinC-f-sini^)— ösiniilcosi^siotCI* 

-ht^inßsinr— 6sinii48in4Bsin.]CI*, 

9  £* 

j.-^  =      KcosCsioil-f-sinß)— 6siniJ8is^i?co89C)* 

-f ; sin  Csin  A-^GsinlA sin  ii?8in  \C\ *; 

folglich,  wenn  man    qoadrirt   und  addirt,  nach   einigen  sehr  lifb 
kannten  Relationen  und  nach  Rel.  II.,  III.,  VII.: 


\   " 
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j ,  ^  =      8\nA^+  sin  Ä«  +  sin  C« 

—  (cos  ^  sin  B  -f  8iniC)( —  sin  il  -f  s'm  B  +  sioC) 

—  (cos  A  sin  C  -f  sin  il)(8in  A  —  bIo  B+b\ü€) 

—  (cos  Csin  A  -f  sin  B)(sin  A-trBinB'^  sin  C) 

—  sin  A  sin  £(cos  A  +  cos  B+  cos  C —  1) 
— sin  B6in,C{cos  A  +  cosB+eoB  C —  1) 
— sin  Csin  2l(cos  A  +  cos  B  +  cos  C  —  1 ) 

^  +3(1— cosÄ)(l  — cosC) 

+  3(1— cisCKl-cosil) 
+  3(1— cos^Xl  — eosB), 

worans  sich,  wenn  man  bemerkt,  dass  das  Aggregat 

—  cos  A  sin  Ä* —  cos  B  sin  C*  —  cos  Csin  /!• 


—  s 

+  8 

—  S 

+  8 

—  S 

+  s 


n  A  sin  B  cos  B — sin  B  sin  Ccos  C  —  sin  Csin  A  cfm  A 

n  A  sin  B  +  sinB  sin  C+  sin  Csin  A 

n(/l  +  B)sinB  — sin  (i?+C)  sin  C—sin(C+J)sini4 

n^  sin  B  +  sin  Bsin  C+  sin  Csinil 

n  Bsin  C — sin  Csin  ^  —  sin  ^4  sin  ß 

n  A  sin  B  +  sin  B  sin  C+  sin  Csin  A  ■ 


ist,  also  verschwindet,  leicht  die  Gleichung: 

-.  j^  =  — 2(cos/lsini?8inC  +  sin^cosBsinC+  sin  Ab'wBcos 
+  3(1  —cos  i5)(l  —  cos  C) 
+  3(1  —  cos  C)(l  -  cos  A) 
+  3(1  -cos^)(l— cosB), 

oder  nach  Ret.  VII.  die  Gleichung: 

I .  ^=  3(1— cos  J?)(l  -  cos  C) 
+  3(1  — cosC)(l— cos/1) 
+  3(1  —  cos  i4)(l — cos  £) 
—  (sin  A^ + sin  Ä« + sin  C«) 

ergiebt    Das  Aggregat  der  drei  ersten  Theile  anf  der  reckf« 
Seite  des  Gleichbeitsxeicbeiis  ist  aber: 
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9— 6(co8  i4 -f  cos  i?  ^  cos  C) 
-f  3(co«ilco«i?-f  CO«  Bcos  C-f  cos  Ccosil) 
s  » -^6(cos  il -f  cos  A -f  cos  C) 

+  Uct^sJ  +  COS  fi-l-COS  C)«— .J(C0Si4«+  C0SÄ»+CÖ8  C«), 

ilso : 

9    JE« 

2  •  gi  =  18—  12(co8  ij  -f  cos  J?  +  cos  C) 

•f  3(cos  J  -f  cös^  -f  cos  O* 

—  3(cos  J«  +  cos  B«  +  cos  C«) 

— 2(sin  il«  +  sin  Ä«  +  sio  C*) 

==  12 — ]2(cos  il  -f  cos  £  -f  cos  C) 

+ 3(cos  A  -f  cos  A  -f  cos  C)* 

— (cos  J*  +  cos  B*+  cos  C*) , 

also  offenbar: 

9  JE« 

2*5«^     3(2— (cosJ+cosÄ  +  cosC)|f 

—  (cos  J«+ cos  £^-f  cos  C«) , 
ond  folglicb  nach  ReKUI.,  Vj: 

1) 
9   £• 
^.^  =  3(1— 4siniilsiniJ7siDiC)«— (1— ScosJcosiBcosC). 

Nach  §.  3.  7)  ist  also: 

9   £«  r 

2 •  M  =  3(1 ""  »)* ■" (1  —  2co8ilcosÄcos C)  , 

"^o  man  das  Product  cos ^  cos  A  cos  C  durch  verschiedene  6i4(Bsen 
^^9  dem  Obigen  ersetzen  kann. 

Es  ist 

9£;«=;6(Ä— r)«— 2(1— 2cos  Jcos  ÄcosC)Ä« 

^nd  nach  §.  6.  2) : 

j)i%  =  2r«*4JZ«cosi4  cos^Gos  C, 

» 

^Uo,  wenn  man  addirt: 

9JE»+  /)'«  =  6(Ä-r)«— 2(fi«— r«) 
oder 

% 9£«  +  Z»'«=4(Ä— r)(fi-ar). 
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Aehnliche  Relationen   viiirden  sich  noch  viele  finden  lassen, 
^     was  ich  aber  jetzt  nicht  weiter  ausführen  will. 

Schliesslich  wird  es  nicht  unzweekmSsstg  s^n»  die  nerkwür- 
dige  Formel  1)  durch  ein  Paar  Beispiele  so  verificireD. 

Betrachten  wir  ein  gleichseitiges  Dreieck,  so  ist 

i<  =  Ä=C=60ö, 
also 

cos  A  ==  cosfi  =  cos C=  sinSO^  =:  \ , 
und 

siniA  =  sInJiB  =  siniC=  sin  30^  =  i; 

also  nach   1):      . 

-5-^  =  3(1-4.1. i.i)«-(l  -2.i.i.J) 
=  3(l-l)«-.(l^i)  =  i-J=0, 

folglich  E  ^=0,  wie  es  seiq  nfass. 

Betrachten  wir  femer  ein  gleichschenkliges  Dreieck  ABQ 
in  welchem  die  gleichen  Schenkel  AC  and  BC  doppelt  so  gross 
sind  als  die  Grundlinie  AB,  und  setzen  also 

ABz^l,    ACs^BC^i; 

so  ist  2cosil^2co8A  =  i,  also: 

cos  il  =:  cosA  =: } , 
sinilc=8in£r=iVl5. 


Ferner  ist: 


also: 


2sinl/4*=:  l^emA  =  {, 
2cosl^*=l  +  cobA  =1; 


siniil  =  sini£=: 


cosiil=:sinlJ7  = 


2V2' 

V5 


2V2* 
Hieraus  ergiebt  sich  welter: 

8ioiC=co8^=iv 
cosiCBsataiis=iVl6 


und 

Folglich  ist  nach  1): 

«3(1-|)«-(1-^) 

—  1  ^  V   5Z  _  5   *?  _  ^ 

-    :  W  ~64 - 64~64  —  S' 
Bezeichnen  wir  die  Hsh«  «luwn  Dreiecks  dweh  A,  «o  ist 

also  iVlö  die  Eotfeniaog  des  Scbwerpankts  von  der  Graodlioie: 
Der  HalbmesfMr  r  des  in  d^  Dreieck  beechriebeiien  Kreises  ist   * 

« 

■  ^ 

Folglich  Ist 
Endlich  Ist  offenbsr 


11  4 

\  =  Rcos^C=2RvK»     abo     Äss-^jg 


und  folgücb 


9  JE^_^   1    !5      1 


ganz  wie  oben  aus  der  Formel  I)  gefunden  worden  ist. 


Anhang. 

Relationen  zwischen  den  drei  Winkeln  des  ebenen 

Dreiecks. 

I. 

sinJ-f  sin^  +  sinC=:4cos4ilcosiiBcoslC. 


. .  -v 


I 

t 


3S3  Grüner t:    OtHr  die  EiUfermm§en  der  merkwürtügen  FunkU 

Weil  nämlich 

sin  C  =  sin  {A  -f  B)  =  sin  ^icos  iff  -f-  cos  A  sio  B 

Ist,  so  ist: 

sin  A  -f  sinA  -f  sip  C 

=  sin  A(\  -|-  cos  B)  -f  sin  i?(l  -f  cos  A) , 

woraus  durch  bekannte  Zerlegangen,  mf t  «Rflckslcht  anf  die  Glei- 
chung , 

_  _     1  

cos iC=  sin \{A  -f  B) ^  sin \A co%\B  -f-  eos  1^4  sin  \B , 
sogleich  die  zu  beweisende  Relation  folgt: 


/■.•••■•  /■  .      :   ■  i'. — r  •' 


—  sitf  :44'siii£ -f  sin  Cr±:  4cos  i^  sin  >i?sin  iC 
sinil-*-«inB-f  6inC=t4siniilcpsi£sinJC 

. ,       *  ff 

■ 

sin  A  -f  sin  i? — sin  C= 4sin  i/^sin  iBcos  «C 

Auf  ähnliche  Art  wie  vorher  erhält  man  sogleich : 

: -»sioil''J-«in  JS-f  siaC%r 

=  —  sinJCI — cosiB)-fsin^(l -f  cosJ), 

woraus  durch  bekannte  Zerlegungen,  mit  Rflcksicbt  auf  die  Glei- 
chung 


•  . 


sin  ^  C  =  cos  \{A  +  B)  =  cos  iA  cos  IB  — sin  lAsio  iB,     . 

die  eiste  der  drei  zu  beweisenden  Relationen  leicht  folgt,  aus 
welcher  darni  die  beiden  anderen  sieh  sogleich  durch  blosse  Ver- 
tauschung der  Buchstaben  ergeben. 


HI. 

cos  A  +  cos  B -f  cos  C  =  1  4- 4sin 4  i4 sin iBain  i  C 

Weil  nämlich 

cosA+cosB  =  2co8i(A  +  B)cobI{A'-B) 

und 

cosC=-cos(J  +  B)  =  1  -2cosi(i^  +Ä)« 

ist«  so  ist 


» 

woraus  wegen  %  • 

c9ui{A  +  B)vsmiC 
die  zu  beweisende  Kelation  folgt 

'IV.  ^.^^  •   . 

— cos  A  +  cobB  +  cos  C  =  4siii  lAcom  iB^toBiCr^  1« 
cos^l^  cos^  -f  cosC  =  4c;osii4sini  Acos  iC-r- 1 , 
cos  A  +  cos  i?  —  cos  C  ^1 4  cos  «il  cos  iJ?  sin  iC —  I. 
Weil  nämlicb  ..     ,  i 

— cos  J  + cos^.=3  Mni(4-lr  A«ini(J— i?) 

und 

cos  C  =  -  cbs  (if  +  «)  üt  2  sfn  i(:^ -f  B)«— 1 
ist»  so  ist 

*  - 

—  cos  A  +  cdsB+cdü  C^ ' 
=  28in  1{A  +  Ä)Uioitirf— i!)+sln  i(k+  J?)}—  1 
=  48ilii(J  +  fi)siniJcosii?-l,        '  *  ^ 

woraus  wegen 

i-  .•  ,  .      ■    .       ., 

8inK^-fA)=:cosiC 

die  erste  der  zu  beweisenden  Relationen  folgt «  aus   welcher  die 
beiden  anderen  sich  durch  blosse  Vertauschnng  der    Buchstaben    , 
ergeben. 

V;  ■'  ■ 

cos  i<*  +  cos  Ä* +COS  C  =  1  —  2  cos  i4  cos  Äcos  C. 
WeH  nämlich 

cosC=  --/;os(il+Ä)  =— (coSilcos>ß  — sin^sinÄ) 
ist,  80  'itiii  wie  man  sogleich  äberstdit:'  :•    tn.«»  ^|^hi<>"^ 
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woraus  cicb,  freil 

comC^s — {comAamB^mmAmB) 
int,  oDDiittdbar  die  n  bgüiigaade  Rthfi—  er^siebt. 


VI. 

BmA^+mmB^+mC^z=t(l  +eoBAeosßeos(Ti. 

Folgt  oinlitttffttr  sm  V.       ' 

VIL 

t!(co0i48iBf  sinC-l-sio^cosiBsiBC-f-noilfliBl^cosC) 

«=  rin  il4 -f>  sin  19^ -f  sin  C*. 

Ergiebt  sieb  auf  der  Stelle,    weon  man  die  GrSsse  aof  der 
linken  Seite  dea  Gieicbbeilazeicbenf  anf  folgende  Art  schreibt: 


•  * 


.    4xi  il(sin  J?eo8  C-f  eoa JSTsin  C) 

-f-  8ioiB(sin  Ccosil-f  cos  Csin  Ai 

-f  sin  C(sin  ^  coaS -|- cos  il  sin  ^ 

=:  sin  A sin  ( A  -f  C)  -|-  «n  Asin (C-|-  2I)  +  sin  C8in(il  -f  £). 

Natfirlicb  kann  man  f&r  die  GrSsse  anf  der  rechten  Seite  des 
Gleichheitszeichens  anch  den  Ansdmck  VI.  setzen. 

VIII. 

siniJ«-f8ini^  +  8iniC*  =  l  — ^sinMsiniAsiniC. 

» 

Das  Aggregat  anf  der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens 

ist  nämlich: 

i(l-cosi<) -hi(l— coBi8)-fi(l— coaC) 

oder 

i~4(eoail-t'Oos£-t'6oaC)»    « 

woran«  nach  III.  die  zn  beweisende  BelatiiMi  auf  der  Stelle  folgt 
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IX. 

Folgt  üoinittelbar  aus  VIU. 


48in(450—  M)8in(450— l£)siD(450—  IC) 
=  s\niA^  siniA-f  siniC— 1. 
Es  ist  närolieh 

4sio(450— iil)8in(46»— ii8)siii(450-^}C) 
=  V2 .  (cos  {A — sin  {A)(eo8  i  A—  sin  l^(cos  l  C—  sin  \  C) 
z=:V2.\coaliA-B)'^8inliA  +  B))(cimiC--Bin\C); 
aber 

und  folglich 

cosiC  =  ;^{cosl(^+-fi)  +  sini(i<+Ä)l, 

alm: 

daher  nach  dem  Obigen: 

2sin  (4B0  -  i  J)  sb  (450— ijB)«iii(4jS0-.t  C) 
s  I  cos  U^^ — ^ — sin  i(il -l-iB)  I  «faii(if -1-^ 

=  gio  U'^ -I- ^  CM  <(•<<- ^  —  «in  U-^ -f  ^  > 
aUo: 

4siii<45*' iil)aia(4Si>>  1  A)8to  (48*  -  iO 
=  Ha  ;^ -Ir  «ia  lA  -  ( 1 -CM  i(il -I- i?)  i 

wie  bewiesen  werden  sollte. 


■^ ^ ■      ■ 
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Einige  merkwürdige  Ausdrucke .  für  die  drebeitige 

^jPyr^mide. 


/ 1  •.>■■.»•.■.«' 


Von   • 

dem   Herausgeber. 


V    ■         I 


Ffir  die  Hauptelemente  der  dreisieitigen  Pyramide,  nämlich 
für  den  Inhalt,  d^n  .HaUunesser  der  um  die  Pyramide  beschrie- 
benen Kpgel,  den  Halbmesser  der  in  dieseWe  beschriebenen  Ka- 
gel,  u.  s.  w.,  lassen  sich  merkwürdige  Ausdrücke  entwickeln,  wenn 
man  als  gegebene  Stücke  zu  Grundf  legt:  den  Halbmesser  des 
um  die  Grundfläche  beschriebenen  Kreises,  die  drei  Winkel  der 
Grundfläche,  und  die  drei  Neigungswinkel  der  Seitenflächen  ge- 
gen  die  Grundflächci  wobei  es  sich  von  selbst  versteht,  dass  jede 
Seitenfläche  als  Grundfläche  angenommen  werden  kann.  Diese 
Ausdrücke  zii.*;eiitiTickein». -ist  der  2wedt  der  ▼erliegenden  Ab- 
handlung. 

Bei  dieser  Untersuchung  werden  wir  uns  der  folgenden  Be- 
zeichnungen bedienen.  Die  Pyramide  sei  ABCD,  und  ABC  sei 
ihre  Grundfläche,  sAßo  I)  ihfe  Spitze;  den  HaUbmesser  des  um 
die  Grundfläche  beschriebenen  Kreises  bezeichnen  wir  durch  R, 
und  die  den  Seiten  BC,  CAi'  AB  der' Gmndfllche  gegenQber- 
stehenden  Winkel  derselben  seien  wie  ffewShnlich  A,  B,  C; 
endlich  bezeichnen  wir  die  an  JBC,  CA,  Aß  liegenden  drei  Win- 
kel, welche  die  Seitenflächen  der  Pyramide  mit*  der  Grandfläche 
einschliessen,  beziehungsweise  durch  A',  B',  C:  Dies  sind  die 
Stücke,  welche  wir  im  FolgendeD.jds  gegeben  betrachten  werden. 


*\ 
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j.  2. 

Wir  legen  ein  rechtwinkliges  dreiaxiges  Coordinatensystem  der 
xyi  zu  Grande.  Der  Punkt  il  sei  der  Anfang  der  xyZf  und  die 
Ebene  der  Grundfläche  sei  die  Ebene  der  xy.  Der  positive  Theil 
der  Axe  der  x  sei  die  von  A  nach  B  bin  gehende  Gerade;  der 
positive^  Theil  der  Axe  der  y  liege  auf  der  Seite^  der  Axe  der  or, 
auf  welcher  der  Punkt  C  liegt;  und  der  positive  Theil  der  Axe 
der  z  werde  auf  der  Seite  der  Elhene  der  xy  angenommen»  auf 
welcher  der  Punkt  D  liegt. 


Die  Coordinaten  des  Punktes  A  in  dieisem  Systeme  sind  0» 
O9  0;  die  Coordinaten  von  B  sinfl  2JZsynC».  0,  0;.  und  die  Coor- 
dinaten von  C  sind  ^iRcosA^nBy  ^RnifiAeXnBf  0;  worfiber 
man  die  vorhergehende  Abhandlung:  Ueber  die  Entfernun- 
gen der  merkwürdigen  Punkte  des  ebenen  Dreiecks 
von  einander  nachsehen  kann,  aufweiche  wegen  verschiede- 
ner im  Fegenden  zur  Anwendung  kommender  Ausdrücke,  welche 
die  Grundfläche  der  Pyramide  betreflien,  hier,  ein ,  für  alle  Mal 
verwiesen  wird.  Alles  kommt  nun  zunächst  darauf  an,  die  Coor- 
dinaten der  Spitze  D  zu  finden,  welche  wir  durch  X,  T,  Z  be- 
zeichnen wollen. 

Die  Gleichung  der  durch  AB  geheodeb  Seitenfläche  der  Vf- 
ramide  ist  offenbar: 

t==ytangC 
oder: 

1) ysinC— a;cosC=:0. 

Nehmen  wir  B  als  den  Anfang  und  BC  als  den  positiven 
Theil  der  Axe  der  x^  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems 
der  XiyiZi  an,-  In  welchem  die  positiven  Theile  der  Axen  der  yi 
ond  Zi  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher  angenommen  werden ;  so 
ist  nach  1)  in  diesem  Systeme  die  Gleichung  der  Ebene  der  durch 
BC  gehenden  Seitenfläche: 

^1  BmA'^'Zi  cobA'  =0. 

Nach  den  allgemeinen  Formeln  der  Lehre  von  der  Verwandlung 
der  Coordinaten*)  ist  aber: 


*)  HL  ■•  Dieiae  Elenenfe  der  aoaljCitrlien  Geometrie.  ThI.  I. 
S.81.  Kr.  78. 
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3  ^  =  3— 28inO[— «iiiil  +  sin  Ä  +  sin  C) 

-  2  sin  A{fi\n  A — sin  B  -f  sin  C) 

-  2  sin  i?(sin  A  -f  sie  B-^sin  C) 

— 2  cos  C(co8  A  +  cos  B  +  cos  C —  1) 

-  2  cos  i4(cos  A  +  cos  B  +  cos  C —  1) 
— 2cos£(cosil4  cos^-^co8  C — 1) 

« 

+  4(1 — cos  B)(\  —  cos  C) 
+  4(1  —  cos  C)(l  —  cos  A) 
+  4(1  —  cos  A)(}  —  cos  Ä) , 

und  daher,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

3^=15-  2(sin  i<*  +  sin  iB«  +  sin  C«) 

—  2(cos  i^  4  cos  i?  4  cos  C)« 
— 6(cos  A  +  cos  B  +  cos  C) 
4  4(cos  A  cos  B  4  cos  £  cos  C4  cos  Ccos  ^) , 
also,  weil 

2(cos  ^  CDS  B  4  cos  ^  cos  C  4  cos  Ccos  A) 
=  (cos  J  4  cos  f^  4  cos  C)*  —  (cos/l*4cosß*4co8C*) 
ist: 

1)   .   .   .    .  D«={3— 2(coSil4co8Ä4cosC)|Ä«, 
und  folglich  nach  Rel.  111. : 
•2) D«  =  (l-8siniil8inJÄsinjC)Ä«. 

Also  ist  nach  j}.  3.  7) : 

3) D«=Ä(Ä-2r), 

wie  längst  bekannt  ist. 

Eine  ganz  ähnliche  Behandlung   gestatten  die  äusseren 
rQhrungskreise. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  Mittelpunkts  des  um 
Dreieck  beschriebenen   Kreises  von    dem  Mittelpunkte  des  ti 
der  Seite  a  liegenden  äusseren  Berflhrungskreises   durch  D«; 
ist  nach  §.&  2),  12),  14),  13): 


B  ,     > 

p  =  (B\nC-^ico8lAcoslBcoalC)^+{co8C^iB\nlA  cobIBcobIC)*, 

I 

B 

l=(B\nA'-'AB\niABinlßcoalC)^+(co8A+UmiAco8lßco8iC)^, 

I  =  (BmB+4B\niAcoalßsiniC)^+(co8B'^iB\niAcoalBcoalC)*; 
\h  auf  ähnliche  Art  wie  vorher : 

3-g;=3 — SaiüCcoaiAe^ißcoulC  .; 

— SsiiiilsiDs^siDiJBcoAiC 
:i^SB\nBB\nlAc6alßB\nlC 
.  — 8co8C8iiiiJciiii£oo0i.C 
-f  Bcos^siniilcosi^cosaC 
— ScoaBalniAcoalBcfmiC 
-t-16co8ifi*co8iC* 
+  KcoalCÜ\niA^ 
+  l6BinlA^eoBiB*, 

'glich  nach    einer  aehr    bekannteD    Relation  und    nach  Rel.  I., 
.  IV. : 

3  -gf  =  3*28in  CislnA-i-ain  ß + ain  C) 
— 28lBil(8iBil+8in£-8inC) 
+  2  sin  JB(8in  il — 8in  ^  -|-  sin  O 

—  2  cos  C(l  —  cos  A + cos  Ä+  cos  C) 
+  2cosil(l — cos  A  +  cos  JB-|-  cos  C) 

—  2cosJB(l  —  cosi^+cos  B+  cos  C) 
+  4  (1  -f  cos  B)(l  -f  cos  C) 

+  4(1  +  cos  C)(l — cos  A) 
+  4(1  —  cos  A)(i  +  coaB) 

1   daher»  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

3^*=s  15— 2(slni<»  +  sinÄ«+sinC«) 

-.2(— cos  A  +  cos  ^-f  cos  C)« 

+  6(— cos  i< + cos  Ä+ cos  C) 

-f  4(— coa  il  cos  i? -f  cosuB  cos  C -*^  cos  Ceos  J)  I 
10«  weil 

TWl  XXXVL 


x^e,  i-  Xf^fmfVtt — ff) — ji 

^— r  =  — «f  cwff — 9i|S»ff. 

f 


a^  =  — rjr*i;>c«ff+9Mff, 

PVIKSy    W  «m^V   SIW    VBv  VP^HCMBy^^   W«     ■■■Cm  ^viLr 


Efldlidi  D^lraie  «an  ^f  üb  den  Aofiuig  nnd  JC  als  den  po- 
flftiiren  Tbeil  ier  Aze  der  ;r^  einen  reehfwiDUigeo  Cnordinaten- 
njrntenui  6ei  x^g%t%  an,  in  weldkeni  wiedennn  die  pimtiren  Tkae 
der  Azen  der  f^  nnd  %  anf  ganz  äbnlicbe  Art,  wie  Torber 
ianner^  angenonininn  wenUn;  nn  int  nncb  1)  in  diene»  Sjmktmt 
die  Gieieboog  der  Ebene  der  dnrcb  ÄC  gebendes  8eiteniicbe: 

jfE^nin  H'— «s^cnn  B'  ^0. 

Naeb  den  allgemeinen  Formeln  der  analytlnchen  Geometrie  in  der 
Lebre  ron  der  Verwandlung  der  Cordinaten  ist  aber: 

xszx^cobA — (— '^s) sin  A  =^,m^cobA  -f  ftsin ^, 

jfszx^ain  A  +  ( — yB)con  A  ssx^BinA—if^cosA; 

also : 

;r^sr  jrcosil-f  yslnJ, 

y%  zsx^inA — ycosA; 

folglich,  wenn  man  zaglelch  z^^it  setzt,  im  Systeme  der  xyi  die 
GMebnng  der  dnrob  CA  gebenden' Seitenfl&cbet 

3)   .    .    .    arslnilsinB' — ^cosilsiofi' — 2CO8i6'=0. 

Weil  die  «Spitze  D  der  Pyramide  der  gemeinsebaftlicbe  Durcb- 
schnlttsponkt  der  drei  Seitenflächen  ist,  so  haben,  wir  znr  Bentim- 
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mang  ihrer  Coordinaten   JCy  T^  2  aaeh  1)»  3);  3)  die  drei  fol- 
genden Gleichungen:  ^ 

ÜTsin^sinil'  +  Fpos^ein^'  +  Zcosil'  =  csin  Asin  ^S 

•  .   *  ■        >  ■  ^  i 

ifsin  ^  sin  ^ — Fcos  A  sin  JB'  —  Zoos  B'  =  0» 

FsinC  — Zco8C  =  0. 
MultipUcirt  man  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

cos  ilsin  B  cos  C  -f-  cos  B'  sin  C , 

I  ■  •  ■ 

■  ^  ,  1      .    «  • 

COS  A'  sin  C  -f-  cos  B  sin  il'  cos  C , 

—  cos  B  sin  A'  cos  B  -f  cos  A  cos  il'  sin  ^ 

■     ,        ■,    ■      •  ,  ,  ■ 

und  addirl  sie  dann  zu  einander;  so  erhfilt  many  weiL 

sin  Bsin  A'{cos  A  sin  ß^  cos.  C  -f  cos  J^  ßin  C) 

)        I  ■  ;    ■  "i  'S  '  ^     .  I .  ■  •    ■  ■   «  » ■ 

-|-  s>n  il  sin  ^(cos  2I'  sin  C  -f  cos  JBsin  A'  cos  C) 
=     sin^lcos^'sinfi'sinC 
-h  sin  Asin  i4' cos  A' sin  C 
-I-  (sinilcosA^cosilsin  B^fi^A'm^ß'^^i^C 
..  ,:^>v  '    ?=     siuilcosil^sinA'sInC.  .-    >.. 

-.::..-(:  sin  A sin ii^ cos 'A'.SIB'C  :"'i|^-    '<,-ii 

-f  sin  C  sin  A  ski JB'  cos.  Q    .  .  . 
tat,  wenn  der  Kürze  wegen:  ,n     ;  ,..     >    >     '^^      :«  •. 

4)   .....   .  /Vq;=     ßin4eosJ'4ini?',si|iC^.. .  • 

+  sini?siaJ'iiosA'sio(7     .. 
4- sin  Cpin  ^' sin  A' cos  C, 
gesetzt  wird«  leicht  die  Formel: 

NX  =  c  sin  A  sin  ^X^^  A'  sin  jC  -|-  cos  A  sin  A'  cos  C). 

Hultiplicirt  man  die  drdi  obige»  GMebubgen  nach  der  Reihe  mit 
sln^sinA^oosCy  • 
—  sin Asin^l'cosC'y  :    •'i.i».- ?    '»«:.;'. 

eiA  J  cosLii'sin  A' t  sinÜEiiäni^ees  A' 
und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhdi'iiunir'w^llM.     .  .4^ 
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-t-eosAsiüB'.siuBBinA'cosO 

+  sin  C(sin  A  cos  A'a\u  B'  -f  sio  B  sid  A'  cas  B*) 

^     sin^cosil'siDj&'sioC 

-fsio  jBsin  il'cos  S'sio  C 

-f  (siiiilcosJB-f  coSil8!Dj8)8iDil'^n^cosC 

=     sin^lcosil'siDjB'sinC 

•f  sio  B  sin  ^'cos  £'sin  C 

+sin  Csin^l'sin  iS'eosC 

ist  9  die  folgende  Fonnel: 

NTss  csinAsinBBiuA^BmB'cosC. 

Multiplicirt  man    endlich   die  drei  obigenf  Gleichungen  nach 
der  Reihe  mit 

BinAsiuB'ßiüC', 
— sm  ^sin  A*  Sin  €7, 

— cos^sinJSsinyl'sinfi'  —  sin^lcosSsin^'sioA' 
ond  addirt  sie  wiedemn  za  einander;  so  erhält  man,  weil 
cos  A' .  sin  A  sin  JB^sin  C 
•f  cos  B'.BinB  sin  A'  sin  O 

+  cos  C(cos  A  siii  B  slA  ^'  sin  B'  H-  sin  ^  cos  B  sin  ^'sin  i?') 
=     sin^cosil'sioA'sin  O 
-f  sin  B  sin  ^'  cos  S'sih  C^ 
-f(sin  il  cosS  -f  cos  ^sln  A)  sin  ^' sin  ^  cos  O 
s=     sinilcosif'siniPsinC 
-f  sin  Bsin  il'cos  iS'sin  C 
•f  sin  C  sin  A'  sin  19'  cos  C 
ist,  die  folgende  Formel: 

NZ  =  csin  JsinBsln  J'sin  B'B\nC. 
Weil  nun  bekanntlich 
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ist,  ao  haben  wir  lur  Bestimmang  der  Coofdinaten  Äi  ¥,  Z  der 
Spitze  D  die  folgenden  Aosdrücke: 

5) 

2V  Jr  =:  2i28in  Baib  Csin  il'(coa  ^  Bin  C -f  CM  J  «in  iB*  cofi  CX. 

NY=:  2/2sin^8in  AeinCelni^'ein  A'coe  C, 

NZ  =  SAsin  i^sinS^in  Csin  ^'sin  B'mnO. 

Bezeichoen  wir  die  H5he  der  Pyramid«  dnrcH  U^  so  ist  offe/i- 
bar  ii  =  Z,  and  folglich: 

6)  .   .   .  iVZr  =  212 810 il sin i?aiM Csin J' sin fi' sine, 
woraus  man  leicht  die  Formel: 

•^  „ 2Äsln^sin^sinC 

7)  .    .    .   ^  — gi„^cot^'+«"iÄcotÄ'  +  sinCcote 

erhält. 

Bezeichnen   wir  den  Inhalt  der  Grundfläche  und  den  k5rper 
liehen  Inhalt  der  Pyramide  respective  durch  J  und  P,  so  ist 

P^IJH. 

und  folglich,  weil  bekanntlich 

J  =:  2iZ«sin  A  6in  i?sin  C 
Ist,  nach  6)  und  7): 

8)  .   .    iVP  =:{«' sin y4* sin fi*sinC*sini4' sin iB' sine 
und 

_j sin  A^Bin  ^sin  C* 

9)  .  P^\R  •^•,„^eoF^'+sinifcotiB'4-«inCcote' 

Auch  ist: 


10)  .  .  P= 


3i2(8in  ^  oot  A'-i-»mB  cot  A'  -^  «n  Ccot  O ' 


§.3. 

Wir  wollen  uns  jetzt  mit  der  Bestimmung  der  um  die  Pyra- 
mide haschrlebenen  Kugel  besehäft^en»  Indem  wir  die  Coordlna- 

•    TJmU  XXXVL  94k 
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ten  des  Mittelpunkts  dieser  Kugel  durch  ^,  !{>,  S»  und  den  Halb* 
messer  derselben  durch  R'  bezeichnen. 

Weil  der  Mittelpunkt  der  um  die  Pyramide  beachriebeoen 
Kugel  jederzeit  in  der  durch  den  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck 
ABC  beschriebenen  Kreises  auf  die  Ebene  dieses  Kreises  er< 
richteten  Senkrechten  liegt;  so. ist  zuvörderst: 

1) J^=ÄsinC.    P=:Äco»C. 

Ferner  hat  man  zur  Bestimmung  von  S  offenbar  die  Gleichung 

««  +  r  +  9*:=  (i-»)*  +  (F-V)* +(2 -5)*. 

woraus  sogleich 

2(JfX+ IT?  +  ZJ)  =  Jf«  +  F«+ Z« 

folgt;  mittelst  welcher  Gleichung  S  bestimmt  werden  diuss. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung 

sin  B  =  sin  A  cos  C  +  cos  A  sin  C 

erhält  man  aus  J)  und  §.2.  5)  sehr  leicht: 

=  2H^8\n  Bsin  6  sin  i4'(sin  B  sin  B'  cos  C  +  sin  Ccos  B*sm  V). 
Eben  so  leicht  ergiebt  sich  aus  §.  2.  5)  sogleich  : 

Aij^  :    »2  •    r»4  •     ^^{     (cosB'sinC  +  cosilsiiiÄ'cosC)*  i 

/  +  8in^2sin^2  .  (• 

oder  nach  einer  leichten  Transformation: 

=  4Ä«sin  iB«sin  C^sinA'*  { 1  — (cos  B'  cos  C— cos  i^sinÄ'  sin  0*|. 

Schreibt  man  nun  die  obige  Gleichung,  aus  welcher  %  bestiniint 
werden  muss^  unter  der  Formr 

2Ä«    ""  iißä-  -^v       2Ä2 

io  erhält  mau  lur  Bestimmung  von  S  uomittelbsr  de»  AiMdnick: 
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2)  , 

-^^  =     8inÄ»8inC»8in  A'^\  l-(cosÄ'cos  C-cos  ^sinÄ'siD  C)^\ 
-  iVsin^sin  C%\nA'(fiinBBmBco9C^%\n  Cco%B*s\fi  O) 

■ 

oder: 

•^^ ^/PainÄsinCsiDil' 

=     sin  ^  sin  Csin  ^'  1 1  —  (cos  B'qob  C — cos  A  sin  A'sin  C)*  t 

—  iV(sin  Bhm  B'  cos  C  +  sin  Ccos  B'  sin  C) , 

welcher  aber  einer  sehr  benierkens^ertben  Transformation  föbig 
ist.  Fuhrt  man  nämlich  aas  g.  2.  4)  den  Ausdruclc  von  IS  in  die 
Grosse  auf  der  rechten  Seite  des  GleicIiJieitszeichens  ein,  so  fin- 
det  man  zuvörderst  sehr  leicht,  dass  dieselbe  sich   auf  die  Form 

sin  2^^ sin  fisin  Csin  ^'sio i?'*sin  C^ 
—  (sin^ — 2cosi4sin^siuC-f  sin6^)sin^'sin^co8JB'sinCcosC 
— (sin  B  sin  B  cos  C  -f  sin  Ccos  i^'sin  C)  sin  A  cos  A'%\^  B'nm  O 

bringen  lässt.    Setzt  man  aber  ^ 

cosA  =  —  cos  (B+  C)f 

so  ergiebt  sich  sehr  leicht: 

sin  B^  -  2  cos  A  sin  ^sin  C  +  sin  C*^ 
,  =  (sin  B  cos  C  +  cos  Bs'in  C)*  =  sin  A'^ , 

und  es  ist  i^lso  die  Grösse  auf  der  rechten  Seite  des  Gleich heits* 
seicbens  in  unserer  obigen  Gleichung : 

sin  /^sinB'sin  Csin^lsin^sin  Csin  i^'sin^' sin  C 

isin  A  sin  A'  cos  B'  cos  O 
+  sinifcosil'sin  Ä'cos  C 
+  sin  Ccos  ^^'cos  B'  sin  O 

Folglich  ist  nach  3): 

N^ZS 

2/2^sin  A  sin  B  sin  Csin  A'  sin  B'  sin  C 

=     sin  il  sin  B  sin  Csin  A'  sin  B'  sin  C 

siuABinA'cosB'coaO  \ 
—  I  -f  sioBcoSii'sinA'cosC^  >, 
-f  sinCcosil'cosiB'sinC  ) 

84 
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woraus  sich   nach   §.2.  5)  der  sehr  merkwürdige ,  vSllig  symme- 
trisch gebildete  Ausdruck: 

4)    ...    ^=     siDilsioAsiDCsiiiilVmJB'sinC 

.      sin  A  sin  A'  cos  B'  cos  O 

—  I  -f  sin^cosil'sin^'cosC} , 

l  -|-sinCcoSi4'cos0'sinC' 


oder 


8) 


oder 


Jsin  il  sin  ^' cos  ^  cos  C  I 
^^sin^cosil'sinfi'cose  I  „ 
i  sin  Ccos  il'cos  B'Bin  C  ^ 


Isin  A  sin  A'  cos  B'  cos  O 
+  sinÄcosil'sinfi'co8e 
-f  sin  Ccos  A*  cos  A^  sin  C 

ergiebt.    Leicht  erhält  man  auch  hieraus: 

7) iZ-S 

D     i.  A.     ^11*     .  ^  sin  i<  taug  ^'  +  «>P  ^  tang  i»+sin  C tang  C 
=  RcoiA'cotBcotC   ^^nAcotA'+smBcoiB'+BinCcotC  ' 

und  weil  nach  §.  2.  5) 

j  ^  __  „ sini<sin  JsinC 

•  sin  i4  cot  A'  +  sin  JBcot  f^'-f-sin  Ccot  C 

ist,  so  ist: 

i      sin  i4  tang  i4'  i 
+  sin  ^  tang  JB^I 
^_P +sinCtangC  ) 

^""  sin  A  cot  ^'  -f  sin  B  cot  ff'  -f  sin  Ccot  C 

Weil  offenbar 
also 
ist,  so  ist  nach  8): 


^  > 
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9)  ^-^ 

isiuAitLngA' 
-f  sinAtangS' 
4-sinCfaipgC    ?  "1« 

810  il  cot  il'  4-  810  JB  cot  iS'  -)-  sin  Ccot  C  J 

oder: 

10) Ä*« 

i8iii^tangil'  \ 
-fsinifftangA'l 
_^,-  .. +8inCtaiigC  y  y 

—  Ä  ii-t|  sin ^ cot ^'-h sin HcoiB'  -f  8in  Ccot  C  J* 


§.4. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  in  die 
Pyramide  beschriejbenen  Kogel  durch  r«  9|  }  und  den  Halbroes- 
ler  dieser  Kugel  durch  r^ ;  so  erhalten  wir  mittelst  einer  einfachen 
j^eometrischen  Betrachtung  aus  den  Formeln  §.2.  6),  «renn  wir 

1) N'=     sin^cosl24'siniJB'sini(7 

-f  sinfisinU'cosiS'siniC 

-f  8in  Csin  i^' sin  sfi' cos  iC 

setzen,  sogleich  die  folgenden  Formeln: 

t 

JV'x=2H  sinfsin  Csin  \  A\co8  ;  ^  sin  ;  C  +  cos  A  sin  i  B'  cos  i  C) , 

N'ti=z±R8\nAs\uBsvuCB\u\A*s\u\B'coB\Of 

JV'I  =2/2sin^siD  ßsin  Csin  iil'sin  ifi'sin  \C 

a 

und 

.  » sin 2^ sin  i^sin Csin \A' sxnlB' sm\0 
3)   .    .    .  t'^iz^zk -^^ 

oder: 

.X        ,'  —  01? sin^sinJgsinC 

4;  .    .  r  —  ^'^^xj^A  coi\A'  +  sin  BcoilB  +  sin  Ccot iC 

Bezeichnen  wir  die  natfirlich  stets  als  positi?  zu  betrachten- 
den Entfernungen  der  Projection  des  Mittelpunkts  der  in  die  Py« 
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ramide  beschriebenen  Kugel  aaf  der  Ebene  ABC  von  den  Seiteo 
a,  6,  c  des  Dreiecks  ABC  durcb  pa^  pi*  pd  so  ist  nach  2): 

2R  sin  A  sin  B  sin  C  cos  j^*  sin  j  ig^  sin  j  O 

2/Zsin  ^sin  Asin  Csin  U'cos  Jß'sin  iC 

5)    .    ^  p6  = j^ > 

^l^sinilsinBsinCHin  j/J^sinjig^cosiC^ 
po  = 2V^ ' 

also : 

6) pa:pft:pc=  cotliftcotlB'rcotiC 


§.  5« 

Die  Coordiiiaten  des  Schwerpunkts  der  Pyramide  wollen  wir 
durch  Uy  Vi  w  bezeichnen«  und  setzen  als  bekannt  vorau8,  dass 
dieser  Punkt  in  der  geraden  Linie  liegt,  welche  den  Schwerpunkt 
der  Grundfläche  mit  der  Spitze  der  Pyramide  verbindet,  and  om 
den  vierten  Theil  dieser  Geraden  von  der  Grundfläche  entfernt 
ist.  Weil  nun  bekanntlich  die  Coordihaten  des  Schwerpunkts  der 
Grundfläche  ABC 

S/?(cosJ8in£-f sinC),    ^AsinJsini?,    0 

sind,  und  wir  oben  die  Coordiqaten  der  Spitze  durch  X^  Y,  Z 
bezeichnet  haben;  so  ist  nach  bekannten  Formeln  der  analytischen 
Geometrie,  wie  man  leicht  findet: 

t  2IZ(cos  ^  sin  ig  +  sin  C) -\- X 

4        * 

,^  2ßsin^sinÄ+  Y 

I)     .    .    ,       <j  c  = 2 r-  > 


oder: 


I 

nnd  folglich: 


Z 


-n  =  cos  ^  sin  iO  +  sin  C  \-  sp  > 

2v  Y 

-^  =  sinilsio  ^  +  ö]n ' 

2tr_  Z 


I 


—gr  =  xV(cos^8inÄ+8int7)  +  00  > 
-Tj-  =s  iVsin  ilsili  J9  +  ö^  • 

aUo  nach  S.  2.  5): 

2) 

2JV/I  «ry  ^     .       *»  .      ^v 

-j^  =  iY(icos  A  8111  i9  -|-  8in  0 

+8in£8iD  C8ioil'(c68  f  sin  C  -|-  co8  A  sio  A'  cos  C)^ 

.  •     .,    ' 

2iVD 

-n-  =  xVsin  Asinß  +  sin  J  sin  £  sin  Csin  A*  sio  iS'  cos  O  , 

—n-  =  sin  ^  sin  fsln  Csin  A'  sin  ^  sin  C. 

Mi 

Bezeichnet  man  die  Entfernungen  iler  Prqjection  des.  Schwer- 
punkts auf  der  Grundfläche  AßC  von  den  Seiten  a,  b,  c  dersel- 
ben respective  durch  qa,  qb,  qd  so  Ist  nach  der  zweiten  der 
vorhergehenden  Formeln: 

3) 

ii>  •    »  •    #^/i  •  «'»^cos^^sIng'shiC, 

9<t  =  i/csin^sinC(l-f ly ), 

in  '    ^  *    A,\  t  »ioÄsinJ'cosB'sinC. 
q^  =  JA  sin  Csin  A{\  + tw ), 

1  F»  .     ^  .    »,1  .  sin  Csin  ^' sin  JB' cos  C- 
q^  =r  i/csin  248inJ?(l  + y^ ). 

Die  Entfernung  des  Schwerpunkts  von  der  Grundfläche  ABC 
wird  unmittelbar  durch  die  dritte  der  Formeln  2)  bestimmt. 


§.6. 

Wenn  wir  den  Schwerpunkt  der  Pyramide  durch  S  bezeich- 
nen,  so  ist 


auch  ist: 


Sil«  =  u«  +  ©*  +  ic«; 


3Ä»=:i:*+F«+z«. 


% 
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Wenn  wir  nun  die  aus  dem  vorhergebenden  Paragrapheo  bekaiw- 
ien  Gleichungen: 

-p-  =  N(co8AsinB  +810  C)  +'5"if  * 

2JVr       ;v    ^  •    n^^*" 
-g- =  iVein  ^sin  Ä  +  Qjä  » 

2Nfv      NZ 


R 


2Ä' 


nachdem  ivir  beide  Seiten  derselben  quadrirt  haben,  zu  einauilef 
addiren;  so  erbalten  wir  die  Gleichung: 

7^  •  S^*  ==  jgä •  AD^  +  iV2(sin  Ä*  +  sin  C«  +  'icos  Jsin  Bsin  C) 

+  2iV(co3  A  sin  Ä  +  sin  C)  •  ^ 

NY 
+  2iVsin^sinÄ.^  ; 

und  folglich,  wenn  Vir  für 

NX       ,    iVF 
2Ä    ""^    2Ä 

ihre  Ausdrücke  aus  §.  2.  5)  einführen,  weil  offenbar 

sin  i9  sin  Csin  A\<co%  A  sin  i?-|-sin  O(cos  B'sin  C  -f  cos  A  sin A' cos  C) 

+  sin  ^*8inÄ*«in  Csin^^'sin  Ä'cosC 
=  sini3sinCfcos24sini3-f  J8ioC)sin2l'cosJS'sin  C* 
+  sin  ^sin  C(cos  A  sin  C  +  ^'m  iB)  sin  ^' sin  B'  cos  C 

ist,  zugleich  mit  gehuriger  Vertauschung  der  Zeichen: 

4iV«   N^    . 

+  iV*(sin  Ä«  +  sin  C*  +  2  cos  A  sin  Ä  sin  C) 

+  2iVsin  i^sin  C(cos^sin  B^sxn  C)sin  ^^'cos  B'sin  C 

-f  27Vsin  i^sin  C(cos24  sin  C+  sin  B)s\ikA'9\u  iS'cosC 


4iV« 


m 


^,sm  =  j^.Bi^ 


+  iV2(8in  C«  +sin^«+2cosÄsin  Csin  A) 

4-  2iVsin  Csin  ^^(cos  i^sin  C  +  ^iu  ^)sin  B*  00s  Csin  A' 

H-  2iVsinCsin  ^  (cos  iSsin'il  -|-  sin  C)  sin  fi' sio  C  cos  AU 


'  I 
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+  N^8inA*  +  ainß»+2cosC8inABinB) 
-f  2Na\n  A  mid  B{cob  Cb\  n  ^  -|-  si  d  £)  sin  C  cos  A'  sin  i3' 
+  22V  sin  Aaxn  B(eim  Caiu  B  -f  sin  ^)8io  CtmA'eoaB' 
oder: 

-|-2iV(co8ilsiDJB-)- sin  C)  sin  AsiaCsiiiii'cosB' sine 

•  ■  ■ 

-f  2iV(cos  J  sin  C-fsin  £>sin  B  sin  Üsin^d^sin  JB'cos  C*, 

■ 

+  iV«(sin  C*  +  sin  il«+28in  4  cos  Ä  sin'C) 

+  2iV(cos  Asin  C-f  sin  A)hin  Csin  A  sin  ^^'sin  A'cos  C 

+  2iV(cosi3sin^-f  sin  C)sin  Csin /l  cosJ' sin  i9' sin  C, 

# 

+  iV^(8in  ^« +siq  JB«  +  2  sip  J  sin  i3  cos  Q 
+  2N(coB  Csin  A  +  sin^sin  A  sin  JBcos il'sin^'sin  C 
^  -|-2iV(co8  CaioB  +  sin  l4)  sin  J  sin  Ssinil' cos  fi'sin  C\ 
Weii  nun  nach  einer  bekannten  Relation 

2(co8  ilsini^sin  C-fsinilcosiSsän  C+sin/isin  AcosC) 

=  sinil^  +  sin  Ä*  +  sin  C* 
and  ausserdem 

(cos  BsmA+^io  Q)  sin  Csin  A  -f*  (coa.C^in  A  +  sin  B)  sin  A  sin  B 
=  sin  Jt(siniBGosC+co8J3siD  C)sinil-|-sin^-|-sin  C*| 
=s  din  J(8io  il*  +  sin  Ä* + sin  C*) , 

(cos  Csin  i? + sin  il)  sin  i4  sin  A -f  (cos  il  sin  If -f  sin  C)  sin  JB  sin  C 
=:sinA{8in^-f-(«ioCQp8  J-|-coßCsio^)sio£-f  sinC^t 
=  sin  B(  sin  A^  -f  sin  ^  -f-  «in  C^  > 
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f 

« 

(cos  A  sin  C+ßiD  B)  e\nB  sin  C-f  (cos  B  sin  C +Nin  A)  sin  Csin  A 

=  sin  C^  sin  A^  -f  sin  ^  +  (sin  A  cos  B  ■{■  cos  A  sin  B)  sin  C I 

=  sin  C(sin  A^  +  sin  Ä«  +  sin  C*) 

ist;  so  erhält  man   durch   Addition   der  drei  obigen  GleichongeD 
die  Gleichung} 


4iVa  —        — 


^«  .^. 


=     f^(AlP  +  BD»  +  CI^) 

+  32V«(sin  ^ + sin  Ä« + sin  C«) 

+  2if(sin  2l>  -f  sin  BS  -f  sin  C^  sin  ^4  cosil'sin  B'  sin  C 

+  2iV(sin  J«  +  sin  Ä*+ sin  C)  sin  Ä  sin  il' cos/?' sine 
+  2iV(sini4«+  sinÄ^  +  sin  C«)siil  Csin  ^' sin  B' cos  C, 

also  nach  §.2.  4),  wenn  man  zugleich    die  Gleichung  durch  N^ 

dividirt:  

i(SA^+'SB^+SC^) 

= -r^ |-5(sin^*  +  sinB*  +  8int7*) 

oder : 

8A^+SS^+S& 

= lg 1-  5«*(sin  /i»+8in  B^  +  sin  C*). . 

Nun  ist  aber  bekanntlich: 

Ä«sinil«  =  ta*=:=~j-, 

l2«sinÄ«=i6«=  ^, 

• 

I 

also :  ^ 

l)  . SÄ^^SB^^SC^ 


ÄTi^  +  BiJf^  +  CD»+6{AB»+BC^+C3^ 
16— 
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Wendet  man  diese  Gleichung  auf  jede  der  vier  Seitenflächen 

ABC,    ABB,    BCD,    CAD 
der  Pyramide  an;  so  erhält  man  die  vier  folgenden  Gleicbmigen; 

Am  +  BD'  +  CD'  +  6(ÄB*  +  BC'  +  CÄ*) 
= jg— -^— , 

_  __  , 


Fm»     I 


Sfi«-f  sc*+ so^ 


AB*  +  CA*  +  Aßß  +  6(BC*  +  CLf^BD*) 
= iß ■ 


BC*  +  AB*  +  BD*  +  ^{CÄ*  +  AD*  +  CD*) 
=  jg  ; 

I  4 

K 

und  durch  Addition  dieser  vier  Grieichungen  ergiebt  sich: 

3(S3«  +  SB«  +  ÄC«  +  ÄiD«) 

U(Äß*+  BC*  +  CÄ*-i'ÄD*+  BD*+C&) 
= 16 ' 

also: 


SA*  +  SB*-^SC*  +  SD* 

ÄS*  +  BC*  +  CA*  +  ÄD*  +  ffP*  +  CD*  ' 

= 4  , 

woraus  sich  der  folgende  merkwürdige  Satz  ergiebt: 

In  jeder  dreiseitigen  Pyramrde  i«t  die  Summe  der 
Quadraie  der  Entfernungen  des  Schwerpunkts  von  d.en 
vier  Ecken  dev  vi>erte  JTheil  von  der  Summe  der  Qua- 
drate der  sechs  Kanten.  . 
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^  Anhang. 

Wir  wpUeD,  uns  vorbehaltend,  später  auf  diese  Untereadiiui- 
gen  zurückzulcömmen,- einige  der  im  Vorhergehenden  erhalteneo 
Resultate  an  dem  besonderen  Falle  des  Tetraeders  oder  der  re- 
gulären Pyramide  verificiren. 

Id  diesem  Falle  ist 

also: 

cos  2I  =7  cos  As  009  Cs=  sin  30^=:  i, 

sin  ^  =  sin  A  =  sin  C  =  { V3 ; 
und  mittelst  der  sphärischen  Trigoniometrie  findet  man  leicht: 

cos  il' =:  cos  fi' =  cos  (7  =  rwö^TTTg  =  f » 

sin  A  ^  sin jB'  £=slu  C  =  — j-  » 

folglich 

tang  A'  =  tang  »  =  tang  C  =:  2  V2, 

cotA'^:  cotB*  =  cotC  =ö775' 

Jede  Kante  des  Tetraeders  wollen  wir  als  Einheit  annehmen, 
so  ist  die  Hebe  der  Grundfläche  =:sinil=s4V3,  und  folglich  der 
Inhalt  der  Grundfläche  =iV3. .  Die  Höhe  des  Tetraeders  ist 

und  folglich  der  Inhalt  -des  Tetraeders 

P=3V,lV3.V|  =  i'fV2. 

Ist  wie  gewuhnlich  R  der  Halbmesser  des  um  die  Grundfläche 
beschriebenen  Kreises»  so  ist 

Äcos30ö=r^iev3=4,    also    R  =  p^' 

'  Bezeichnet  Rf  den  Halbmesser  der  am  das  Tetraeder  beschrie- 
benen  Kngel,  so  hat'  man  offenbar  die  Gleicbong: 


f 


*  M 


tir  me  äntaemg^  üßrmmide.  87S 

woraus 

folgt;  a\ao  ist  nach  dem  Vorhergehenden:  ^ 

Bezeichnet  r'  den  Halbmesser  der  in  das  Tetraeder  bescbrie 
benen  Kugel,  so  ist: 

f'=Äsin3(K>.tang44'  =  -^.4tangiil'=  jjTjtangJil'. 

Es  ist  aber 

2sin  i^lf  =  I — cos  ^'=:  I  -  ^3  =  ; , 

also 

sin4il'=Vi,    coslil'  =  V!,    tangM'  =  V4; 

und  folgKcb 

l 


'-2V6* 


Nach  der  Formel  §.  2.  7)  ist : 


2.;^;lV3-4V3.4V3 
Ä= j =  V5-  - 


\ 


Mach  der  Formel  §.2.  9)  ist: 

1  k      S      3 

^=»•3-^-       *'*"l    ='''^' 

*'*^^-2v2     , 

Nach  der  Formel  $.  3.  10)  ist: 

[tV3.iV3.  iV3-g^.g^.gl;^.3.4V3.2V2l. 
3.2^.  1V3  J    ' 

t 

woraus  man  leicht 


374   Gruneri:  EM^emerkw.  AutärücketUr  d.dreiieii.  PprMMe. 

Ä'"  =  J(l  +  i)  =  J,   also  Ä'=j^2 

findet. 

Nach  §.4.  4)  ist: 

, 2_  iv3.iv3.iV3 1_ 

'"^""VS*     3.JV3.V2    ""2V6' 

AIIq  diese  Resultate'  stimmen   mit  den   vorher   auf  anderen 
Wege  gefundenen  vollkommen  überein. 

* 

Die  Entfernung  des  Schwerpunkts  von  der  Spitze  D  ist 

V3 

T^H—  4V5~-2v2""      ' 

80  dass  also  der  Schwerpunkt  mit  dem  Mittelpunkte  der  um  die 
Pyramide  beschriebenen  Kugel  zusammenfallt,  wie  sich  auch  von 
selbst  versteht.  Also  ist  die  Summe  der  Quadrate  der  Entfer-^ 
nungen  des  Schwerpunkts  von  den  Ecken 

4Ä'«  =  4.{.i=:J. 

Die  Summe  der  Quadrate  der  sechs  Kanten  ist  =  6 ,  wovon  der 
vierte  Theil  ^]  =  |  ist,  so  dass  also  die  Summe  der  Quadrate  der 
Entfernungen  des  Schwerpunkts  von  den  vier  Ecken  den  viertel 
Theil  von  der  Snipme  der  Quadrate  der  sechs  Kanten  beträgt, 
was  wiederum  ganz  mit  dem  in  §.  6.  bewiesenen  allgemeioeD  Satie 
übereinstimmt  ^ 


Durch  eine  leichte  Betrachtung  findet  man  auch 

1  1_ 

2V3'    •^""2V6'' 


tt  =  i,    e  = 


und  ganz  dieselben  Werthe  liefern  die  Formeln  §.  5.  2). 
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Bericbtigang  za  der  Abbandlang  des  Herrn  B^caloglo 
über  Fasspunkfcurven  und  Fasspanktflacben  in  Tbeil 

XXXy.  Nr.  V. 

I 

Von 

■ » 
Herrn   Doctor  Magener 

in    Poscii, 


Herr  Bacaloglo  hat  in  seiner  Abhandlung:  ^^Deber  Foss- 
punktcurven und Fusspunktflächen"  (Archiv.  Bd.  36.  pag.  56.)  den 
Satz  aufgestellt:  „Das  von  der  Fusspunktiläche  eines  Ellipsoids 
begrenzte  Volumen  ist  constant  för  alle'  Pole^  welche  auf  einer 
mit  der  gegebenen  Fläche  concentrischen  Kugel  liegen,  und  gleich 
der  Summe  aus  dem  Viertel  des  Volumens  dieser  Kugel  und  dem 
der  Fasspunktfläche  för  den  Mittelpunkt"  Dieser  $atz  steht  im 
Widerspruche  mit  dem  von  mir  in  d^m  zuns^phst  vorhergehenden 
Hefte  (Archiv.  Bd.  34.  pag.  469.  und  462.).  in  der  Abhandlung: 
y,  Kubatur  des  Fu^punktenkurpers  eine»  EHipsouies''  bewiesenen 
Theoreme:  „Der  geometrische  Ort  der  Pole  gleicher  Fuss- 
punktebkurper  für  ein  ungleicbaxiges  Cllipsoid  ist  wiedermn 
ein  ungleicbaxiges  Ellipsoid,  nicht  aber  eine  Kugel'%  und  es 
lag  mir  daher  nahe,  den  Fehler  in  der  obigen  Abhandlung  auf- 
zudecken. 

Ffihrt  man  in  die  von  mir  pag.  451.  entwickelte  Gleichung  der 
Fosspanktenfläche  eines  Ellipsoldes: 

lar(j;-a)+y(y-«+2(i-y)l«=a«(a:-a)H*^ff--/S)Hc*(i--y)* 
die  Polareoordinaten : 

a;  — a=:rsin'&co89),    y  — /Jssrsin-^sing),    z — yÄrco»^  , 


il%Mägener:  Ber1ekti9mowäerAbhmMmn9ii^Tki.XXÄf.llr.f. 
ein,  80  erhält  man  die  von  Herrn  B.  richtig  aufgestellte  Gleichung: 

±  Va«8ln«^co8V  +  A*«in*^8in«9  +  c*co8<^, 
oder,   wenn  man 

r|  =  a8in'&co8  9-f /Jsin^sin^  -("ycos^, 

rg=  V  a*8ln*dco8*9  +  6*8in*^8in  ^  +  c^coa^O- 

setzt,   r=  — r|±r2  oder  r=ri±rf. 

Hieraus  erglebt  «ch  der  kOrperiiebe  Inhalt  F(a,  j8,y)  des  Fni- 
punktenkörpers  eines  fillipsoldes  fQr  den  Pol  (a^  ^x  7)  ^ 

A)  ^(«./J.y)  =  3  /       /       (ri+r,)*sin^rfd#i9> 

00 

oder 

B)  F(a.  /».  y)  =  3  /       /       ri  ■  sin  d'd^dq> 

o        0 

/K    p^n  pn  p^n 

I        ri*r26\nMM(p+  I      I         Viv^^  sin  M^dtp 


o     .  0 


1     /»»    /»«Ä 
+  K   /       #         ri'sin^<2#<29). 


o         0 


In  diesem  Ausdrucke  sind  das  erste  und  dritte  [Integral  fik 
die  angegebenen  Grenzen  gleich  Null,  das  vierte  giebt  V^ 
den  Fusspunkte^jcSrper  fUlr  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoides;  das 
zweite  dagegen  verschwindet  nicht,  sondern  redncirt  sich 
auf  folgendes  dreitheilige  Integral : 


0     •  o  . 


2n 

{a*sin^cosV  +  /'*fiUi^sin*g)  +  y*cos*0| 


X  V  a*sin*Oco8*g)  +  6«sin«^sin  V  +  c^cos^dsin '»d&dq>^ 

was  sich  ohne  Transformation  sogleich  ergiebt,  wenn  man  auf  dii 
Natur  der  Elemente  der  Integrale  Rücksicht  nimmt.    Diese  drei 
Theile  entsprechen  denWerthen  Va,  Vß,  Vy  in  meiner  Abhandlung. 

Herr  B.  hat  nun  bei  der  Integration  darin  sich  gehrt,    das« 
er  1)  behauptet,  dass  das  Integral 
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^  f       f        Ti^ Bin ^d^d(p 

o  o 

leich  einem  Viertel  der  Kogel  sei,  deren  Radius  gleich  dem 
bstande  des  Pols  vom  Mittelpunkte  -des  Ellipsoides  ist,  und 
\  dass  das  zweite  Integral  gleich  Null  ist,  indem  er  hei  der 
ransformation   desselhen,   wie  es  scheint,  bei'm  ersten  Integral 

ja^g)d<p  =  V  cos^9  cos <pdq>  =  V  cos*9?dsin q>  setzt  und  mit  cos*g> 
ie  Grossen  unter  dem  Wurzelzeichen  multiplicirt,  also  den  stets 
ositiven  quadratischen  Faktor  cos^  in  zwei  Faktoren  zerlegt, 

OD  welchen  der  eine  zwar  in  den  verschiedenen  Quadranten  das 

I  I 

'orzeichen  wechselt,  der  andere  aber  fölschlich  immer  dasselbe 
'orzeichen  behält  und  analog  bei  den  andern  Integralen  verfährt, 
lierdurch  ist  denn  natürlich  auch  das  falsche  Endresultat  herbeic 
eföhrt  worden. 

Zur  Verification  des  eben  Angeführten  wollen  wir  den  ein- 
leben Fall  betrachten,  wo  die  Basis  eine  Kugel  ist  und  der 
ol  auf  der  Oberfläche  derselben  liegt.  Verlegt  man  den  An- 
.ngspunkt  der  Coordinaten  in  den  Pol  (cc,  ß,  y)  und  lässt  die 
T-Axe  vom  Pole  durch  den  Mittelpunkt/Jer  Kugel  gehen,  so  wird 
=:y=0,  a  =  /2,  ri  =  /Zsin^cos9)  und  r^^^R,  wenn  R  den 
:adius  der  Kugel  bedeutet;  mithin  wird  V*,  der  Inhalt  des  ent- 
irechenden  Fusspunktenkörpers,  nach  der  Formel  B): 

'  r*=:^  f       I         Ä»8in  *^cos  ^g>d^d<p 

o  o 

/n  .  n*kn  pn    p%n 

I        R»8in*»cos*9)ddrf9+  /       /         Ä'sin^^cos^rf^rfg? 


<»        o  o 

+  5 


g  /        /        Äösin^d^dy. 


3^ 


I    diesem   Ausdrucke   ist  das   erste  und   das   dritte    Integral 
leich  Null,  wie  man  sogleich  sieht,  wenn  man  zuerst  nach  <p  von 
bis  ^n  integrirt;    ferner  ist,  da 

/7i  r  1        «       3  )^     ^ 

8in^^c/^=  J  pC0s30  — JCOS^I       arg 

o 


od 

cos*g>rfg>=  jq^'n^cosg^  +  g-l      =31; 
o 

ity  das  zweite  Integral: 

riiell    XXXVI.  26 
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j         »kr»#co8«*>rf^rff)  =  j  jrß» ; 


o  ü 

endlich  Ist  das  vitrte  Integral: 


r/y 


in  4 

O  0 


folglich  ist  der  FussponktenkSrper  F«=;9tli^,  g^eich 
der  doppelten  Kogel  vom  Radius  iZ*,  was  mit  dem  von 
mir  pag.  "fT^.  hergeleiteten  Resuftate  fihereinstimrof. 
während  der  oben  angeführte  Satz  des  Herrn  B.  damit 
im  Widerspruche  steht. 

# 

Der  Inhalt  dieses  Fusspunkteakurp^rs  Ifisst  dicb  avcb^  lekk 
direct  ohne  BerQcksichtigung  froherer  Rechnungen  aas  der  Fsw» 
punktencur?e  d^s  Kreises  herleiten ,  wenn  man  den  Körper  als 
duroh  Umdrehung  entstanden  betrachtet.  tVenn  die  Basis  eio 
Kreis  ist  und  der  Pol  im  Umfange  desselben  liegt,  so  vertue 
man,  wie  oben,  den  Anfangspunkt  der  Coordinafen  in  (fen  Pol  und 
lasse  die  ^-Aze  vom  Pofe  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises 
gehen.  Ist  nun  R  der  Radius  des  gegebenen  Kreises  und  <p  der 
Winkel,  den  ein  beliebiger  Radlusvector  r  der  Pusspunktencurre 
mit  Her  XAxe  macht,  so  ist,  danach  Taf.ILPig.  \.^  AB=^OCi:AD 
=  /2-f  l2cosg)  ist,  die  Polargleiohüng  der  Fusspunktencnrve : 

ra^i2(l-fcos9>). 

Dreht  sich  nun  die  eine  Hälfte  der  Fusspunktencnrve  um  die 
X'AüLQ  einmal  ganz  herum,  so  entsteht  der  tntsprechende  Pas»- 
punktenkurper,  'und  wir  erhalten  seinen  Inhalt  nach  der  Formel: 

V—nfyHx, 
Nun  ist: 

X    =&  r  cos  9x3 12  (cos  9  4- cos  *9), 

5f*  =:r*shi*9)s=r/i^(l-|'2co8^-fcosV)£»h[iV» 
rfa:  =  —  Ä  (1  +  2  cos  ^)  Sin  «prf^ ; 

folglich : 

V^^-^nR^J      tl+2co8g)  +  cosVni+2cos9}sin»g)#fg), 


*)  Diese  Figur  kann  erst  im  nächsten  Hefte  geliefert  wrrden,  weil 
lu  dem  Torliegenden  Hefte  eine  ganze  Figiirentafel  zu  geben  keine  Ver- 
anlasenng  war.  q^ 


Mt99€n er:  Berichiigum§ %u  der  Abkandiuno im  Tkl.  XXXV.  J^.  V.  979 
oder 

V'=inR*  I        1 1  +  4cosg)  +  6coa*(p  +  2 cos *q>] Bin *(pd(p. 

0 

Da  nun 

{4co89>-l-2co8'9)sin*9><i^=0  «nd  /       (l+Öco8*g))8inV«l9=3 

•'  o 

ist,  80  Erhält  man: 

F«=  nR^f  '^  (l  +  5too« V)8«»  Vrfy  =  5 »Ä», 

mithin  iat^  flbereinstiromend  mit  dem  Früheren,  der  Fosspunk- 
tenk&rpe^r  'F*  gleich  der  -dtippelten  so  Grande  'llegen- 
deD  Kagel. 

Po8en,  den  16.  AfNul  1H6L  Dr.  Magener. 


Nachschiifl  yofi  Herrn  E«  Bacaloglo  in  Leipzig  *). 

Wie  'Herr  Dr.  -M^gevier  rldbtig  •bemerkt,  ist  in  der  erwähn- 
ten Abhandlang  über  FaaspunktSrtet  In  -dem  Auedroeik  f&r  das 
von  der  Fusapunktflä^he  dea  JSIlipsoidfis  begrenzte  Volumen   PF: 

pn   p^n  pn    p%n 

(a)  W^^'i  /     y       TiUln'Med^i- 1      j       r^^^siuBdeäq) 

o        o  .  #       -<k 

/n     p%n  p-n    p%n 

I        r^r^^smededpi^ij        I         r^^amedßdqt, 

wo 

r|C=:/6io0co8  9>7f  maiu^jsin^  :f  ncoa^, 

r, = V«*8in  «dco8  *g>  +  A^sin  «ösin  V  +  c«  cÖ8«d 

ist,    nicht   das  zweite   und  dpiüe,  «endern  das  erste  und  dritte 
Doppelintegral  gleich  Null.   Man  erhält  dann  für  W  den  Ausdruck : 


*)  Ich  hatte  natürlit'h  Herrn  Ur.  Magen  er'«  vorstehenden  Aufsatz 
TOr  aeinem  Abdruck  Herrn  Buculof^lo  niitgetheilt,  worauf  er,  meine 
Bf  ittheilung  in  der  frenndlichsten  Weise  aufnehmend .  mir  obige  Xach- 
flchrift  sandle.  ^  G. 
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2n 


•  w 


o  o 


r^  81  n  '^  cos  ^(pdSdtp 


I        T^s\fi^eB\fi^q>dedq>^n^  I       1        r^sinßcos'^edßdfp 

(>  o  o  o 


O  0 


Stt 


r^^  »\n  BdSdip. 


Bezeichnet  nun,  wie  in  meiner  frfiheren  Abhandlung, 

'    /        r^^8\nededg> 

0  o 

den   Körperinhalt   der  Fusspanktfläche   för   den  Mittelpunkt,    and 
setzt  man  :  , 

/n     /»«TT     • 
/        Ta  siw  'Ö  cos  ^q>d6dq>  =  A^ , 


o 


//r  p27i  ^^        P^  /•** 

/       r28in»Ö8in«g)rförfg)=Ä^,    /      /       fjsindco8«Öiiörfg>=C«, 


0        o 


wozu   man    berechtigt  ist,   da  die   Elemente  dieser  Integrale  be- 
ständig positiv  bleiben,  so  wird: 


(b) 


FF=:  ^«/«  +  i?«fii»  +  C«n«  +  Ä. 


Aus  dieser,  wie  aus  der  früher  von  mir  gegebenen*  Formel  (63) 
[oben  unter  (a)  reproducirt],  folgt  offenbar  der  Satz,  dass  der 
Mittelpunkt  des  Ellipsoides  ein  Minimumpol  ist. 

Obige  Formel  (b)  zeigt  ebenfalls ,  dass  die  Pole  c|er  Fuss- 
punktflächen  mit  constantem  Volumen  auf  einem,  mit 
dem  ursprunglichen  concentrischen  Ellipsoide  liegen, 
welcher  Satz  überhaupt  nur  ein  specieller  Fall  des  unter  Formel 
(66)  a.  a.  O.  voJi  mir  aufgestellten  Satzes  ist. 


üebungsaufiabtn  für  Schüler,  '    981 


Uebangsaufgaben  fiir  Schuler. 


Von    dem   Her  auegebe  r. 

In  den  Exercices  d'Analyse  numerique  par  V.  A.  Le 
Besgue.  Paris  1859.  p.  104.  wird  folgende  sehr  merkwürdige 
Zerlegung  als  von  Prouhet  und  Cayley  gefunden  angegeben: 

(«i«+*Hc»+d«+cH/^+^*+A')(a'"+*'»+c'"+rf"+e'»+/'"+p'"+A'») 
=    (oo' +  6*' +  cc'  +  «W  +  fce'+/y+^^ +  **')' 
+  (oft'  -  ba' — cd'  +  dc'-  ef  +  fe' — .^Ä'  +  A^r')* 

+  (ae'  +  bd'  -  ca'—db'  +  eg'  —ß'—ge'  +  hf')* 

I 

■+(arf'  -Ac*  +  eb'—da'-^eh'-fg'  +9f'  +  he')* 
+  (o«'  +  bf  -  cg'  +dh'-eaf—ß'  +  gc'  —Ad')* 
^(af—be'  +  eh'^dgf^eb'—fa'—gd'—hc')* 
-\^{ag'  ^bh'  +  ee'—df  —  ec'  +fd'—ga'—hb')* 
+  (ah'  —  bg'  —ef-  de'  +  ed'  +  A?*  +  gb'  —  haf)*. 

Für  e=f=g  =  h=0,  e'=f'=g'=h'=0  erhSlt  man  hier* 
aus  die  längst  bekannte  Relation: 

(a*+b*+d*  +  d*)(a'*  +  b'*  +  c'*  +  d'*) 

=  (ao'  +  66'+cc'  +  drf')* 
+  (ab'-ba'-cd'  +  dc')* 
+  (m^  +  bd'— ca'—db')* 
+  {ad'  —  be'  +  cV—da')*, 

und  wenn  man  nun  noöh 


/ 

I 
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setzt,  so  ergiebt  sich; 

(a«+6»)(o'«+6'»)  =  (flfl'  +W)«,+  (ab'  -6a')*, 
wie  gleichfalls  bekannt  genug  ist. 


Von    dem   Heraosfrebr r. 
Es  ist 

=     (flo^i  —  ^ofli)  («oft« — *0««) 


/ 


XXII. 

M  i  «  c«  1  1 «  n. 


Rerif^vtigimg  vwd   &emert[ang. 

Hochverehrter  Herr  Professcrr.  AJs  iöh  miHne  AbhiAidlung 
Nr.  XXVIl.  ThI.  34.  dieses  Archivs  las«  bemerkte  ich,  dass  ich  in 
aerselben  p.'399.*Z.  12— 10  dnen  für  den  Zif edk  der  Arbeit  iwar 
univesentlicheny  doch  aber  an  c^idh  iiic%t  zu  entsdhuMigeoden  l^'AI- 
schliiss  gemaobt  hab<^  derisich  jedooiiuiibefaQgeBeB  L^ser  sogleich 
zu  erkennen  gibt    EiS  muss  statt'Jener  teilen  heissen : 

„Eine  aufmerbsane  iBetfacfatnng  der  Reihe  (1.  h)  und  der  wei- 
•teren  Rechnungen  «ergibt,  was  amth  scbom  anderweitig  unmittelba- 
rer einleuchtet,  dass  £=sO  ist,  es  n^ag  die  ursprüngliche  Reih» 
aus  einer  graden  oder  ungraden  Anzahl  Glieder  bestehend  ange- 
sehen werden,  so  dass  immer  u.  s.  w.** 
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Auch  fehlt  an  der  Reihe  (1.  b)  der  Index  n=:OD. 

Gestatten  Sie  mir  noch  die  folgende  Bemerkung.  Ich  erin- 
nere mich,  in  Ohm's  »»Geist  der  mathematischen  Analy- 
sis''  gelesen  zu  haben,  diass  es  nrcbt  erlaubt  sei,  die  Glieder 
einer  uaendlichen  Reihe,  unbeschadet  ihcer  Summe,  sa  wie  die 
einer  endlichen  Reihe>  d.  i.  in  beliebiger  Reikenfolge,  zu  snm- 
miren.  Ohm  gibt  auch  in  einer  Anmerkung  hierzu  Beispiele,  näm* 
lieh  eine  Anzahl  Reihen,  weiche  nach  bestimmten  Gesetzen  aus 
einet  zuerst  g«ge6eiiaa  abgefeitet  werden  nmA  von-  dieser  sich 
scheinbar  nur  durch  die  Verschtedevbelt  der  Anfieiaanderfolge 
ihrer  Glieder  unterscheiden.  Ein  genaueres  Zusehen  verschaffte 
mir  aber  schon  damals  die  Ueberzengung,  dass  die  abgeleiteten 
Reihen  keineswegs  aus  denselben  Gliedern  besteben,  wie  die 
Ausgangsreihe,  dass  vielmehr  ynendlich  viele  derselben  fSr  die 
Summation  so  wenig  vorhanden  sind,  wie  die  Glieder 

11  1 


in  der  von  Herrn  Schlomilch  flSr  /Tp)(»=±:o  abgeleiteten  Reihe 
(8.  Abh.  XXVII.)  und  dass  dieses  die  Ursache  sei,  wesshalb  die 
Sarnttenforaiehr  det  abgeteitete»  Reiben  ae  betricMieb  tso  jeser 
der  loent  gei^beaen  Reihe  abweielittii.  iMtftes  eiiuiiaekeB  edieist 
nicht  schwierig  und  es  möge  daher  diese  einbche  Bemerkung 
genfigen. 

WoHen  Sie,   hochverehrter  Herr  Professor,   die  GCite  haben, 
vorstehende  Zeilen  in  Ihr  geschätztes  Archiv  aufzunehmen. 

Dortmund  am  7.  August  fflOO^. 

Jallus  Bode. 


*)  Der  Abdruck:  iat  Airdi  snßlllg«»  Umstiod«.  dfereii'Beteitigaag  nicht 
in  nemer  MarhC  lag.  tehr  verspätet  worden.  G. 
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Druck  fe  hier. 

lo  ThI.  XXXV.  auf  S.6.  rouss  'm  dem  Ausdrucke  von  €roi-f  Gio 
in  den  Formeln  16)  am  Ende  der  Seite  das  Minuszeichen  vor  dem 
Bruche  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  wegfallen. 

Im  Literarischen  Bericht  Nr.  CXXXIX.  S.  16.  Z.  IL  v.o. 
i^tatt  ,,Azi-oo**  s.  m.  „Axiom.*' 
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BtMf/.-     Beirrrige  nur   Tlteorin  drr  Bevsung  lieg  Uchls.      sys 


\ 


tr^  zur  Theorie  der  Beugung  de»  Lichts. 


Herrn  Eugen  Lo*»met, 


(j.  I.  Wenn  eine  el'eoe  Welle  homogenen  Lichten  (ein  Büii- 
lel  paralleler  LicliUlrafilen)  einem  irgendwie  (liirchbrochenen,  saiiat 
indurcbsichtigen  Schirme  liege^nel,  so  nenlen  hinter  dem  Schirm, 
lebeo  den  dire  kt  durchgej^angenen  Strahlen,  auch  noch  ge- 
»engte  Strahlen  sich  l'i>r(|if]an)ten.  Indem  nach  dem  Principe  des 
daygbens  jeder  Punkt  der  beleuchteten  Oeffiiung  als  ein  leucb- 
ender  Punkt  anznsehen  ist,  ivelcher  nach  allen  teilen  hin  Liclit- 
ilrahlen  aiissondet.  Ein  Fernrohr,  nelches  man,  um  die  Beu- 
[UD^serscbeinuDg  Ru  beobachten,  hinter  dem  Schirm  nurgextellt 
lat,  oder  such  ein  hiosses  A»ge,  wird  immer  alle  diejenigen 
itrahlea  in  einem  Punkte  vereinigen,  welche  mit  der  nfimücben 
Ucfatun^  parallel  olnd,  nrtcr  welche  der  nämlichen  ebenen  Stelle 
ingebUren.  Will  man  fdr  irgend  eines  dieser  Bündel  paralleler 
}t»bleD  den  Ver»iniguni:8punkt  finden,  sn  braucht  man  nur  auf 
>'mer  dnrcb  den  uptiechen  Mittelpunkt  des  Objebtivs  parallel  mit  der 
Ricbtun^  des  BilndeU  gezogenen'  fieraden  treeen  den  Beuhacbler 
1111  die  Brrnn^ieile  de$  Objektivs  aufzutragen;  vollendet  mnn  diese 
Cotistruktin«  für  alle  Slraliletibilndel.  so  erhält  man  als  «eomelri- 
«ebe<i  Ort  des  Beu^ungsbildea  eine  vom  npitschen  Mittelpunkt 
Im  Objektivs  aus  mit  dexseii  Brennweite  als  Radius  beschriebene 
Halbkugel,  deren  Grundlläcbe  mit  der  Scbirmebene  parallel  lüuD. 
Die  Lage  des  optischen  Millelpunkleit  .übt,  nie  man  sieht,  keinen 
■  an«  auf  die  Consiruktion  des  Beug nngsbil des ;  eine  Nel- 
S  JXXVl.  26 
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gung  der  Fcrnrohraxe  zur  Schirraebene  wird  nur  ben^irken,  das« 
eine  durch  den  optischen  iMittelpunkt  zur  Axe  senkrecht  gelegte 
Ebene  von  der  halbkugeligen  Bildfläche  eine  Schnitze  lostrennt, 
welche  ausserhalb  des  Fernrohrs  föllt,  und  daher  durch  dasselbe 
nicht  gesehen  werden  kann,  wfihrend  der  noch  sichtbare  Theil 
nicht  die  mindeste  Aenderung  dadurch  erleidet.  Das  ganze  Bild 
übersieht  man  nur  dann,  wenn  die  Fernrohraze  senkrecht  steht 
zur  Schirmebene;  diese  letztere  Stellung  ist  es,  welche  wir  in 
den  folgenden  Untersuchungen  dem  Fernrohr  gegeben  denkeiL 

§.  2.  Wird  ein  Fernrohr  obne  Dazwischenkunft  eines  Schir- 
met« der  einfallenden  Welle  dargeboten ,  so  vereinigen  sich  alle 
auf  das  Objektiv  treffenden  Strahlen  in  dessen  Brennpunkt,  ohne 
dass  sogleich  gebeugtes 'Licht  wahrn^hmhar  wäre.  Die  Oeffnung 
des  Objektivs,  ja  selbst  die  Pupille  unseres  Auges,  ist  nämlich 
zu  gross,  um  eine  merkliche  Beugungserscheinung  hervorzubrio- 
gen.  Man  erkennt  in  der  That  aus  dem  aoalytischen  Ausdruck, 
welcher  sich  für  die  von  solchen  kreisrunden  Oeffnungen  erzeugte 
Beugungserscbeinung  aufstellen  lässt,  dass  die  hellen  und  dunkeio 
Ringe,  welche  den  von  den  direkten  Lichtstrahlen  entworfenen 
Lichtpunkt  umsäumen,  um  so  schmäler  werden,  je  grosser  man 
die  Oeffnung  annimmt,  und  endlich  ganz  verschwinden«  «venn  die 
Oeffnung  unendlich  gross  gedacht  wird.  Nehmen  wir  daher,  b 
Oeberetfifltimmnng  mit  der  WirklichkeH,  an,  dass  bei  unbedecktes 
Ohjektiv  keine  merkHche  Begungserscfaeinnng  stattfinde ^^so  M 
diess« /filr  den  Calenf,  gleich  bedeutend  mit  der  Annahme^  das«  diu 
Objektiv,  ebenso  wie  die  emfallende  Welle,  nach  alfen  SeiTeii  an- 
begrenzte  Ausdehnung  besitze.  Diese  Anschauungsweise  solf 
nun  im  Folgenden  durcJiaHs  festgehalten  werden. 

§.  3.  Wir  wählen  jetzt  die  Schiimehene  nur  o^y«  Fihone  titet 
Systems  räumlicher  OrthogonaLcoordinaten»  dessen  ponftii^  2-Ax8 
gegen  den  Beobachter  gerichtet  bt;  in  den  Aniaogspunkt,  desMn 
Wahl  unserm  Beiieben  völlig  anbeim  steht,  verlegen  wir  deo  at- 
tischen Mittelpunkt;  des  Objektivs.  Unsere  Aufgabe  ist  nun  an- 
nächst  die,  fQr  jeden  gegebenen  Zeitpunkt  den  Bewegangssotftairi 
eines  beliebigen  Punktes  der  BildflScbe  zu  ermittetn.  Die  Be- 
wegung desjenigen  Punktes  der  Halbkugel,  dessen  zogeh5rigtr 
Radius  mit  den'^drei  Axen  der  o:,  y  und  %  Winkel  bildet,  dkrei 
Cosinus  a,  b  und  e  heissen,  ist  offenbar  die  Resultirende  aller 
Elementarbewegungen  derjenigeo  WeUenebene,  welche  die  Halb* 
kugel  in  dem  Punkte  (a,  6,  c)  berührt.  Bezeichnen  wir  nun  nÜ 
0  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichts,  mit  X  die  Wel* 
leal&nge  der  einfallenden  Strahlen,  und  zählen  wir  die  Zeil  t  vea 
jeojun  Momente  an,  in  welchem  der  im  Goordinatenanfan^  liegeadb 
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Aetberpfinkt  seine  Schtringungen  begann,  so  besitzt  derselbe  zur 
Zeit  t  die  Phase 

die  nämliche  Phase  ist  allen  Aethertheilchen  gemein^  welche  mit 
jenem  auf  der  närolicheD,  durch  den  Ursprung  senkrecht  zur  flieh, 
tang  der  direkt  einfallenden  Strahlen  gelegten  Wellenebene  sich 
befinden.  Bildet  aber  die  Richtung  der  direkten  Strahlen  mit  den 
Axen  der  x,  y,  z  Winkel^  deren  Cosinus  der  Reihe  nach  l,  m,  n 
sind,  so  wird  dem  Punkte  (ar,  y)  auf  der  Scbirmebene,  welcher 
von  der  vorhin  genannten  Wellenebene  um  die  Grosse  Lr  +  my 
absteht,  die  Phase 

yCrf — Lt — my) 

zukommen.  Der  Punkt  (x,  y)  muss  nun,  nach  dem  Huyghen*schen 
Prineip,  als  leuchtender  Punkt  angesehen  werden,  der  nach  allen 
Seiten  Lichtstrahlen  aussendet  Der  Strahl,  welcher  die  Rich- 
ttiDg  (a,  6,  c)  verfolgt,  hat  (wenn  die  Brennweite  des  Objektivs 
oder  def  Radius  der  Bildfläche  durch  f  vorgestellt  wird),  bis  zur 
obenerwähnten  Tangentialebene  den  Weg  f — (ax  +  by)  zurGck- 
tttlegen,  und  wird  demnach  mit  der  Phase 

"j^(j)t^f—(^''a)x—{m-~b)tj) 

daselbst  anlangen.  Die  Excursion,  welche  der  von  (o?,  y)  aus* 
gehende,  nach  (a,  6,  c)  gerichtete  Strahl  auf  jener  die  Bildfläcbe 
berfibfenden  Wellenebene  erzeugt,  d.  h.  die  Entfernung  des  da- 
gelbst  üegeDden  Ai^hertheilchens  von  seiner  Gleichgewichtslage, 
erhält  man,  wenn  man  den  Sinus  dieser  Pha^e  multiplicirt  mit 
der  Amplitude  des  Strahls.  Um  (l3r  letztere  einen  Ausdruck  zu 
gewinnen,  denken  wir  uns  aus  dem  einfallende^  Lichte  ein  Strah- 
lenbflndel  herausgehoben,  dessen  senkrechter  Querschnitt  der 
'Flächeoeinfaeit  gleich  ist,  und  alle  Elementarstrahlen  desselben 
wä  einem  einzigeil'  Strahle  vereinigt;  die  Amplitude  dieses  Strahls 
wird  der  Summe  der  Amplituden  aller  Elementarstrahlen  gleich 
seb;^  bezeichnen  wir  diese  Summe  mit  Ay  so  wird  das  unendlich 
idflooe  SMrablenbflndel,  welches  dem  Elemente  dxdy  des  Schirmes 
senkrecht  begegnet,  die  Amplitude  Adxdy  besitzen:  bildet  dage- 
gen, wie  wir  oben  angenommen  haben,  die  Richtung  der  direkten 
Strahlen  mit  der  Normalen  des  Elementes  dxdy  (welche  zur  z-Axe 
parallel  ist)  einen  Winkel,  dessen  Cosinus  =:n  ist,  so  wird  deni- 
seibtfD    nur  die   Amplitude   nAdxdy   zukommen;    die   Excursion, 
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welche  der  vom  Punkte  {Xy  y)  des  Schirmes  ausgehende  Strahl  aof 
der  Beriihruiigsebene  der  Bildfläche  erzeugt,  wird  deiDiiach  durcli 

nAdxdysXn  -y  {vi — /*—  (/ — d)3C — (m  —  6)y) 

ausgedruckt  sein.  Zufolge  dem  Princip  der  Uebereinauderlage- 
rung  kleiner  Bewegungen  erhält  man  die  Excursion  des  Bildpunk- 
tes  {üy  b,  c)y  wenn  man  alle  Excursionen  addirt»  welche  in  der 
zngcfhGrigen  Tangentialebene  stattflnden,  d.  b.  wenn  man  das  Dop: 
pelintegral  ' 

1)  n  Äff  sin  -j  (vt — f—  (/  —  a)a: — («i. — b)y)dydq: 

über  alle  jene  Punkte  des  Schirmes  ausdehnt,  wefche  dem  Lichte 
den  Durchgang  verstatten.  IVlit  Hilfe  dieses  Integrals  lassen  sich 
dann  alle  Umstände  angeben,  welche  die  Oscillatipn  des  Punktes 
(a,  by  c)  begleiten,  also  namentlich  auch  die  Lichtintensität,  welche 
er  auf  der  Bildfläche  hervorbringt.  Da  nun  das  Integral  nur  voa 
den  Coordinaten  füy  fb  der  Projektion  des  Bildpunktes  auf  die 
Schirmebene  abhängig  ist,  so  wollen  wir  uns  die  im .  Punkte 
(a,  6,  c)  der  halbkugeligen'  Bildfläche  stattfindende  Lichtstärke 
auf  def  Schirmebene  selbst  im  Punkte  (/Vz,  /&),  oder«  da  es  ans 
nicht  auf  die  absolute  Grösse,  sondern  nur  auf  die  Gestalt  dei 
Bildes  ankommt,  in  irgend  einem  Punkte  des  Schirmes  aafgetit- 
gen  denken,  dessen  Coordinaten  den  Grössen  [a\  b)  proportional 
sind,  und  statt  des  halbkugeligen  Bildes  selbst  nnr  diese  seoie 
Projektion  weiter  untersuchen. 

§.  4.  Stehen  die  direkten  Strahlen  senkrecht  •  zom  SeUfm, 
hat  roarf  also  /  =  0,  m:^0,  9t  =  I,  so  geht  das  obige  lrite?ral 
über  in 

AJf  sin  Y  (et —  f+  aai  +  by) . dydx ; 

denkt  man  sich  nun  in  dem  ersten  Integral  die^GrösSjen  a,  6  be- 
ziehlich  durch  a',  b'  ersetzt,  so  erkennt  mau  leicht,  dass  es  sich 
von  dem  letzteren  nur  durch  den  constanten  Faktor  n  unterocbei- 
det,  welcher  angibt,  wieviel  weniger  Lichtstrahlen  in  geneigter 
Richtung  durch  die  nämliche  Oeffnung  dringen,  sobald  man  nur 

a'  —  /=a,     b' — 711  =  6 

nimmt;  um  also  aus  der  bei  senkrecht  einfallendem  Licht  statt- 
findenden Beugungserscheinung  diejenige  bei  schiefem  Einrallea 
abialeiten.  braucht  man  nur  die  tiir  erstere  entworfene  Projektion 
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parallel  mit  sich  selbst  zu  verschieben,  bis  der  frühere  Aofangs- 
puitkt,  in  weichem  sich  die  direkten  Strahlen  sammelten,  mit  der 
Projektion  (/,  nt)  des  jetzt  vom  direkten  Licht  getroffenen  Bild- 
punktes  zusammeiiföllt,  und  dann  das  ganze  Bild  mit  einem  cou- 
stauten,  von  der  Richtung  der  direkten  It^trahlen  abhängigen  Faktor 
gleichmässig  zu  beschatten;  im  Debrigen  erfahrt  die  Projektion 
des  ßildes  bei  dieser  Verschiebung  nicht  die  mindeste  Aenderang, 
während  das  halbkugelige  Bild  selbst  eine  am  so  grossere  Verzer- 
rung erleidet,  je  weiter  die  Verschiebung  geht.  ,  Wir  dfirfen  uns 
sonach  auf  die  Betrachtung  des  letzteren  Integrales,  bei  welchem 
die  direkt  einfallenden  Strahlen  senkrecht  zur  Schirmebene  gedacht 
sind,  beschränken,  führen  aber  von  nun  an  der  Kür^e  wegen  die 
Bezeichnungen  , 

in  dasselbe  ein,  indem  wir  zugleich  den  Faktor  A  der  Einheit 
^eichsetzen,  weil.ja  doch  nur  die  Intensitätsverhältnisse,  nicht 
die  wirkliche  Lichtstärke  des  Bildes  Gegenstand  unserer  Aufgabe 
sein -können.    In  dem  so  abgeänderten  Doppelin te^ral 

II)  jO^s"»  (p  +  q^  +  ry)dydx 

können  die  Grossen  q  und  r,  welche  den   Cosinussen  a  und  b 
direkt,  der  Wellenlänge  X  aber  umgekehrt  proportional  sind,  selbst 
alfr  Coordinaten  der  Bildprojektion  angesehen  werden. 

§.  5.  Um  nun  'das  letztere  -Integral  in  der  bequemen  Form 
eines  Produktes  aus  Amplitude  und  Phasensinus  zU  erhalten, 
lösen  wir  zunächst  den  Sinus  auf,  indem  wir  den  Theil  p  der 
Phase,  welcher  die  Zeitl  in  sich  schliesst,  von  dem  übrigen 
Thtile,  welcher  die  Coordinaten  x  und  y  enthält,  treftnen,  und 
erhalten: 

s\npJjfco8{ffa:i'ry)dydxi-coa  pjf Bin  (gxi'ry)dydx=  C'sinp+Äcos/i, 
wo  abkürzend    ^ 

ffcoa  (gx  +  ry)dydx  =  C    und    ffsiw  (qx  +  ry)dydx  =  N 
gesetzt  wurde.    Setzt  man  alsdann  ' 

C=J cos?     und     S  =:  J»\oi, 
so  wird 

'    Csinp  +  Scosp  =  ./sin(;9  +  t), 
während  die  Gleichungen 
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zur  Ebene  des  Schinne«  (oder  der  mit  ihm  congroirenden  Welk) 
eine  Ebene,  so  schneidet  diese  die  Oeffnung  längs  der  Geraden 
AB,  Wollen  wir  jetzt  die  Resultante  aller  strahlen  Coden,  welche 
in  der  genannten  Ebene  (die  zugieicii  die  Ebene  der  Figur  ist) 
liegen,  so  theilen  wir  AB^  von  A  angefangen»  nach  ß  bin,  in 
gleiche  Tbeile  Aa^  abt  be»  od  u.  s.  w^  deren  Länge  eo  beschaf- 
fen ist,  dass  der  Gangnnterschied  AI  zweier  Randistrahlen  AS 
und  as  der  jenen  Abtheilungen  entsprechenden  Strahlen bOndel 
gerade  eine  ganze  Wellenlänge  beträgt.  Alsdann  verschwindet 
die  Wirkung  der  vollständigen  Bfindel  Aa^  ab,  bc  ganz,  und  nur 
diejenige  des  unvollständigen  Bündels  cB  (dessen  Breite  cB  in 
der  Figur  kleiner  als  \cd  angenonime.n  ist)  bleibt  übrig.  Tritt 
jetzt,  ohne  dass  im  Uebrigen  etwas  geändert  wird,  an' die  Stelle 
der  kleinen  Oeffnung  ein  mit  ihr  congruenter  kleiner  Schirm,  und 
macht  man  die  nämliche  Construktion  wie  vorher,  so  stellt  jetzt 
AB  den  Schnitt  des  Schirmchens ,  die  bis  in*s  Unendliche  ve^ 
längert  gedachten  Geraden  A  W  und  B  W  dagegen  stellen  deo 
Schnitt  der  unbegrenzten  Lichtwelie  dar.  Theilt  man  jetzt  die 
Gerade  WW  von  dem  Punkt  A  aus  nach  rechts  und  nach  links, 
wie  oben  angegeben,,  in  die  gleichen  Tbeile  Aa^  ab,  bc,  cd,,.^, 
Aa',.J,,  so  bringen  die  Strahlen,  welche  von  den  Wellenstückeii 
AW  und  dW  ausgehen,  keine  Wirkung  hervor,  und  die  zwischen 
A  und  B  auf  das  dunkle  Schirmchen  treffenden  werden  ganz  ab- 
gehalten. Es  kann  also  bloss  noch  der  Theil  Bd  der  Welle  zur 
Wirkung  kommen.  Ist  aber  m  der  Mittelpunkt  von  cd^  uiA 
macht  man  dn'=zBm,  so  vernichten  sich  die  Bündel  Bm  und  dn 
gegenseitig,  weil  sie  iti  ihrem  Gange  am  eine  halbe.  Wellenlioge 
differiren,  und  man  behält  bloss  noch  das  Bündel  mn  übrige  wel- 
ches sich  von  dem  bei  der  kleinen  Oeffnung  übrig  gebliebenen 
Bündel  cB^  bloss  durch  seinen  Gangunterschied  von  einer  halben 
Wellenlänge  unterscheidet.  Daraus  folgt  aber,  dass  die  im  Bilde 
vom  dunkeln  Schirmchen  erzeugte  Excursion  gleich,  aber  entge- 
gengerichtet ist  derjenigen,  welche  die  mit  jenem  congruente  kleine 
Oeffnung  hervorbringt,  und  dass  die  Lichtstärken  selbst  In  beiden 
Fällen  die  nämlichen  sind.  Nur  wenn  der  Strahl  AS  senkrecht 
steht  zu  AB,  also  fiir  die  direkt  einfallenden  Strahlen,  lässt  sieb 
die  hier   angewendete  Construktion    nicht   durchfiihren ,  weil  die 

Tbeile  Aa,  ab alsdann   unendlich   gross  genommen   werden 

müssten.     Alsdann   werden  aber  alle  auf  das  Objektiv  treffendeo 
Strahlen,  in  dessen  Brennpunkt  vereinigt. 

Legt  man  der  Figur  (und  dem  Beweise)  andere  Voraussetzun- 
gen zu  Grunde,  als  hier  geschehen  ist,  (nimmt  man  z.  B.  cB^  icd), 
so  wird  man  doch  immer  zu  dem  nämlichen   Resultate  gelangen. 


der  Beugttng  des  Uchis.  393 

§.  8.  Aber  nicht  allein  zwischen  den  in  einem  dunkeln  Schirm 
angebrachten  Oeffnangen  und  congrnenien  undurchsichtigen  Schirm- 
eben  herrscht  eine  solche  Üebereinstimroung  in  den  von  ihnen  • 
hervorgebrachten  Bengungserscheinungen,  sondern  auch  zwischen 
Oeffnüngen,  welche  in  durchsichtigen  planplanen  isotropen  Plat- 
ten angebracht  sind,  und  gleichgestalteten  planplanen  durchsich- 
tigen Schirrochen.  Man  erhfilt  n&rolich,  wenn  d  die  Dicke  der 
Platte y  n  ihren  Brechungsexponenten  und  K  den  SchwSchungs- 
coefGcienten  bezeiclinet/fur  eine  in  der  Platte  angebrachte  Oeff- 
nung  die  ETxcursion: 

/         sin  (p—N  +ga:+  ry) .  dydx 

—OD  — OD 

I 

— K.  ff  Sin  (p  —  Ni-qx-i-ry).  dydx  H-jQ^sin  {p -{■  qx -\r  ry) .  dydx , 

und  fOr  ein  ebenso  gestaltetes  durchsichtiges  PiSttchen  Von  der 
nSmlichen  Dicke  und  dem  nÜmlichen  Material: 

/+QD      /»+0D 
/         mi{:p-^qx^rry).dydx 

— OD  -—OD 

■ 

— jfl^sin  (p-\rqx\ry).  dydx  +  ff  sin  (p—N+qx  +  ry).  dydx , 

wo  A' statt  -r  .(» —  l)d   steht.      Da   in    beiden    Ausdriicken   die 

Integrale  mit  den  unendlichen  Grenzen,  so  lange  nicht  q=zr  =  0 
ist,  verschwinden,  und  die  noch  übrigbleibenden  Ausdruckesich 
nur  durch  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  unterscheiden,  so  er- 
kennt man  sogleich,  dass  die  beiden  Beugungsbilder  nur  in  jenem 
Punkte  von  einander  abweichen  können,  welcher  von  den  direkten 
Strahlen  getroffen  wird,  indem  dieser  Punkt  in  beiden  Fällen  alles 
Licht  in  sich  vereinigt,  welches  durch  das  Objektiv  des  Fernrohrs 
(oder  die  Pupille  des  Auges)  überhaupt  eindringt. 

Von  der  durch  einen  dunkeln  Schirm  hervorgebrachten  Er- 
scheinung unterscheidet  sich  die  jetzige  bloss  dadurch,  dass  jene» 
mit  Beibehaltung  ihrer'  Gestalt  und  ihrer  intensitätsverhältnisse, 
jetzt  in  alten  ihren  Punkten  durch  einen  constanten  Faktor  gleich* 
niSssig  niodificirt  erscheint,  was  man  sogleich  erkennt,  wenn  man 
hier  wie  oben  (§.  5.)  die  Berechnung  der  Intensität  «/*  des  Bildes 
unternimmt.  Man  erhält,  wenn  man  in  dem  ersten  der  obigen 
Anedrficke  den  Theil  p  der  Phase  von  dem  übrigen  absondert 
und  das  Doppelintegral  mit  den  unendlichen  Grenzen,  welches 
=  0  ist,  weglässt,  zuerst: 
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»mp.JJ'lcoB  iqx  +  ry)— iT.cos  {qx-{^ry^  N)\ .  dydx 

+  C080.[S.(1  — j:C08iV)  +  j:.C.8iDÄl,    . 

und  daraus  alsdaan: 

J»=  [iC.{\~KcosN)-K.  S.sln  iV]»+[5.  (l-ifco8  2V)+jr.  C.siniV]» 
=  (1-2  Äjos  ^(n— l)d  +  if«)  .(C*  +  ,S«). 

Der  Faktor  1  —  SjTcos-r  (it  — I)rf  +  j:^  verscfaitindet,  uod  mit 

ihm  die  ganze  Beugung8er8cheinuDg,  wenn  man  hat  jr=n  =  l, 
d.  h.  wenn  die  optischen  Eigenschaften  der  Platte  von  denen  des 
umgebenden  Mittels  nicht  verschieden  sind.  Wenn  dagegen  n  und 
K  bestimmte,  von  1  verschiedene  Werthe  besitzen  (ii>  1,  ir<l), 
80  ändert  sich  der  Faktor  periodisch ,  wenn  sich  die  Dicke  der 
Platte  ändert.    Er  beGndet  sich  in  seinem  Minimum  (l  —  K)\  so 

oft  d=:-~|   wir^  (wo  v  jede  positive  ganze  Zahl  bedeutet)»  er 

wird  1,  wenn  d  der   Gleichung  cos-r  (n  — 1)<{  =  -5  genügt »  für 

4v4-1       l 
d  =  — T"'"":::?!  ^'^^  derselbe  =l+jr*,  sein  Maximum  (l+£)* 

erreicht  er  bei  d  =  — :j —  •  z~\ »  "nd  durchläuft  dann  abDehaend 
wieder  die  Werthe 

l+iT*  filr  //  =  — j-r.^^;2:|,   1  für  cos -j^  (n  — l)rf  =  -5, 

(1-^)«   für    «/  =  ^'#. 

um  von  da  ab,  bei  stets  wachsendem  dy  den  nämlichen  Cyefais 
von  Wertben  von  Neuem  zu  durchlaufen.  Man  gelangt  demnach 
zu  dem  merkwGrdigen  Satze,  dass  die  Beugungserscheinong,  welche 
eine  in  einer  durchsichtigen  Platte  angebrachte  Oeffnung  bei  he- 
mogenem  Lichte  hervorbringt,  je  nach. der  Dicke  der  Platte  baM 
düsterer  bald  heller  erscheint  als  diejenige^  welche  von  einer 
gleichgestalteten,  gleichgrossen,  aber  in  einem  dankein  Schirm 
angebrachten  Oeffnung  erzeugt  wird;  auch  kann  man  der  Platte 
verschiedene    Dicken    geben    (zu  bestimmen    aus  der   Gleiehnng 
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€08 -r-(M  — l)rf  =^,  flir  welche  sieb  die   Erscheinung  von  der- 
jenigen des  dunkeln  Schirmes  gar  nicht  unterscheidet. 

Nimmt  man,  statt  des  homogenen«  weisses  Licht  an,  so  wer-^ 
den,  wenn  eine  Farbe  sich  in  ihrem  Minimoni  befindet ,  es  nicht 
zugleich  auch  die  anderen  sein;  das  farbige  Bild,  welckes  jetzt 
entsteht,  wird  sich  daher  in  allen  Fällen  von  demjenigen  unter- 
seheideo,  welches  eine,  in  dunklem  Schirm  befindliche  Oeffnung 
^    im  weissen  Lichte  seigt 

\,  9.  Wenn  eine  in  dunklem  iSchirm  angebrachte  Oeffnung 
Ton  einer  durchsichtigen  isotropen  Platte  verschlossen  wird,  oder 
wenn  ein  mit  jener  Oeffnung  congruentes  dunkles  Schirmchen 
auf  einer  solchen  Platte  befestigt  ist,  so  findet  im  Punkte  (f,  r) 
des  Bildes  im  ersten  Falle  die  Excursion 

Statt,  ini  Bwelten  Falle  aber  die  folgende;  - 


#  sin(/i  — iV+yj? +  ry).dyAr 


—OD  —OD 

— K.Jf6in(p — N  +  gx  +  rff).dydx'» 

welche  sich  nur  durch  den  Phasennnterscjbied  N  und  durch  ihre 
mit  £*  verkleinerte  Amplitude  von  denjenigen  unterscheiden,  welche 
bei  Weglassung  der  Platte  stattfinden.  Die  Intensität  des  Bildes 
selbst  erscheint  bloss  durch  den  unveränderlichen  Faktor  JK^  ge- 
scbwächti  ohne  sich  mit  der  Dicke  der  Platte  oder  mit  der  Wellen- 
länge  des  einfallenden  Lichtes  zu  ändern. 

9.  10.   In  den  beiden  Doppelintegralen 

JJeoBiqx  ■\- ry).dydxzs.  C    und   jQ^sin (gx  +  ry) ,dydx  =  5, 

,  auf  deren  Kenntniss  die  Beantwortung  aller  bisher  berOhrten  Fra- 
gen zurfickgefQhrt  ist,  kann  eine  der  beiden  angedeuteten  Inte, 
grationen,  z.  B.  die  nach  y,  ohne  Anstand  ausgeführt  werden. 
Man  erhält: 

/P  dx  PP  dx 

y>s\ii{gx^ry^^J       y  9\n{qx ^ ry{) z=  T^-^ F^  , 

a  a 

—  .Q08(gx+ry^+J      —  .cos(jj:  -^ry^)  =  i;^  -f  -T^, 

ff  '  a 

wenn  man  unter  yi  und  ^a  die  Ordinaten  der  untern  und  der  obern 
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Beogungscurve,   uuter   n  und  §  aber   die  äubsersten    Abscisaen- 
werthe  der  Oeffnung  versteht. 

Man  bemerkt  sogleich,  dass  die  Herstellung  obiger  Integrale 
in  geschlossener  Form  immer  möglich  ist  bei  gradlinig  begrenzten 
Oeffnungen.  Die  interessantesten  Fälle  dieser  Art  hat  Schwerd 
in  seinem  ausgezeichneten  Werke:  y^Die  Beugungserschei- 
nungen,  aus  den  Fuitdamentalgesetzen  der  Dndala- 
tionstheorie  analytisch  entwickelt 'Von  F.  M.  Schwerd. 
IVlannheiro  1835*%  nach  anderer  Methode  zwar,  aber  so  mdster. 
haft  und  erschöpfend  behandelt^  dass  wir  uns  hier,  aaf  daa  ge- 
nannte Werk  verweisend;  eine  Wiederholung  derselben  erlasset 
dürfen.  Wenn  wir  nun  trotzdem  die  Discussion  der  von  einer 
parallelogrammatischen  Oeffhung  erzeugten  Erscheinung  hier  fol- 
gen lassen,  so  geschieht  diess  zur  Bequemlichkeit  des  Lesen, 
weil  wir  im  Verlaufe  dieser  Abhandlung  auf  dieselbe  zurfickn* 
weisen  genöthigt  sein  werden. 

§.  11.  üa  wir  dem  rechtwinkligen  Axenkreuz  in  der  Scbinn* 
ebene  eine  beliebige  Lage  geben  können,  so  verlegen  wir  seioen 
Anfangspunkt  in  deA  Diagonalendurchsehnitt  des  Parallelograma» 
und  nehmen  die  a:-Axe  senkrecht  zu  dem  einen  Seitenpur. 
Dann  sind 

.     ya  =  «^  +  4/5, 
;y,  =  «j;  -  \ß 

die  Gleichungen  der  beiden  Geraden,  welche  die  Oeffnung  obeo 
und  unten'  begrenzen.  Substituirt  man  diese  Werthe  in  die  In- 
tegrale C  und  S,  und  formt  die  unter  den  Integralzeichen  vor- 
kommenden Sinus  und  Cosinus  um,  indem. man  den  mit  x  behaf- 
teten Theil  des  ßogens  von  dem  constanten  trennt,  so  erhSlt  mas, 
wenn  7. die  Entfernung  der  zur  Abscissenaxe  senkrechten  Seiten 
bezeichnet : 

6  =  2. '  f  cos(9  +  «r)ar.rfa: 


I 


y 


und 


^      ^  sin  },ßr      r^ly    .    ,     .      .      j 
Ä  =  2 . ^  .    #  sin  (</  +  ttr).T .  dx ; 

da^  Integral  5  verschwindet,  wie  man  leicht  sieht,  zwischen  den 
Grenzen  — \y  und  ■\-\y,  so  dass  nur  das  Integral  C  auszuwertben 
übrig  bleibt»  welches  ohne  Weiteres 


'   der  Beugung  dee  lichte,  fjffl 

sin  ifa   »inly(gr  +  cr) 

""  ^y '    «^ÄA-i  •  •    «y(a  +  a6)A-i  .  ""  "^ 

gefunden  wird.  Fuhrt  man  jetzt/  um  diesem  Ausdruck  eine  be- 
queme Gestalt  zu  geben»  statt  der  ^rechtwinkligen  Coordinaten  a, 
b  schiefwinklige  Coordinaten  a\  ö*  ein,  deren  Ordinatenaxe  senk- 
recht steht  zu  dem  zweiten  Seitenpaar  des  Parallelogramms,  wäh- 
rend roao  die  Abscissenaxe  :  senkrecht  zu  dem  ersten  Seitenpaar 
beibehfilty  so  findet  man  a'  =  a4-«6  und  6  gleich  dem  Produkte  ans 
V  in  den  Cosinus  des  Winkels«  dessen  Tangente  ^a  ist;  fasst 
BMiii,  nachdem  man  diese  Werthe  eingesetzt  hat»  ß  mit  dem  ge- 
nannten Cosinus  zusammen  und  bezeichnet  dieses  Produkt»  wel- 
ches nichts  anderes  ist»  als  die  Entfernung  des  zweiten  Seiten- 
paares» mit  d,  80  hat  man  schliesslich»  wenn  man  auch  noch  den 
Flficheniuhalt  ßy  des  Parallelogramms  =  l  annimmt: 

_  /sin  nya'k-^y  /6\nn6b'k-^y 

Bedeuten  fi  und  v  unabhängig  von  einander  alle  positiven  und  ne- 
gativen ganzen  Zahlen,  so  verschwindet  der  erste  Faktor  für 


der  zweite  Faktor  aber  fOr 


Y 


so  lange  nur  fi  und  v  nicht  Null  sind.  Durch  diese  Gleichungen 
sind  demnach  zwei  zu  den  Axen  parallele  Systeme  völlig  dunkler 
Geraden  vorgestellt,  welche  die  Projektion  des  Beugungsbildes 
in  parallelogranimatische  Felder  zerschneiden,  die»  der  parallelo- 
grammatischen  Oeffnung  ähnlich,  gegen  dieselbe  um  90^  gedreht 
erecbeinen.  Nimmt  man  aber  v»  also  auch  6-»  gleich  Null,  so 
erhält  man»  weil  der  zweite  Faktor  gleich  1  wird,  die  Intensität 
auf  der  Abscissenaxe: 

/8iii«y«'i-i\« 
and  ebenso  diejenige  auf  der  Ordinatenaxe  für  ii'=:0: 


398 


Lommei:    Beitrag  %ur  Theorie 


Man  braucht  demnach,  um  in  einem  beliebigen  Punkte  a',  6' 
des  Bildes  die  LichtstSrke  kennen  zu  lernen,  nur  die  IntensitSteo, 
welche  auf  deq  Axen  den  nämlichen  Coordinaten  entsprechen,  mit 
einander  zu  multiplicireu,  und  da  die  Ausdrücke,  welche  diese  In- 
tensitäten vorstellen,  alle  beide  die  nämliche  Form  haben,  so 
braucht  «man  nur  die  Werthe  von 


m 


iiKralle  Werthe  von  x  so  berechnen,  mid,  wie  Schwerd  es  h 
o-bengenannten  Werke  gethan  hat,  in  eine  Tabelle  snaammemv- 
stellen;  man.  kann  alsdann  mit  Hilfe  dieser  Tabelle  llBr  jedei 
Punkt  des  Bildes  die  Lichtstärke  sofort  angeben.  In  der  fo^(it- 
den  kleinen  Tabelle  sind  die  Maxima  jenes  Ansdracks  aufgeMft 


X 

1 

X 

m 

0»  0' 

0» 

0.000000 

■  Hl    tu 

4.493409 

257«  27' 

12" 

Oj047I9O 

7.725252 

442  37 

28 

0.016480 

10.904120 

624  45 

36 

0.008340 

14.066194 

805  56 

1 

0.005029 

17.220753 

986  40 

36 

0.003361 

20.371302 

1167  11 

23 

0.002404 

23.519446 

1^7  33 

55 

0.00180» 

26.666054 

1527  51 

9 

0.001404 

Man  siebt,  d.ass  die  Maxima  den  Punkten,  deren  Abscissen 
einer  ungeraden  Anzahl  von  Quadranten  gleich  sind,  um  so  nSker 
rficken,  je  weiter  man  auf  der  a;*Axe  vorwärtsschreitet. 

§.  12.  FSr  krummlinig^  begrenzte  Oeffnungen  können  die  li- 
tegrale  C  nnd  iS  in  geschlossener  Form  nicht  angegeben  werdtti. 

Bei  einer  kreisförmigen  Oeffnung  zeigen  offenbar  alle  durch 
den  Mittelpunkt  der  Bildprojektron  gezogenen  Geraden  die  nämliche 
Reihenfolge  von  Intensitäten^  es  genügt  daher,  bloss  eine  dieser 
Geraden,  z;B.  die  Abscissenaxe  selbst,  näher  zu  untersuchen. 
Setzt  man  zu  dem  Ende  in  den  Integralen  C  und  S  die' Ordinate 
r  =  0,  so  bemerkt  man,  dass  das  Integral  S  verschwindet,  das  In- 
tegral C  aber  die  Form 


« 
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O  V 

.    =4«../Vrr;-..[i-(5^+5«f:!?_....j 


O 


inimmt«  wo   R  den  Halbmesser  der  kreisßirmigen  Oeffnung  be 
eatet.    ?9u^  ist  aber: 


/ 

41 


1  - l/*ia     9s 


i  dtss  nvaiiy  wenn  auch  nocb  x  an  die  Stelle  von  Rq  and  der 
iScbeniohalt  Rht  der  Oeffnang  gleicli  1  gesetzt  wird,  scbliess- 
:li  erbftit: 

/>      f      i      3  «»^3.5  a:*     3.5.7   «•  .    .  . 

C-^  =  1- j. ^+j-^.  gl -j-jj-g.^ +  -....  in  lol. 

;ne  unendliche  Reihe,  welche  ftlr  jeden  Werth  von  x  convergent 
ty  «ad  die  Werthe  von  J  and  J*  niit  beliebiger  Genauigkeit,  und 
Ir  kleinere  Werthe  Ton  x  auch  nri^  grosser  Be^^vemlicbkeit,  tu 
drechnea  erlaubt. 

Scbwerd  bat  statt  des  Kreises  das  eingeschriebene  regei- 
Sssige  180-  Eck  berechnet.  Die  so  gefundenen  Werthe  stimmen 
jt  demjenigen  der  obigmi  Reibe  sehr  gut  überein. 

MuRwerthe  der  Funktion  J  finden  Statt  bei  folgenden  Wertheii 
m  x:  V 

3.832 

7.014 

10.172 

lS-322 

m.471. 

§.  13i  Ohne  auf  die  Discussion  der  von  speciellen  Oeffnun- 
90  hervorgebrachten  Erscheionr^en  weiter  elnsifgeben,  wollen 
Ir  noch  einige  allgemeine  SStze  ercktem,  welche  sich  avs  der 
lossen  Form  der  Integrale  C  und  S  ergeben. 

MoltIpKcirt  man  in  den  Integralen  C  nnd  8  Aes  §.  10.,  nach- 
sm  man  zuvor  r'  an  die  Stelle  von  r  gesetzt  hat,  die  Ordinaten 
I  und  ya  der  beiden  Begrenznngscurven  mit  einem  constanten 
aktor  £*,  so  erhdit  man:  # 


^  .  • 


.j* 
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o  a 

S'  =  —  /      -p  . cos (qa:  +  r'Ky^  +  /      y  .cos (qx -f- r '%| ) - 

a  o 

Setzt  man  nrinn  r'  =  p,  so  uiitersctieiäen  sich  diese  Integrale 

vou  den  ursprfinglichen  C  und  S  bloss  dadurch,  dass  sie  Doch 
mit  K  multiplicirt  erscheinen.  Kann  daher  eine  Oeffnung  dadurch 
von  einer'  andern  abi^eleitet  werden,  dass  man  s&mratliche  Ordi- 
naten  dieser  letzteren  mit  einem  coiistanten  Faktor  K  versieht, 
so  erhält  man  das  Bild  jener  ersteren  aus  dem  der  letitereo, 
wenn  man  seine  Ordinaten  mit  djer  nämlichen  GrSsse  K  dividht; 

die  Amplitude  des  Punktes  {q,  jz)  im    neuen   Bilde    ist  alsdanp 

von  derjenigen  des  Punktes  (q^  r)  im  ursprfinglichen  Bilde  oor 
durch  den  Faktor  K  verschieden,  welcher  das  Verhältniss  der 
Flächeninhalte  der  beiden  Oeffnungen  ausdrfickt 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  lässt  sich  z.B.  die'ErscheiooDg, 
welche  eine  elliptische  Oeffnung  hervorbringt,  leicht  auf  die  von 
einem  Kreise  herriihrende  zurückfuhren.  Multiplicirt  man  nämlich 
die  Ordinaten  des  Kreises  mit  einem  Faktor  JT,  der  grösser  ist 
als  1,  so  geht  der  Kreis  dadurch  in  eine  Ellipse  fiber,  deren 
grosse  Axe  in-  die  Ordinatenaxe  zu  liegen  kommt;  dividirt  man 
gleichzeitig  die  Ordinaten  des  Beügungsbildes  mit  K,  so  verwan* 
dein  sich  die  bellen  und  dunkeln  Kreise,  welche  von  der  kreis- 
runden Oeffnung  erzeugt  waren,  in  Ellipsen,  welche  untersteh 
und  der  elliptischen  Oeffnung  ähnlich  sind,  deren  grosse  Azen 
aber  in  die  Abscissenaxe  fallen;  die  Amplitude  eines  jeden  die- 
ser elliptischen  Ringe  ist  JTmal,  seine  Lichtstärke  folglich  iT^mal 
so  gross  als  die  des  entsprechenden  Kreisringes,  weil  auch  der 
Flächeninhalt  der  elliptischen  Oeffnung^J^mal  so  gross  ist  als. der- 
jenige der  kreisförmigen  Oeffnung,  von  welcher  sie  abgeleitet 
wurde. 

^  §.  14.  Setzt  man  y^^yi-i- h,  d.h.  nimmt  man  die  obere 
BegrenzuDgscur.ve  eines  Spaltes  der  unteren  parallel  an,,  so  er- 
hält man: 

C=  sin hr .  2;,  — (I— cosAr) .  Fj  =  2sin  lÄr.{cos  Ihr .  2?|  —sin  JAr .  Fj), 

iS  =  sinÄr.  Fj  +  (1— cosAr).  -Sj  =2sin  JAr.  (cos  jAr.  F,  +siniilr.2^); 

fol^ich 
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J«=48in«4Är.(/i«+ A«). 

Id  diesem  Ausdruck  hängt  blos  der  zweite,  eingeklammerte^  Fak- 
tor von  der  Natur  der  Begrenzuogscurven  ab,  nicht  aber  der  erste; 
dieser  enthält  dagegen  die  Entfernung  h  der  beiden  Grenzcufven, 
von  welcher  jener  v5llig  unabhängig  ist  Da  nun  s:n  \hr  =  0  wird 
für  Ar=2v9r,  so  erscheint  inr  Beugungsbild  ein  System  völlig  dunk- 
ler gerader  Linien,  welche  zu  den  Rändern  des  Spaltes  senkrecht, 
also  parallel  zur  Abscissenaze,  verlaufen  und  sämmtlich  in  der 
Gleichung  .  ^ 

enthalten  sind;  jede  derselben  ist,  wie  man  sieht,  von  der  näch- 
sten um  eine  Grösse  entfernt,  welche  der  Wellenlänge  direkt,  der 
DiSsrenz  der  Begrenzungsordinaten  aber  umgekehrt  proportie^al 
ist    Nur  Air  v=0  (oder  rsO)  erhält  man  keine  dunkle  Linie, 

indem  J*  (Br  diesen  Werth  die  Form  g  aqnimnit.   Bestimmt  man 

diesen  g  Werth  nach  der  gewöhnlichen  Methode,  so  findet  man 
filr  r  =  0: 


,i    • 


Daraus  ergibt  sich  aber,  dass  jeder  Spalt,  dessen  untere  Begren* 
sungscurve  der  obern  coogruent  und  parallel  ist,^  auf  der  durch  die 
nidmitte  senkrecht  zu  den  Rändern  des  Spalts  gezogenen  Gera- 
den genau  die  nämliche  Erscheinung  zeigt  wie  ein  parallelogram- 
roatiMher  Spalt  von  der  nämlichen  Breite  und  Rapcllänge. 

§.  15.    Hat  man  Hlr  irgend  eine  Oeffnung 

^  S=-^a+21; 

und  daraus 

gefunden,  und  ändert  man  die  Oeffnung.  jetzt  dadurch,  dass  ipan 
der  Ordinate  y^  ^^^  oberen  Begrenzungscurve  eine  constante 
Grösse  h  hinzufügt,  so  ergibt  sich: 

C  2=     cos  Ar .  li  +  sin  hr.2^ —  Ti , 

iS'  =  -  cos  Ar .  £2  +  8«n  kr.r^  +  Si; 

«  • 
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und  hieraus:  ^ 

KeoDt  man  daher  nir  die  ursprüngliche  Oeffnang  die  Intograk 
lif  r^,  £i,  £%9  so  Icann  man  mit  Hilfe  dieser  Formel  die  Bei* 
gangserscheinnog  der  zweiten  Oeffnang  leicht  bereeboen.  B^ 
merkenswertb  aber  ist^  dass  dieser  Aasdm'ck  dem  fSr  die  eisiere 
Oeffnung  geltenden  gleich  wird»  so  oft  sin  Ar =0  und  gleichseif^ 
cosAr=-f  1  ist,  also  sobald  man  bat: 

Zieht  man  demnach ,  in  dem  ersten  vnd .  ih  dem  zweiten  Beo- 
gnngsbild»  das  in  vorstehender  Gleichung  enthaltene  System  ?#• 
cur  Abscissenaxe  parallelen  Geraden»  so  ist  jede  dieser  Geraden 
im  zweiten  Bild  hinsichtlich  ihrer  Belencbtong  vollkommen  iden- 
tisch mit  der  entsprechenden  Geraden  des  ersten  Bildes«  Nir 
die  Abscissenaxe  selbst  entzieht  sich  diesem  Gesetz»  indem  Ar 

r  s=  0  der  obige  Ansdmck  fiir  J'^  die  Form  g  annimmt  Bereck- 
net  man  aber  fttr  diesen  Fall  J'^  direkt»  so  findet  man  zanlchft: 

/ß 
(Sfn  +  A — ^i) .  sin  gx .  dx 

a 

folglich : 
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I  geht  aber  herror,  daiw  die  Beleuchtung  der  Abacissen- 
\r  In  jenen  Punkten  mit  der  orsprOnglicben  Obereinstimmt, 
chen  ein  paralielogramniatiecher  Spalt  von  gleicher  Breite 
)  gegebene  Oeffnung  völlige  Dunkelheit  hervorbringen  ivUrde. 
en  Punkten  aber,   welche  bei  der  ur8prtfnglichen  OeSnung 

erschienen  (für  welche  C  und  S  gleichzeitig  verschwin« 
lerrscht  jetzt  diejenige  Beleuchtung»  welche  ein  parallele- 
atischer  8[{alt  von  der  nämlichen  Breite  und  der  Randlänge 

erzeugen  würde.  # 

16.  Für  das  Beugungsbild  eines  Spaltes»  dessen  obere 
iznngscurve,  gegeben  durch  die  Gleichgng  yzzfXß)^   der 

II  congment  und  parallel  ist,  fanden  wir  in  \,  |4.,  wenn  auch 
geschrieben»  den  Ausdruck: 

/  9\n{qx  •{•Ty)dx\ -{-[  j     "^  cos {qx  •\-ry)dxj  J> 

'  yi  y» 

spter  A  die  Ordinatendifferenz  der  beiden  Begrenzungscur- 
ater  yi  und  y»^!  aber  die  Abscissen  der  Ränder  des  Spal- 
rstanden  werden.  Zerlegt  man  je^  die  Oeffnung  durch 
ich  nahe  auf  einander  folgende  Ordinaten  in  unendlich  viele 
le  Streifen,  so  können  alle  diese  Streifen  als  Parallelogramme 
ihen  werden,  deren  Begrenzungslinien  durch  die  Gleichungen 

m  sind,  während 


)t  werden.     Man  erhSit  alsdann,  weil  y^ — yi  unendlich  klein 
it  wird,  für  den  ersten  Streifen: 


2T 
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s\n{qx'^ry).dx=^  j      sin((9,-|-<'if*)^-f  Al*')*<^ 


yi  yi 


sib  |3|r 
cos  |3f  t* 

—  ;j^:|:^(co8ya(^+cifir)  — co«y4(9+air)) 

cos  jSi  f* 

Auf  analoge  Weise  fiodet  man:  , 

/Vt 
cos  (qa:+ry).da: 

Vi 

Führt  man  die  Integration  fflr  die  folgenden  Streifen  auf  die  oSn 
liehe  Art  durch,  so  ergibt  sich  zuletzt: 

/     "      sin(qx  +  ry).dx 

+  (yn+i-y«) .  ^(y^^y^)(y^^y/  •  8»n  [ J(y«+i  +  y«)  (q+anr)+  M. 
Für  das  andere  Integral 

/  co8(9a?-f-ry).'c2a: 


y* 


erhält  man  eine  Summe,   welche  sich  von    der  vorhergehendei) 
blos  dadurch  unterscheidet,  dass  im   letzten  Faktor   eines  jeden 
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Gliedes  ein  Cosiouszeichen  ao  die  Stelle  des  Sinaszeicheos  ge- 
treten ist. 

Addirt  man  jetzt  die  Quadrate  der  beiden  Integrale/ so  er- 
bfilt  man: 


••+(y-+i-y.)  •  U(j%+.-y.X» W)V 
t^yt   nKu-y,)\  i(y,-^,)(y+«,r)  ^A  Kn-niii  +  <v)  ) 

><co«[;(y,-yi)(y +  a,r)— 4(y,-y,)(,+«ir)  +  OJ,-ft)r]  +  ....]• 

Da  nun  die  Endordinate  eines  jeden  parallelogrammatiscben  Strei. 
ens  mit  der  Anfaogsordinate  des  nSchstfolgenden  zusammenföllt, 
lo  ergeben  sieb  aus  den  desswegen  stattfindenden  Bedingungsglei- 
:hangen : 

^ys+A  =  ^HM-ß%>  «ays+Z^«  =  «sys+A»  ••••  ««-lyÄ+fti-i = «*>^ + ^ 

lle  folgenden  Relationen: 

^— A=ya(ai— o«)»  A-A=y>(«i— «Ä)+ys(«a— «a)» 

^8— A=y8(ö«— «•).  1?4-A  =y«(ai— «»)+y8(«»— «8)+y4(«a— «4)> 

U-j3«-4=fi(aii.i-orn) ,  Ar-A===y2(tti-<>^478(<%-«^)+.-4-yfl(ai«--i-Ofi)- 
letzt  man  jetzt 

nd  bestimmt  a  aus  der  Gleichung: 

^  +  «r  =  0, 

9  erlangt  im  Ausdrudc  J^  jeder  Summand  der  eckig  eingeklam- 
lerten  Summe  seinen  grossten  Werth,  die  Intensität  selbst  er- 
ficht also  Ihr  Maximum: 


j.  =  A».(y.H-r.)'.C-^'y- 
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Dabei  M  die  (Mbrnng,  mit  BeibehaHw«  ikrcr  miiilugtiilnjB 
Breite  ood  Randlio^e,  io  m  ParallelograBa  abeiRCg— gMi>  4et- 
«eo  obere  oed  oatere  B^greau^sliBie  eeekredit  «tebee  u  der 
Geradeo ,  irekbe  deo  Pmkt  (q,  r)  der  BUdprojektioa  mH  den 
Coordioateaanfang  Terbiodet  WUI  ann  dabcr  aiitteUt  eines  Spal- 
tes TOD  i^egeiieDer  Breite  «od  gegebeaeai  FlIebeoiBkalt,  weÜer 
obeo  ond  ooteo  toq  ParalMciirvea  begreoat  seia  aoO»  anf  ciMi 
iieiiebigeo  Pookt^  des  BeugaagalHldea  eine  ai^tiebat  ffroase  Lkht- 
meage  werfeo,  ao  braociit  aian  de«aelbea  aar  eine  parallelog|faB- 
laatiaclie  Gestalt  za  geben,  and  die  Kiehtvag  der  geraden  Bcgm- 
zongslioien  so  zu  wiblea,  dasa  jeaer  Pnakt  in  die  eine  Haaptixe 
des  vom  Parallelogramm  erzeogten  Bildea  an  E^en  komart.  . 

$.  17.  Aufgabe«  In  eiaeai  dnakaki  Scbinn  werde  ein  Spak 
von  der  Breite  ß  —  a  angebracht;  nan  aoU  die  Carvea,  «rekle 
ihn  oben  nod  nnteo  l>egrenzen,  ao  wihlen,  dasa  die  im  Pttakt 
(g,  r)  deB  Bildea  benrorgebraebte  UehtstSrfce  ein  Maxtmnm  werde. 

Bezeicboet  man,  wie  in  6. 10.» 


mit  C,  ond 


-   /  —  [co8(^j:+i3r,)  — cosC^ar  +  ryi)] 


mit  #S,  so  stellt 

die  IntensiUt  im  Punkte  (g,  r)  des  Bildes  vor.  Soll  dieselbe  di 
Maximum  (oder  Mioimuro)  werden,  so  muss  die  Variation  voo  P 
verscbwindeo,  wodurch  man  die  Gleichung 

CTC  +  5dS=:0 

erhält.    Nun  ist  aber 

dC=  /     [cos  (gx  +  Ty%).6if^-^eoB(ggS'i^Tffi).6jfi]dx 


=  /     (ctdva  —  Cj  öifi) .  dx 


und 
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ff 

-  a 

a 

Da  die  befltiinniten  Integrale  C  lud  5  von,  :r  unabhängig  eind». 
lo  kann  man  mit  ihnen  unter  die  Integralselchen  von  iC  und  iS 
lipelnmoltipliciren,  wodorch  man  erhält: 

Setst  man  jetxt,  am  dieses  Integral  zum  Verschwinden  zu  brin- 
gen ^  die  Faktoren  der  wiilkflhrllchen  Varlatfonen  S^  und  iy^ 
rinzeln  der  Null  gleich,  so  erhält  man  snr  Bestimmung  der  beiden 
Begrenzungscurven  die  zwei  Gleichungen: 

GaC+itS  =  0    und    CiC-f5iS=0. 

K^B  denselben  ei^bt  sich  ohne  weiteres  die  Relation: 

*  =  * 

ider: 

tg  (qx  +  rya  =  if^{qx  +  ryO, 
voraus  man  schliesst: 

.v«,=yi  +  7» 

L  b.  die  Ordinaten  der  beideo  Begrenzungscurven  dürfen  sich  nur 

Vit      vX 
ran  eine  constante  Grosse  — (==ör)  ^on  einander  uiiterscheiden, 

ider  die  beiden  Curven  mOssen  congruent  und  parallel  seib.  Nach- 
lem  diese  festgestellt»  fallen  obige  zwei  Gleichungen  in  die  einzige 

C 

tang(9a?+ry)=-^ 

zusammen»  welche  alle  möglichen  LQsungen  der  Aufgabe  in  sich 
(chliesst.  Nun  ist  aber  der  Quotient  zur  Rechten  nach  x  con- 
»tant,  also  muss  qx-i-rff  ebenfalls  constant  sein;  die  gesuchten 
Segrenzungsiinieo  können  demnach  nichts  anderes  sein,  als  gerade 
Liinien,  welche  zu  deijenigen,  die  den  Coerdinatenanfang  mit  dem 
Punkt  (9»  r)  des  Bildes  verbindet»  senkrecht  stehen.    Die  eben 


t 
/ 
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genannte  (gerade  ist  aber  eine  der  Haaptaxen  des  Bildes,  wel 
ches  von  dem  durch  die  vorbin  bestimmten  Begrenzoogslioien  mü 
den  Rändern  des  Spalts  gebildeten  Parallelogramm  erzeugt  wird. 

Nimmt  man  in  der  bereits  gefundenen  OrdinfatendiiFerenx  —  der 

beiden  Begrenzungslinieo  v  gerade ,  so  wird  die  Intensität  ia 
Punkte  (g,  r)  Null,  und  man  hat  ein  Minimum  vor  sich;  die  Ha* 
xima  treten  iein  für  die  un^radeti  W^tthe.voin  v;  es  fkUt  atedtai 
der  Punkt  (q,  r)  in  einen  jener  Punkte  der  Hauptaxe,  flir  welche 

-)'   seinen    grossten  Wert! 

erreicht,  also  nicht  in  jene  Punkte,  fflr  welche  dieser  Aosdreck 
selbst  ein  Maximum  wird. 

Die  grusste  Intensität,  welche  durch  einen  Spalt  von  der  Breite 
ß — a  im  Punkte  (o,  r)  erzeugt  Werden  kann,  ist  demnach 

• 

sie  ändert  sich,  wie  man  leicht  bemerkt,  nicht,  wie  gross  oder 
wie  klein  man  auch  das  ungerade  v  nehmen  mAg*  Sievemia- 
dert  sich  aber,  wenn  man  eines  der  so  eben  bestimmten  Paral- 
lelogramme (durch  paralleles  Verschieben  einer  Grenzlinie)  etwas 
vergrussert  oder  verkleinert,  oder  wenn  man  seinen  Begrenzung»* 
linien  anders  gerichtete  Gerade  oder  beliebige  Corven  substitniri 

§.  18.  Ein  dunkler  Schirm  sammt  seiner  Oeffhung  werde  U 
seiner  Ebene  parallel  verschoben,  so  dass  der  frflher  im  Ursprung 
liegende  Punkt  die  Coordinaten  Xq,  yo  bekommt,  so  sind  jetit 

x'  =  xo+x,   y'  =  yo+y 

die  Coordinaten  desjenigen  Punktes  der  OeflFnung,  welchem  vo^ 
her  die  Coordinaten  x,  y  entsprachen,  und  die  Ausdrücke: 

jÖ^cos  (^a?' +  ry ) .  dyAr  =  C , 

jQ'sin  (qx^  +  ryO  •  dydx  =  S' , 

wo^  nach  beendigter  Integration,  die  nämlichen' Grenzen  wie  in 
C  und  S  angenommen  werden  müssen,  sind  jetzt  die  Composan- 
ten  der  Amplitude,  welche  im  Punkte  (g,  r)  des  Bilden  stattfindet 
Nun  ist  aber 

C  =  jT'cos  (y^To  +  ryo  +  gx-{-ry).  dydx 

=  cos  (gxQ  -f  ryo  'Jf^^^  (g^  4-  ry) .  dydx 

—  sin  igxo + ryf^Jf sin  {gx  +  ry) ,  dydx  =  cC^  sS 
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unil  «iienso 

S'i=zcSVsC. 
Mao  erhält  demnach: 

d.  h.  eine  uud  dieselbe  Oeffnang  bringt  stets  diea.eibe  Licht- 
erscheiniing  hervor,  au  welcher  Stelle  des  Schirmes  sie  auch  an- 
gebracht sein  mag,  wenn  sie  nur  in  allen  Lagen  ihrer  ursprdng- 
lieben  Lage  parallel  bleibt.  Wir  hätten  die  HerJeitang  dieses 
Satzes  unterlassen  dfirfen.  indem  sich  derselbe  bereits  bei  unsern 
einleitenden  Betrachtungen  (§.  1.)  auf  die  einfachste  Weise  ergab, 
wenn  wir  nicht  die  eben  gefundenen  AosdrOcke  zur  Berechnung 
der  Erscheinung,  welche  durch  eine  beliebige  Anzahl  unter  sich 
congrueoter  Oeffnungen,  deren  homologe  Linien  parallel  sind, 
hervorgebracht  wird,  benutzen  wollten.  Jede  der  beiden  Compo- 
santen  O  und  5'  wird  nämlich  jetzt  in  so  viele  einzelne  Integrale 
zerfidlen«  als  Oeffnungen  vorhanden  sind;  man  bemerkt  aber  nach 
der  vorhergehenden  Entwickelung  leicht,  dass  diesen  Integralen 
folgende  Form  zukommen  muss: 


cS^sC 
c'S^s'C 


wo  z.  B.  unter  c'  und  $*  beziehlich  cos(9^o''f  r^oO  und  ^if^iqx^ -^ty^) 
zu  verstehen  ist.    Man  erhält  daher: 

5'==(c  +  c'  +  c^)+....).Ä  +  (s  +  s'+j''+....).C=CiS  +  siC. 

Die  Lichtstärke,  welche  im  Punkte  {q\  r)  des  Bildes  auftritt, 
ist  folglich: 

Um  dieselbe  zu  erhalten,  braucht  man  also  nor  die  von  ein^r 
einzigen  Oeffnung  im  nämlichen  Punkte  erzeugte  Intensität  mit 
einem  Faktor  Ci^-\-ii^  zu  mnltipliciren,  welcher  von  der  Anzahl 
und  Jtex  Gruppirung  der  Oeffnungen  in  bekannter  Weise  abhängt. 

Hat  man  statt  der  Gruppe  von  Oeffnungen  jetzt  eine  ganz 
gleiche  Gruppe    dunkler   Schirmchen,    welche  jenen  Oeffnungen 


4 
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congnient  sind,  so  muss  man  die  so  eben  berecboeteo  Coiipo- 
santen  C  und  S'»  um  die  neuen  zu  erbalten,  subtrahiren  bezieh- 
lieb  von  den  Integralen 

/+«/*+«  /»+«/*  4-« 

/         coH{qx-\-ry).diidx  und  #         /         B\Ji{qx-\-ry).d^dx, 

—OD        -*ao  ^flD        —OD 

welebe,  so  lange  nur  q  und  r  nicht  gleichzeitig  Null  slod,  ver- 
schwinden. Die  jetzigen  Composanten  der  Amplitude  unterschei- 
den sich  daher,  wenn  q  und  r  nicht  gleichzeitig  Null  sind,  von 
den  vorigen  blos  durch  das  entgegengesetzte  Vorzeichen ,  wSh- 
rend  die  LichtstSrke  selbst  vollkommen  identisch  ist  mit  der 
früheren.  Für  den  Mittelpunkt  des  Bild'eSs  (wo  ^  =  r  =  0  ist) 
dagegen,  in  welchem  sich  die  direkten  Strahlen  vereinigen,  h«t  man 

/4-0O  /^-Hd 
I         dydx^nffdydx    und    <$'  =  0, 

-oor      -CD 

wenn  n  die  Anzähl  der  vorhandenen  Sefairmcben  angibt,  llas 
Integral 


rfä^^ 


—OD        —OD 

drückt  die  Amplitude  aus,  welche  im  Brennpunkte  des  Fernrohrs 
stattfinden  würde,  wenn  gar  kein  Schirmcben  vorhanden  wäre; 

ist  somit  die  Intensität  desXicbtes,  welches  überhaupt  direkt  in 
das  Fernrohr  eindringt 

§.  19.    Sind  die  n  Oeffnungen  (oder  Schirmchen)  längs  einer 
geraden  Linie  in  gleiche  Abstände  gestellt,  so  dass  man  hat: 

^0  =  ^o>  V  =  ^0  +  S,  aro"  =  OTo  +  2{, . . . .  a?o^»-i^  =  a:o  +  (» — l)i; 

yo— yo>  yo'='yo  +  «?>  yo''  =  yo+2i?, ....yo^*-*^=yo+(»»-ih; 

so  bilden  die  Bogen  der  mit  c  und  %  bezeichneten  Cosinus  und 
Sinus  eine  arithmetische  Progression,  und  die  Reihen  if|  and  i| 
lassen  sieh  mit  Hilfe  der  Feimeln 

cos  a:^-  cos  {x  +y)  +  cos(a:  +  2y)  +  ....+  co8(a?  +(n  —  l)y) 

sin^n^        ,       n— 1   ^ 
=  "lüTi    •  cos  yx  \     Q    y) 

und 


ätT  Beugung  de»  UchU. 


Ina: +  »in(3:+y)+siii(a;  +  '2y)  +  ....  +  Bin(j:  + («—!)#) 
sinänv    ■    .        " — 1   , 

atren.     Man  liiidet  «o: 


•ioUyl  +  rij) 
X  (S,  ro8  (93:0+1^/0+*^  (9H")))+C.  Bin  (yzo+ry^  +  ^  (?Hr»i)))- 
f>arana  aber  ergibt  aicb ; 

Vs'nU^I  +  rq)/  V.se'nUS'S+rijV  ' 

Ig  dieser  Formel  ivfirde  der  zweite  Faktor  (n.  ■/)*  (tir  sich  allein' 
die  Lichterscbeinimg  ausdrucken,  die  eine  einzige  der  gegebenen 
OeBfonngen  bervorbringt,  wenn  so  viel  Licht  durch  sie  hindurcb- 
gebt,  als  durch  alle  n  Oeffnungen  zusamniengenommeD.  Die  von 
der  Anzahl  und  Lage  der  Oeflnungen  herrührenden  Modißliatio- 
nen  des  Bildes  sind  im  ersten  Faktor  enthalten,  dessen  bereits 
von  Schwerd  gegebene  Discussion  biei  nicht  wiederholt  werden 
soll.  Dieses  Verhatten  der  beiden  Faktoren  zu  einander  charak- 
leriairt  Schwerd  sehr  schün  in  folgenden  Worten:  „Der  zweite 
Faktor  bildet  so  zu  sagen  die  Grundlage  des  ganzen  GemSIdes; 
nur  no  dieser  Licht  anfträgt,  da  künnen  Spektra  erscheinen. 
Der  erste  Fabtor  hingegen  dient  blos  dam,  die  Intensität  der 
von  dem  zweiten  Faktor  aufgetragenen  Lichtmasae  an  bestimmten 
Stellen  zu  vermindern  oder  ganz  zu  zerstören,  und  dadurch  neue 
Formen  hervorzubringen." 

$.  20.  Längs  einer  dnrch  den  Coordinateoanfang  gelegten 
geraden  Linie  seien  jederseits  von  demselben  n  unter  sich  con- 
gruente  dunkle  Schirrocben  in  gleichen  Abständen  aufgereiht,  so 
dass  der  Coordinatenanfang  selbst  in  die  Mitte  eines  Zwischen- 
ms  zu  stehen  kommt.     Man  hat  alsdann  ZQ=:g£,  ^q^ji;,  also: 


8in  i(?4+'"»)) 


"■.inl(»S+r.Ö  ■ 
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und  ebenso 


siniC^l  +  ri/) 


Bezeichnet  man  den  Abstand  eines  Schirmchens  von  dem  nächst- 
darauffolgenden  mit  />  und  mit  q>  den  Winkel,  welchen  die  Reihe 
der  Scbirmchen  mit  <jler  a;-Axe  bildet,  so  Ist: 

|  =  )fcos9  und  fizzzysxnfp'y 
setzt  man  jetzt  auch  noch: 

^  =  dcos^  und  r  =  ^sin^, 
so  wird 

* 
Denkt  man  sich  m  solche  Reihen,  vom  Coordinatenanfang 
strahlenförmig  auslaufend^  ringsum  gleichförmig  vertheiit,  so  er- 
scheinen die  Schirmchen  längs  Kreislinien  gesteltt,  deren  Halb- 
.messer  der  Reihe  pach  Sy,  Sy,  Sy, ....  sind.  Ihre  gegenseitigen 
Abstände,  längs  der  Kreisperlpberie  gemessen,  sind  alsdann  deo 
Radien  der  Kreise  proportional  (m.  vgl.  Taf.  IL  Fig.  3.). 

Will  man  jetzt  die  Erscheinung  kennen  lernen,  welche  durch 
diese  Gruppe  von  2mn  dunklen  Schirmchen  hervorgebracht  wird, 
so  braucht  man  nur  die  Summe 

^  rein  (2fi.  ir*cos(y— »j)-! 
L  8in(4yÄcos(g>— ^))  J 

dadurch   zu  berechnen,   dass  man    in  ihrem  allgemeinen  GUede 

statt  9  nach  und  nach  Null  und  alle  unr—  von  einander  verschte- 

1» 

denen  Werthe  \^s  n  einsetzt,  und  dann  alle  so,  entstehenden  Ans-w 

drucke  addirt.    Die  nämliche  Summe  wird  offenbar  auch  erbalten, 

wenn  man  %  an  die  Stelle  -von  9)  — tp  setzt,  und  jetzt  x'alle  um  - 

von  einander  verschiedenen  Werthe  von  0  bis  n  annehmen  lässt 
Denkt  man  sich  die  Anzahl  m  der  Schirmreihen  immer  grösser 

7t 

und  zuletzt  unendlich  gross,  so  wird  —  unendUc)i  klein  t=zdx=^ßf 
und  der  Werth  der  obigen  Summerückt  immer  näher  dem 'Integrale: 

1^     /*^sin(2n.iy6cosx)    , 

ß\J         sin(}ytfcosx) 
0 


iler  Beugung  des  Uchts. 


so  gebt  dieses  Integral 


vr. 


"V(ir«)>- 


=  r/' 


"VTiyä)»- 


icheo  stehende  Faiiktioii 
''orm  ,-j  annimmt,  8o  ge- 


Obgleich    hier   die   unter    dem    Integralzi 

an  der  einen  Grenze,    fOr  x-=\y&,  die 

hurt  doch  dieses  Integral  noch  nicht  zu  den  unterbrochenen,  son- 
dern hat  einen  beslitnmtcn  Werlh,  weil  der  Exponent  des  im 
Nmner  verschwindenden  Faktors  {\y^~x)'  kleiner  ist  als  1.  Nun 
tot  aber  aus  der  Theorie  der  Fouriet'schen  Reihen  bekannt,  dass 


/>  sinfcr 
sin^r 


f{x).dx^ 


\-m 


ist,  wenn  Ji  =  co  und  A  positiv  nnd  n  gedacht  wird.  Ueuken 
wir  uns  daher  die  Anzahl  n  der  Schirmcfaen  einer  Reihe  unend- 
lich gross,  nnd  gleichzeitig  yS      2n.  «o  linden  n>ir: 


I 


r/ 


lr''sin  ii 


äx 


I 


Vc;yÄ)»- 


ij=  V^a  +  r' 


"  +  *'  =  1 


wo  (I  {gleich  dem  Sinus  des  Heugnngswiukets)  den  Radius  Vek- 
tor desjenigen  Punktes  der  Bild[irojektion  vorstellt,  dessen  Ortho- 
gonalcoordinaten  a  und  b  sind.  Führt  man  mittelst  dieser  Glei- 
chuDg  Q  an  dis  Stelle  von  d  in  obiger  Formel,  so  gebt  die  dortig« 

Bedingung  yd~2n  jetzt  Über  in  diese  yg  X,  welche,  weil  9  im- 
mer kleiner  ala  I  Idtibt,  stets  erfnllt  ist,  wenn  man  y  gleich  oder 
kleiner  annimmt  als  die  kleinste  Wellenlänge.  Nehmen  tvir  jetzt 
weiter  noch  an.  die  Sehirmchen  seien  kleine  Kreise  vom  Radius 
a.  so  mnss  ihr  Durchmesser,  damit  sich  die  dem  Coordinalenan. 
fang  zunächst  befindlichen  nicht  gegenseilig  theilweise  decken- 
kleiner  sein  als  iytli   oder    Ißy:  es  ist  demnach  a  vcrscbn'indend 
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klein  gegen  die  Wellenlänge  A,  nnd  von  der  in  §•  13.  fär  den 
Kreis  berechneten  Reihe  J  bleibt  blos  noch  das  erste  Glied  übrig, 
welches  dem  negativen  Flächeninhalt  -^a^n  des  kleinen  Kreises 
gleich  ist.  Mit  dem  Quadrate  reo  *— o*»  hat  man  d^moacb  das 
Quadrat  des  oben  äusgewertheten  Integrals  noch  zu  mnitiplicireu, 
um  den  Ausdruck  eu  haben,  welchem  die  von  der  aogenommenen 
Gruppe  kreisrunder  Schirmchen  avf  der  Peripherie  eines  mit  den 
Radius  q  von  der  Bildmitte  aus  beschriebenen  Kreises  hervorge- 
brachte Lichtstärke  um  so  näher  rfickt,  je  grösser  man  die  Anzahl 
m  der  geradlinigen  Reihen  werden  lässt.    Man  findet  so 


VW/?' 


FOr  den  Mittelpunkt  des  Bildes  aber  wird  diese  Formel  nicht 
mehr  gelten,  sond^ni  die  daselbst  stattfindende  Intensität  ist  sack 
§.  18.  ausgedrückt  durch 

wo  K  die  Amplitude  alles  Lichtes,  welches  ohne  Dazwiscbenkunfl 
von  Schimichen  direkt  in's  Fernrohr  oder  in'a  Auge«  eiolretei 
wfirde,  n  die  Anzahl  aller  vorhandenen  Schirmchen  und  das  Dop* 
pellntegral  den  Flächeninhalt  eines  einzigen  Scbirmchens  vorsteltt 
In  dem  vorliegendaii  Fall  trifft  demnach  anf  die  Bildmitte  4ie  b- 
teosität 

Man  ersieht  daraus,  wie  die  Intensität  des  direkt  einfallenden 
Lichtes  abnimmt,  wenn  die  Schirmchen  grösser  werden  und  wemi 
sie  dichter  zusammen  rdcken;  gleichzeitig  aber  wächst  die  In- 
tensität des  gebeugten  Lichtes,  wie  der  oben  für  dasselbe  aufge- 
stellte Näheruogsansdruck  zeigt  Man  ersieht  aus  diesem  ferner, 
daas,  bei  homogenem  Lichte,  die  Lichtstärke  in.  irgend  einsa 
Punkte  des  Bildes  dem  Quadrate  seiner  Entfernung  von  der  Bild- 
BMtte umgekehrt  «nd  dem  Qnadrate  der  Wellenlänge  direkt 
proportional  ist.  Setzt  man  daher  die  in  weisaen  Licht  ret» 
handene  Menge  einer  jeden  Farbe  =1^  so  werden  sich,  wenn 
man  eltoen  weissen  Lichtpunkt  durch  eine  solche  Gruppe  ver* 
eehwjndend  kleiner  Sohiroichen  betrachtet,  die  im  gebeugten  Lieht 
vorhandenen  Mengen  der  einzelnen  Farben  zu  einander  verhaitte 
wie  die  Quadrate  ihrer  Wellenlängen.  Nimmt  man  daher,  in  ge- 
beugten Licht,  das  der  Stelle  JB  des  Sonnenspektnuns  eot* 
sprechende  Roth  zur  Einheit,  so  ergeben  sich  ffir  die  fibrigen 
Fraunhoferachen  Linien  die  folgenden  Zahlen  Verhältnisse: 


der  Beugung  tiet  Uflile 

B 

1.0000 

C 

0.W44 

D 

0.7286 

E 

0.5827 

F 

0.4957 

G 

0.3880 

H 

0.3302. 

I 

^lu^f^^^beuglen  Lichte,  welches  durch  unsere  (>rappe  ver- 
chwindend  kleiner  Schirmcbeu  hindurchgehl,  norden  demnach  die 
Itrahlen  grösserer  Wellenlänge  entschieden  vorherrschen;  es  muss 
aber  eine  rilthlicligelbe  FSrbnng  zeigen,  und  zwar  durchaus  die 
fimliche  Nuance.  Nur  der  direkt  beleuchtete  Bildmitlelpunkt 
'trd  weiss  erscheinen,  seine  Lichtstärke  trübt  sich  aher  um  so 
lebr,  je  grösser  die  Schirmchen  werden  und  je  dichter  sie  zu- 
atnmenrQcken ,  wShrend  gleichzeitig  die  rölhlichen  gebeugten 
Itrablfn  an  Helligkeit  gewinnen. 

Betrachtet  man  durch  die  Gnijipe  von  Schirmchen  eine  weisse 
jicbtscheibe .  so  würde  jeder  Punkt  derselhen  für  sich  auf  der 
tildflücbe  sein  neisses  Bild  erzeugen,  vretches  von  ritthlichem  ge- 
engten Lichte  rings  umgeben  näre.  Da  aber  jeder  Punkt  des 
lildes  jetzt  von  den  rülfalichco  Ringen  der  Nacbbarpunkte  be- 
eckt wird,  so  kann  er  nicht  mehr  weiss  erscheinen,  sondern  er 
'ird  diejenige  rCthliche  Nuance  zeigen,  welche  aus  der  Mischung 
eines  weissen  Lichtes  mit  den  auf  ihn  treffenden  rüthlichen  Strah- 
;d  seiner  Nacbbarpuukte  hervorgebt.  Diese  Nflanoe  wird  aber 
lo  se  entschiedener  roth  «ein,  je  mehr  hei  dichterem  Zusam- 
lenrücken  und  t>  russer  werden  der  Schirinchen  das  direkt  einge- 
rungene weisse  Licht  gegen  das  brillanter  werdende  rüthliche  Licht 
er  gebeugten  Slrahleii  zun'icktritl.  Eine  weisse  Lichts  cheibe 
'irdalso,  durch  eine  solche  Gruppe  verschwindend 
leiner  Schirmchen  betrachtet,  eine  rüthliche  FSrbung 
eigen,  welche  um  so  entschiedener  hervortritt,  je 
rfisser  die  Scbirincbeii  werden  und  je  dichter  sie  su- 
amroenrScken;  wobei  jedoch  vorausgesetzt  ist,  dass  sie  sich 
lebt  gegenseitig  decken. 

\.  2L  Bei  der  im  vorigen  Paragraphen  angenommenen  Grup 
iiung  der  kleinen  Schirmeben  sind  die  gegenseitigen  AbslIInde 
eijenlgen,  welche  den  innersten  Ring  vorn  Radins  Jy  zusammen- 
etzen,  verschwindend  klein  gegen  die  Zwiscbenrfiume  y,  durch 
eiche  die  Schirrochen  in  den  ursprünglich  angenommenen  gerad- 
nigen  Retben  von    einander  getrennt  sind,     Ore  Vertbeilung  der 


I 
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Schirmchen  über  das  Gesichtsfeld  ist  daher  keineswegs  eine  gMch 
massige.  Um  eine  gleichmässigere  Vertheilung  wenigstens  in  der 
Nähe  des  Anfangspunktes  O  (TaLIl.  Fig.  3.)  zu  erzieleli,  denken 
wir  nns  zwischen  je  zwei  aafeinanderfolgenden  Ringen  eine  be* 
Jiebige  Anzahl  p  neuer  Ringe  eingeschaltet,  und  da  wo  sie  die 
ursprünglichen  geradlinigen  Reihen  schneiden,  mit  Scbirmchea 
besetzt.  Diejenigen  Schirmchen,  welche,  auf  einer  und  derselbea 
durch  den  Coordinatenänfang  gelegten  Gefaden  stehends  dem  vten 
Ringe  eines  jeden  Zwischenraumes  angeboren,  bilden  eine  gerad- 
linige Reihe,  welche  sich  von  der  Anfangs  des  Torigen  Paragra- 
phen betrachteten  blos  dadurch  unterscheidet,  dass  Ar  sie  jetzt 

V  V 

aro=:(i-f -)£  und  yo^(§  +  ffV  2U  nehmen  ist;  sie  liefert  daher 
die  Composante 

28in  iJiCyl  +  rij) .  cos  (in  +-)(9'| + nj) 
^~  .     «ini(y|  +  ri;)  -  ^- 

V 

Da  aber  der  echte  Bruch  -  gegen  das  unendlich  grosse  in  ver* 
nachlSssigt  werden  kann,  so  ergibt  sich  genau  wie  früher: 


und  ebenso  auch 


Es  wird  sich  daher  auch  die  Summe  JS  des  yten  Ringsystenif 
vop  derjenigen  des  ersten  gar  nicht  unterscheiden  und  man  wM 
schliesslich  für  die  Intensität  des  gebeugten  Lichtes  der  Gesamnt- 
griippe  den  Ausdruck  ,  ^ 


finden,  während  die  Intensität  des  direkten  Lichtes  durch 

▼orgestellt  wird.  Die  jetzige  Erscheinung  ist  demnach  in  quali- 
tativer Beziehung  von  der  vorigen  gar  nicht,  in  quantitativer  aber 
in  sofern  verschieden,  dass  das  direkte  weisse  Licht  noch  weit 
mehr  verdüstert,  das  gebeugte  ruthliche  Licht  dagegen  viel  brillan- 
ter erscheint  als  dort. 

Bei  der  hier  vorgenommenen  Einschaltung  von  SchirmclieB 
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ist  jedoch  der  vom  innersten  Ring,  dessen  Radiu«  ==  S^  >'*'•  ein- 
geschlossene Flächenraum  vollständig  offen  geilliehen,  »eil  eine 
Fortsetzung  des  Einschallungsgegetzes  his  zum  Mittelpunkt  O  da- 
selbst nothnendig  eine  gegenseitige  Deckung  der  Schirnichen 
hlltle  berbeirrihren  mässen.  Da  aber  dieser  offene  Raum  ver- 
8chivin<)en<l  klein  Ut  im  Vergleich  num  ganzen  .Gesichtsfeld,  so 
ist  es  gleichgültig,  ob  wir  ihn  uffen  lassen  oder  gun/  verschliessen, 
oder  ihn  nach  irgend  einem  Gesetee  mit  kleinen  Schirnich#n  er- 
l'alteit;  die  Wirkung,  welche  diese  hervorbringen  würden,  würde 
immerhin  verschwindend  klein  sein  gegenüber  der  in  den  obigen 
Formeln  enthaltenen  Wirkung  der  übrigen.  Wir  können  daher 
jene  Formeln  auch  noch  für  den  Fall  gelten  lassen,  dass  der 
kleine  offene  Kaum,  dessen  Durchniesser  kleiner  ist  als  die  kleinste 
Wellenlänge,  in  beliebiger  Weise  mit  Scbirmchen  erfüllt  sei. 

§.  22.  Nun  werde  an  die  Stelle  eines  jeilen  dunkeln  Schirin- 
chens  der  Üruppe  ein  kleines  kugeIRVrniigeif  Wapserbliiischen  eben- 
falls vom  Radius  a  gesetzt;  die  Dicke  der  Wasserschicht  in  dem- 
selben sei  verschwindend  klein  gegen  den  Radius,  so  wird  ein 
Lichtstrahl  Aß(Tar.  II.  Fig.  4,).  weil  wegen  der  Dünne  der  Schiebt 
die  Elemente  der  KugelQachen  in  B  und  C  als  |>ara[lel  betrachtet 
werden  können,  innerhalb  des  Bläschens  purallel  mit  Keiner  ur- 
sprünglichen Richtung  nach  CD  verlaufen  und  dann  aus  demsel- 
ben Grunde  das  Bläschen  in  der  nämlichen  Richtung  verlassen, 
in  welcher  er  daBselbe  traf.  Uie  Lichtstrahlen  werden  daher 
nahezu  ebenso  durch  das  Bläschen  gehen,  als  wäre  dasselbe  ein 
kreisrundes  dünnes,  von  parallelen  Ebenen  begrenztes  Plüllchen 
voiu  Radius  tt,  und  wir  künnen  daher  die  in  %.  8.  für  solche  Plätt- 
eben entwickelte  Theorie  auf  dasselbe  anwenden.  Man  muss 
ftbar,  um  ßir  ein  solches  Plättchen  die  Lichtstärke  zu  erhalten,  dt« 
für  ein  gleichgestalleles  dunkles  Schirnicheti  geltende  Inlensitil 
nit  dem  Faktor 


-2J:cos-t-(n-iy  +  ff» 


MH^lTciren,  wo  K  den  SchnScbungscnefGcienfen,  d  die  Uicke 
des  PlSttchen.t  und  n  den  Brechuogscoeffici etilen  der  Substanz 
bedenlet,  ans  »elcher  das  Plältchen  besieht.  Da  nun  aber  hier. 
wie  wir  oben  voraussetzten,  d  verschwindend  klein  ist  gegen  o, 
und  a  selbst  kleiner  ist  als  1,  so  isl  der  Bngen  jenes  Cosinus 
von  Null  unendlich  wenig  verschieden,  und  der  Faktor  geht  aber  in 

(\-Kf- 
Kfir  die  aus  Wasserbläschen  bestehende  Grnppe  erhall  man  daher 
die  Ausdrücke: 

1   X.XXVI  '  M 


1 
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Die  Erscheinung  ist  demnach  von  der  vorigen  qualitativ  nicht 
verschieden ;  nur  wird  das  direkt  einfallende  weisse  Lieht  mehr 
betragen  als  vorher,  während  das  ruthliche  gebeugte  Licht  gegen 
vorher  geschwädit  erscheint 

§.  23.    In  den  vorausgehenden  Entwickelangen  scheint  mir  noi, 
aus  den  Fundamentalgesetzen  der  Undulationstheorie    geschupft, 
die  Erkl&rung  der  Thatsache  enthalten  zu  sein,  dass  der  Wasser- 
'  dampf  in  einem  gewissen  Stadium  seiner  Verdichtung  die  rothei 
und  gelben  Strahlen  vorzugsweise  dnrchlSsst.     Der  Wasserdampf 
bildet,  wenn  er  aus  dem  vollkommen  gasförmigen  Zustand  in  ^i 
flflssigen    fibergeht,    äusserst  zarte   Bläschen,    welche*    Anfiiage 
ausserordentlich  klein  und  nur  spärlich  vorhanden,  mit  fortschrei- 
tender Verdichtung  immer  häufiger  und  grosser  werden.     Obglekb 
nun  diese  Bläschen  nicht,  wie  diejenigen  des  vorigen  Paragrapheo, 
in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  sondern  im  Räume  zerstreat 
sind,  so   können  wir  doch   diesen  Fall    auf  jenen  zurückfahren, 
indem  wir  alle  Bläschen  auf  eine  zu  den  direkt  einfallenden  Strah- 
len senkrechte   Ebene   projiciren ;  denken  wir  uns  alsdann  jedes 
Bläschen  an  die' Stelle  seiner  Projektion,  oder,  was   dasselbe  i«t, 
an  die  Stelle  des  Schattens  gesetzt,  welchen  es  auf  jene  Ebeae 
werfen  würde,  so  wird  die  jetzige  Wirkung  der  Bläschen,  wie 
man  sich  leicht  fiberzeugt,   von   der  früheren   nicht  verschiedei 
sein.    Die  Anordnung  der  Bläschen  In  der  genannten  Ebene  wird 
nun  allerdings  eine  durchaus  unregelmässige  sein  und  sich  jeder 
Berechnung  entziehen,  ja  es  werden  sogar  die  einzelnen  bläsebee 
sich  bewegen  und  in  jedem  Augenblick  eine  andere  Lage  einaeh- 
men.    Will  man  aber  die  Erscheinung  dennoch  dem  Calcal  unter- 
werfen,  so  rouas   man   über  die    Anordnung   der   Bläschen  eine 
bestimmte   Annahme  machen,   welche   sich   möglichst  genau  den 
Bedingungen  der  Aufgabe  anscbliesst.'    Da  nun   kein   Grund  vor- 
handen ist,  irgend  einer  der  rings  von  der  Fernrohraxe  ausgeben- 
den Richtungen  vor    den  andern  einen   Vorzug   einzuräumen»  so 
nehmen  wir  an,  dass  alle  diese  Richtungen  unter  sich  gleieh  seien. 
Dieser  Bedingung  ist  aber  durch   unsere    obige  Anordnung  der 
Gruppe  genügt,-, während  durch  §.21.  zugleich  dafür 'gesorgt  ist, 
dass  die  Schirmchen  wenigstens  in  der  Nähe  des  Mittelpunkt« 
O  möglichst  gleichfurmig  über  das   Gesichtsfeld  vertheilt   seien. 
Es  dürfte  demnach  als  gerechtfertigt  erscheinen,  wenn    wir  die 
im  vorigen  Paragraphen  besprochene  Gruppe  von  Wasserbläscbeo 
als  Repräsentantin    ant*ehen    der    Gruppe    von    Wasserbläschen, 
welche  im  sich  verdichtenden  Wasserdampfe  entstehen,  und  wenn 
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wir    deiDgemfiss  dit   dort  gezogenen    Folgerungen  auch  auf  den 
jetzigen  Fall  ausdehnen,  und  folgende  Sätze  aussprechen: 

Die  äusserst  feinen  WasserbJäschen,  ivelche  sich 
bei  Verdichtung  des  gasförmigen  ^'as8erdunstes  bil- 
den. Oben  auf  das  durchgehende  Licht  eine  beugende 
WiVkung  dus;  kommt  dieses  Licht  von  einem  sehr  weit 
entfernten  weissen  Lichtpunkt,  so  wird  der  Punkt 
selbst  zwar  weiss  erscheinen,  aber  das, gebeugte  Licht, 
welches  ihn  rings  umgibt,  wird  eine  rr»thliche  NOarice 
zeigen;  eine  sehr  weit  entfefnte  weisse  Lichtscheibe 
wird  dagegen  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  roth  ev- 
scheinen,  und  dieses  Roth  wird  um  so  tiefer  sein,  je 
grösser  die  Bläschen  werden  und  je  dichter  sie  zu- 
BammrCIcken.  • 

Enthalten  die  unteren  Schichten  der  Atmosphäre,  während 
lieh  die  untergehende  Sonne  dem  Horizont  nähert,  Wasserdampf 
im. Zustand  der  anfangenden  Verdichtung,  so  wird  die  Sonne,  je 
tiefer  sie  sinkt,  durch  immer  dickere  Schichten  von  Wasserbiäs- 
eben  gesehen  werden,  und  die  Projektionen  der  einzelnen  W^asser- 
bläscfaen  -auf  jene  zur  Gesichtslioie  senkrechte  Ebene  werden 
immer  näher  zusaromenrficken ;  zugleich  werden,  indem  bei  ab- 
nehmender Wärme  die  Verdichtung  weiterschreitet,  die  Wasser- 
IrfSscben  grösiser  werden.  Die  untergehende  Sonne  moss  daher 
nach  dem  obigen  Satze,  'eine  um  sp  tiefere- Röthe  zeigen,  je  mehr 
rfe  aMi  dem  Horizonte  nähert.  Bei  Sonnenaufgang  werden  sieb 
die  Dämlichefi  Umstände  in  umgekehrter  Ordnang  wiederholen. 
Me  Ersebeinvng  der  Morgen-  und  Abendrötbe,  welche  be- 
reits von  Forbes  ansiler  von  ihm  beobachteten  Eigenschaft  des 
dieh  verdichtenden  Wasserdampfes,  die  rotben  und  gelben  Strahlen 
vbnogsweise  durchzulassen,  erklärt  wurde,  uäre  also  biemit^  wie 
diese  Eigenschaft  des  Wasserdampfes  selbst,  durch  den  Calcol 
ans  den  Grundgesetzen  der  Undulationstheorie  abgeleitet. 

Der  oben  ausgesprochene  Satz  kann  jedoch  offenbar  nur  für 
den  Anfang  der  Verdichtung  gelten,  wo  die  Wasserbläschen  ausser- 
ordentlich klein  und  nur  ziemlich  spärlich  vorhanden  sind.  Wer« 
den  sie  nämlich  bei  fortschreitender  Verdichtung  häufiger  upd 
gr5^ser,  so  werden  sich  ihre  Projektionen  ein  oder  mehreremal. 
decken,  uad  sio  werden  dann  einen  undurchsichtigen  Nebel  bilden, 
welcher  im  reflektirten  Lichte  weiss  erscheint. 
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lieber  das  Aufeachen  der  reellen  Warieln  eines 

*  • 

Gleichangs  -  Polynoms. 

Von       , 

Herrn  H.  Schramm  j 
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BQ  Grats. 


Um  die  Aosahl  and  die  Greiisen  der  reellen,  positiren  toi 
negativen  Wurzeln  einer  Gleichunfc  zu  finden»  hat  man  bisher  vitit. 
und  mitunter  sehr  sch5ne  and  scharfsinnige  Methoden  erfandca; 
davon  werden  jedoch  die  wenigsten  wirklich  angewendet,  weil  aie 
■  entweder,  nicht  ganz  bestimmte  und  verl&ssliche  Resnltate  liefen, 
oder  weil  sie  mit  amstftndlichen  Rechnungen  verbanden  sind.  Zt 
der  ersteren  Gattung  geh5ren  alle  8ätze,  welche  die  obere  an' 
untere  Grenze  der  Wurzeln  adgeben,  zu  der  letzteren,  —  uotar 
andern,  —  auch  der  Stürmische  Satz. 

Man  greift  daher  wieder  zu  dem ,  zwar  einfachsten ,  aber  dar 
Mathematik  nicht  ganz  würdigen  Mittel,  dem  Probiren. 

bt  nemlich: 

fis)  =  Oo«*  +  Oij:*-*  +  o^a?"-*  +  ....+  am^ix  -f  o«  =  0 

die  aufzulösende  Gleichung,  in  der  üq,  Oi,  o«, ....  gegebene  deka- 
dische Zahlen  bedeuten,  so  setzt  man  in  f{x)  statt  x  so  lange  ver- 
schiedene Wertbe  O],  0^....  ein,  bis  f(x)  sein  Zeichen  Indert 
und  weiss  dann,  dass  zwischen  zwei  Wertben  Ur  und  Or^^, ,  'deree 
Substitntionsresul täte  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  eine  ii- 
gerade  Anzahl  von  Wurzeln  liegt. 


\ 
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Bekaontlich  ist  dieses  Verfahren  aucb  liicbt  immer  TerlSs«iich> . 
ben  weil  es  nur  eine  ungerade  Anzahl  von  Warzelo  erkennen 
iset.  Apch  wird  dabei  die  Berechnung  der  Substilutionsreeuitate 
[a) ,  flir  hohe  Werthe  von  o»  ziemlich  beschwerlich.  Um  sich 
lese  Arbeit  erleichtern  und  zugleich  alle  Zweifel  Aber  zwei  oder 
ehrere  nahe  beisammenliegende  Wurzeln  zu  beseitigen,  kann 
lan  wie  folgt  verfahren  T 

„Man  betrachte  f{x)  als  den  allgemeinen  Ausdruck 
es\a?ten  Ghedes  einer  Differenzreihe  der  nten  Qrd- 
ung,  und  suche  durch  wirkliche  Berechnung  dieser 
eihe  den  Zeiger  x^=ia  eines  Gliedes«  weich-es  gleich 
all  ist;  oder  wenndieses  nicht  stattfindet»  jene  Zei- 
er  a  und  .o-f-l,  zwischen  denen  die  Glieder  durch  0 
eben.*' 

•Dass  eine  ganze  rationale  Funktion  f{x)  immer  als  Glied  einer 
ifferenzreihe  der  nten  Ordnung  betrachtet  werden  kann,  Ist  bin- 
liebend  bekannt,  und  man  erzielt  damit  vor  allem  eine  leichtere 
srechnung  der  Funktionswerthe  f\a).  Andere  Vortheiie,  die  diese 
etrachtung  noch  Gberdi es  bietet,  sollen  später  beaprochen  werden. 

Auf  welche  Art  diese  Berechnung  ausgeführt  werden  kann, 
ollen,  wir  gleich  an  einer  spezielleren  Annahme  zeigen,  nemlich 
I  einem  Polynome  des  4ten  Grades  >  indem  die  Sache  leichter 
I  tibersehen  ist,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beeintr&chtigen. 

Ut 

/(dr)'=:tix  =  a(v2:^-|- Ol  ^4-112^* -|-ii,j:-fa4  =;Ö.   .    .   (1) 

e  gegebene  Gleichung  und,   nach  der  fiblichen  Bezeichnungs- 
else, 

J^Us  =  «*+l  —  Uxt     ^Us  =  ^^Us^l  —  ^*tljr  ,    U.  S.   W. ;  / 

\  Ifisst  sich  die  Differenz^eihe  ....ti^r»  tf«-fi»  Ux-fs****  rechnen,- 
ran  man  entweder  1)  je  ein  Glied  von  demselben  Zeiger  der 
auptreibe  und  der  dazu  gehörigen  l)ifferenzreihen  der  niedrige- 
n  Ordnungen  kennt,  oder  2)  wenn  n-f-l  (hier  also  4 -f- 1)  auf* 
Danderfolgende  Glieder  der  Hauptreihe  bekannt  sind.  —  Filr  die 
ste  Art  der  Berechnung  erhält  man 

1er: 
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* 

<   ebenno: 

J^ux  =  12.00^«  +  (24flo  +  6a,)ar  +  14oo  +  6«i  +2ii»j 

ferner: 

^^Ux  =  UqqX  +  36<io + 6fli  > 
z^*u,  =  24ao. 

Dm  daraus  die  Oten  Glieder  dieser  Differenzr^ihen  zu  fiodei, 
setze  man: 

/^*iio  =  24flQ.  '  ' 

Das  Gesetz y  welches  die  CoefBzieoten  iu  diesen  Ausdriickei 
befolgen  9  Isti  in  .^iiem  Polynom  vom  ttten  Grade ,  aur  bei  A\ 
und  ^tio  einfach  und  übersichtlich»  nemlich : 

^ 

ii/"iiQ  =z=  1 . 2 . 3. . .  .n .  flo« 

Die  übrigen  Differenzen   lassen  sich»  wie  später  gezeigt  werden 
soll,  rekurrirend,  eine  aus  der  anderen,  unmittelbar  angeben. 

Hat  man  auf  diese  Arl  ^^Uo»  ähi^^  Jhi^  gerechnet»  so  UUft 

man  daraus  nach  den    bekannten   Regeln  eine  Differenzreihe»  die 

'  man-  so  lange  fortsetzt,  bis  man  zu   der  Ueberzeugung  gelangt, 

dass  die  weiteren  Glieder  ihr  Zeichen  nicht  mehr  ändern  kOonet. 

Beispiel:    Hätte  man  die  GleicE^ung: 

f(x)  =  o:*— 6a:»  +  3a:«  —  Vix  +70  =  0 


aufzulösen,  so  berechne  man: 

tio  =  70,    ^»Mo  =  l-6  +  3— 12  =  — 14, 

Jhio  =  14  --6.6  +  2.3  =-  16,     z^»i«o  =36— 6*6  =  0,  -c/*tio  =  W 
und  bilde  daraus  die  DifferenzreHie : 

—2—1          0          1          2          3         4          5  6 

170        92        70        56       26    —20    --68    —40  +10« 

—  78  —22  -14  —30  —46  -38  +18.  146  370 
+  56  +8  -16  —16  +  8  +56   128   224  344 

—  48  -24    0  +24   48   72    96   120  144 
24    24    24    24    24    24   24    24  .  24 
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Diese  GleiciiUDg  bat  also  nur  zvrei  positive  Wurzeln,  wovon  die 
eine  zwischen  2  und  3,  ^ie  andere  zwischen  5  und  6  liegt.  Man 
sieht  auch  sogleich,  da^  ausser  diesen  genannten  keine  reellen 
Wurzein  mehr  vorkommen  können,  indem  über  das  6te  hinaus  die 
Glieder  um  eine  positive  Grosse  vermehrt, "" und  Ober  0,  ~I,  —2 
hinaus  um  eine  negative  vermindert ,  also  ebenfalls  <  vermehrt 
werden. 

Um  nach  der  2ten  Art  diese  Diiferenzreihe  zu  erhalten,  rechne 
man  vier"*)  aufeinanderfolgende  Funktionswerthe,  z.  B. /(— 1),./(0), 
/^l),  /i[2)  und  bilde  daran»  durch  Subtraction  je  zweier  neben  eiur 
ander  stehenden  Glieder  die  nOthigen  Differenzen,  und  füge  zuletzt 
noch  die  bekannte  4te  Reihe  mit  constanten  Glic^dern  :±:  1.2.3.4 
=  24  hinza,  und  rechne  mit  Hälfe  der  letzteren  weiter.  Ffir  un- 
ser Beispiel  wOrde  man  das  folgende  Gerippe^  erhalten  haben : 

—  1  0         12 


92  70        56    26 

—22  —14    -30 

8  -16 
-24 

....24        24  24        24    24        24.... 


womit  man  die  Berechnung  der  Reihe,  respective  der  auf  einander 
folgenden  Funktionswerthe  f(jx)  leicht  fortsetzen  hann.' 


Nicht  genug  daran,  dass  mau  sich  auf  diese  Art  die  Rech- 
nung erleichtert,  und  sich  gleichsam  ein  Bild  der  ganzen  Glei- 
chung verschaIR,  kann  man  auch  die  Glieder  der  niederen  Diffe- 
renzreihen benutzen  um: 

1)  die    einzuführende    Wurzel    x    in    zwei   engere 
Grenzen  einzuschliessen  und 

.2)  um    nahe    beisammeuliegende  Wurzeln    aufzu- 
suchen, und  dieselben  zu  trennen. 


I. 

Ist  Ur=f(r)  das  rte  Glied  einer  Differenzreihe,  und  Jhhf 
^Put"»'  die  dazugehörigen  Differenzen,  d.  i.  die  rten  Glieder  der 
aufeinander  folgenden  Differenzreihen,  so  ist,  nach  einer  bekann- 
ten Formel: 


*)  Eigentlich  «ollte  man  n-fl ,  =  44-1  *  rechnen ;  da  jedoeh  die  con- 
flUinte  Differenz  =1.2.3.4Ao  bekannt  ist,  to  fällt  ein  Glied  weg. 


•' 


#   ' 
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wobei  z  auch  ein  Brucli ,  kleiner  ab  i '  sein  kann.     Ordnet  mm 
nach  ly  80  erhält  roau: 

«r+«  = 

"^ +*' ^^^  T2  +  ro  -  1X374 +•• ' 

,)^     (1-I-2MH«,  .  (2+3-t-2.3)^«i(, 
■*■*   /  1.2""     1.2.3     +        1.2-.3.4 

(2.3-f2.4+3.4H-2.3.4M»ii,  .      j 
"^  1.2.3.4.6  ""■•"l 

t  J»«r      (l-|-2+3)^/*i(r  .  (2-t-3+A-|-2.3+2.4+3.4)^*Mr         j 
.    +*  1 1.2.3  rfXA       ^^  1.2.3.4.8  1 

.  ^\    ^ur       H- 24^3+4     ,.     .       « 
+  *^Jl.2.3.4 — 1.2.3.4.5  ■^'^  +  "\ 

+  *   11.2.3.4.5     -l 

+ > 

oder  auch: 

(3) 

+*  l^r-^"3r+"-4j — *o-gj— J....J 

51 


+ , 

wobei  die  Reihe  beim  (n-|-I)ten  Gliede  abbricht,  weil  ^-1-Hi^sO  ist 

Fstnon  r  eine  Grenze  der  Wurzel  j?,  also  j;  =  r-|-s,  und  ent- 
wickelt man 


eines  Gleiekuii§$'Po9imomi. 


4S5 


so  muss  diese  Reihe  mit  der  EotwIckeluDg  iq  3)  offenbar  iden- 
ti^b  seio,  d.  h.  es  tat: 


/(r)  =  iir,     f{r)^dUr'- 


JHlt  .  '-^•ttr       ^Hlr 


■r*  •  •  •  • 


rw-x2  "073+ "1.2.3.4+ 


•  • » 


,    U.   8.    W. 

und  man  kann  somit  aus  den  bekannten.  Differenaen  den   ersten 
Differential  •Quotienten,  so  wie  auch  alle  fibrigen  ableiten. 

Besonders  ist  es  der  erste  f{T),  dessen  Bildnngsgeseta. so- 
gleich in  die  Augen  fällt,  und  leicht  zu  merken  ist  Man  kann 
daher,  nach  der  Newton^sehen  Methode,  jene  Correction  %  annä* 
hemd  berechnen,  durch  den  Quotienten: 


Ur 


3      4r+--- 


.   .  (5) 


r 


(Dabei   kann  noch   bemerkt  werden,   dass  allgemein  1^3 1 

immer  eine  ganse  Zahl  Ist,  wenn  die  Coeffisienten  a^,  <ii,  ä^...Mn~'i 
es  sind). 

Einen  sweiten  Näherungswerth  erhält  man  anmättelbar  ans 
der  DIfferensreihe,  wenn  man  cur  Berechnung  vqm  %  die  Regula 
falsl  verwendet;  denn,  sind  Ur  und  «rfi  jene  Glieder  der  Haupt- 
reihe,  zwischen  welchen  die  Wurzel  liegt,  se  hat  man  bekannt: 
lieh  (s.  Taf.  11.  Fig.  5.) : 

Z, :  1  =  f  tir :  Jb  (tlr4-l -f  Mr)  > 

r 


H  = 


»rfl  +  ttr 


Da  jedoch,' unter  der  Voraussetzung,  dass  Ur  und  Hr^i  entgegsfi» 
gesetzte  Zeichen  haben, 

^Hlr  =  «r+l— (— Ur)  ==  »rfl  +  Ur 

Ist,  SO  bat  man  auch: 


(5) 


Wenn  femer 
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^  ^"^i"  1.2  "^OTS"*"  1.2.3.4""    •• 

zwischeo  x^^r  and  j;  =:r^l  seine  Zeichen  nicht  ändert»  so  ist  stets 
eine  dieser  Correctionen  Z|  und  z%  grösser/ die  andere  kleiner  sb 
z  selbst,  uod  wir  haben  somit  die>Wurzel  in  zwei  neue  Grenzen 
eingeschlossen: 

Nimmt  man  aus  diesen  Werthen  das  arithmetische  Mittel»  so 
gibt  dieses  einen  neuen  Näherungswerth »  dessen  erste  Dezimale 
in  d$r  Regel  schon  richtig  ist,  and  mit  welchem  man  somit  die 
Rechnung  nach  irgend  einer  der  bekannten  Nfiherangsmetboden 
fortführen  kann.  Geht  der  ^weit^.  Differential  -  Quotient  f\x) 
zwischen  :r=r  qnd  j;=:rTfl  durch  0»  was  man  sogleich  an  dem 
Zeichenwecbsel  der  zweiten  Differenzreihe  (mit  den  Gliedern  ^hiii 
wahrnimmt,  indem  in      ,  , 

i^^>—  l.'i       1.2.3+"  • 
-Y"^  den  grossten  Einfluss  darauf  ausfibto  so  nehme  man  nur 

_  — »fr 

als  Näherungswerth  von  z,  weil  derselbe  am  leichtesten  zu  reeb* 
nen  ist,  und  der  Wurzel  am  nächsten  komn^t 

Diese  Art  und  Weifte  der  Aufsuchung  der  Wurzeln  einer  Glei- 
cbaog  empfiehU  sich  besonders  dann,  wenn  man  die  genauere 
Berechnung  derselben  nach  der  Newton'sc'hen  Methode  fortsetzen 
will,  indem  meistens  ein  einmaliges  Anwenden  der  letzteren  his* 
reicht,  um  die  Wurzel  auf  drei  bis  vier  Dezimal -Stellen  zu  be- 
rechnen. 

Wenden  wir  also  das  Gesagte  auf  die  früher  vorgelegte  Zab- 
lengleichung  an:  Für  die  zwischen  2  und  3  liegende  Wurzel 
haben  wir,  wenn  wir  die  früher  gefundenen  2ten  und  3ten  Glieder 
der  zusammengehörigen  Differenzenreihen  herausschreiben: 


26  —20 

-^46  -38 

+  8  S6 

48  72 

24  24 


\ 


eines  CieichungB'Poifftiomi,  4S7 

8     48     24 
A2)  =  (-46)-|  +  f-j=-40, 

^»iij=— 46; 


also  ist: 


j  ^  woraus  zs=0'6  — 
i,  =  i  =  0-565,) 

uod  oTi  =2*6  ist. 

Daraus   erh&lt  maiv  durch  eionaalige  Anwendung  der  Newton- 
sehen  Regel: 

somit 

ar=i2-58680,        / 

wfihreod  die  richtige  Wurzel  =  4— V2  =  2*58679....  ist 

Uro  die  andere  Wurzel ,  welche  zwischen  5  uod  6  liegt»  zu 
finden»  woUen  wir  uds  der  Uoroec'scben  Methode  bedie»en. .  Statt 
jedoch  die  Wurzeln  des  gegebenen  Polynoms  nach  der  genannten 
Methode  um  6  zu  vermindern,  kann  man  aas  den  vorhandenen 
Differenzen  (vonh  Zeiger  5)  diese  neue  Gleichung  sogleich  ableiten,  ' 
wcMMi  BAsn  m  die  Qleichupg  (3)  für  Urf»  die  W^rtbe  COr  Jhtr, 
Ahtr'">  einsetzt:   • 

•  ■ 

1.2  — "^'    1.2.3.4~* 
und  zagleich  Ur±*  =^  0  setzt.    Man  erhSit  dano :  * 

■ 

—40+«(146— 112+40— 6)  + z«(112— 60+11) +  **(aO— 6) +»*=0, 

oder 

t*  +  14i»+63««+68z— 40=0, 

in  welcher  Gleichung  zr=x — 5  ist.    Da  nun  nach  dem  FrOheren^ 
die  Wurzel  zwi§chen 

40 
5+^  =  8-58 


428       Sckramm:    üeöer  das  Aufsuchen  der  reellen  Wmr%ein 

und 

40 

(siehe  Rel.  (7))  liegt,  80  kann  man  das  arithmetische  Mittel  dartiu 
nehmen,  nro  die  Zahl  zu  erhalten,  am  welche  man 
Wurzeln  der  neuen  Gleichung  zu  vermindern  hat;  diese  ist 


0-68  +  0-27 


0-4) 


l    14 


193 


=  0-42.... 
68  —40 


1  14-4 -eS-Tö     96-504    — 1-71Ä4 

1  14-8    74-68    12S  776 

1  15-2    80  76 

1  15-6 

1 


fis  ist  also: 

y*+16-6y»  +  80-76jy«+126-776y  — 1-7984  =  0, 
die  weiter  aufzulösende  Gleichung,  in  welcher  iy  =  J? — 5*4  ist. 
Wir  wollen  uns  jedoch  mit  dem  neuen  Näheningswerthe 

l'7ö8i 
x  =  6-4+y  =  5-4 +  5^^=5-41429 

begnflgen,  welcher  erst  jn  der  5ten  Dezimale  von  der  riehtigen 
Wurzel  a?  =  4-fV2  =  5-41421....  abweicht. 

Die  zur  Bildung  der  Üifferenzreibe  nuthigen  Grossen  Aht^, 
JhiQ,  JhtQ.>..  hätte  man  auch  aus  der  allgemeinen  Formel 

erbalten,  wenn  man  die  darin  angezeigten  Produkte  entwickelt, 
das  Granze  nach  x  geordnet  und  mit  dem  gegebenen  Gieichungs- 
polyoom 


Ooar»  +  Ol  a^"-^ + o^*—*  + . . . .  on^ix  -f  On  =  0 

verglichen  hStte.  Duicb  Gleichsetsung  der  CoefBzienten  der  cor- 
respondi^enden  Potenzen  von  x  erhielte  mair  n  -f  1  Gleichniigen, 
welche  linear  und  leicht  aufzulösen  sind.  Soll  aber  die  eben  be- 
schriebene Methode  der  Aufsuchung  der  Wurzeln  auch  einen 
praktischen  Werth  haben,  so  müssen  sich  die  Grössen  ^^Mq,  4^Uo*"* 


eine»  Gieickungt- Poi^nome.    .  ^9 

ttomittelbar  and  leicht  angeben  lassen  >  ohne  .erst  grSssere  Haiti- 
pllkationen  aaszafShren,  oder  Gleichangen  auflSsen.  za  mfissen. 

Aach  dieses  lässt  sich  erreichen,  wenn  itoan  darch  Indaktion 
das  Gesetz  ermittelt ,  nach  welchem  die  einzelnen   CoefBzienten 

^HIq        ^^Uq        ^Uq 

de?  Grossen  «fo»  ^i »  «»....a«  in  -y-»  "2^"*  "sT***"  K**^*'^®* 
sind,  and  man  erhSit  dann  folgende  Regel: 

Sind  ■i-Aoam  +  Aiami-i'\'A^au^%  +  ....  drei  auf  einander  fol- 

gende  Glieder  von  TyZiKj»  and  ehenso  BQam+Biam^i+B^awt^%+.. 

die  correspondirenden   Glieder  von  — j^,  wobei  Aof  ^i,  -^^  ••• 
and  B^ —  bekannt  sind,  so  ist: 

^      Bi=rB^  +  A^ 

Bo=^rBi  +  Ai} (a) 

U.  8.   W. 

• 

d.h.  man  erhält  deil  Coeffizienten 'eines  Gliedes  der 
rten  Differenz,  wenn  man  den  (rechts)  vorhergehen- 
den mit  dem  Zeiger  der  Differenz,  r,  maltiplizirt,  and 
den  darüberstehenden  Coeffizienten  der  vorhergehen- 
den Differenz  addirt 

Nan  haben  wir  schon  frflher  bemerkt,  dass^ 

^/%  =  ao-f  «i-f  oi-f  ••••+o«i-i 
ist,  dass  jede  folgende  Differenz  am  ein  Glied   weniger  hat,   so 

dass  der  letzte  GleichangscoefBzient  in  -y^....  =  aii.r  iat,  and 

den  CoefBzienten  1  hat.  Es  lassen  sich  also  mit  Hülfe  der 
eben  ausgesprochenen   Regel  die  gesachten   Grössen 

.^Hcq,  -qT^ —   der  Reihe  nach,  dine  aas  der  andern  (re- 

carrirend)  entwickeln.  —  Für  eine  Gleichnng  vom  6ten  Grade 
B.  B.  erhält  man: 

(ß)     ' 
^hio=  00+  «1+  fl«+  og+a^+og, 

JH^     /3.25+15\     ./ß.ft+17\     ,/3.1+3\    ^ 


43p       Sckran^m:    Veöer  Hm  Aufmekem  der  reeiien:Wur%elm 
und  ebenso 

^*^      Ott      ■  in      .  ^^0       iit      ,  ^•"o 

Will  -nian  diese  Formeln  sogleich  für  eine  Gleichung  von 
niedrigerem  Grade  benutzen,  so  hat  man  nur  ebenso  viele  Coeffi* 
sienteo  Oq,  #I|....  s=0  au  ^setzen,  als  in  derselben  Potenzen  ron  j: 
fehlen.    Ebenso  leicht  lassen  sich  durch  Umkehiung  dieser  For- 

mein   aus    den    gegebenen    Differenzen  Jhiof    ~^p*-**    ^>®  ^^^' 
sprechenden  Gleichungscoeffizienten  finden,  denn  es  ist: 

^^  ^^^      /UK       .  in    X 

0|  =  —f,,     —  lOOo,  .    u.  s.  w. 

Diese  Resultate  lassen  sich  auch  benfit^en,  um  eine  gegebene 
Zahlengleichung  mit  Hülfe  der  Differenzreihen  allein  aufzulösen; 
man  kann  dabei  in  folgender  Weise  verfahren: 

1)  Hat  man  bereits  eine,  dem  gegebenen  Gleichungspolynoni 

entsprechende  Differenzreihe  gerechnet,  und  zwischen  x=za  und 
j?  =  i{-|-]  eine  Wurzel  gefunden,  so  bilde  man  aus  den  aten,  oder 
,(a-f  l)ten  Gliedern  i(jenachdeiii  die  Wurzel  näher  an  a  oder  o-l-l 
liegt)  mit  Hülfe  von  (y)  eine  neue  Gleichung,  deren  Wurzeln  y 
respektive   um  a,  odera-fl   kleiner  sind,  setze  hierauf  je  nach 

Umständen  ^  =  ^9  ^9  oder  vk,  bilde  wieder  die  dasu  gehö- 
rende Differenzreihe,  und  verfahre  mit  dieser  wie  früher. 

2)  Sind  auf  diese  Art  zwei,  oder  mehrere  Stellen  der  Wurzel 
gefunden  worden,  und  ist  z  die  noch  fehlende  Correction,  so  un- 
tersuche man,  welche  von  den  hochsteh  Gliedern  der  Gleichung 
aaf  das  Resultat  keinen  Einfluss  nebr  üben,  und  lasse  dieselben 
ganz    weg.      Dieser    Einfluss    ist  dem    grossten    Werthe     nach 


^jM-rl'- 


,  wobei  An-r  und  ^n-i   Coeffizienten  der  Potenzen  von 


An-l 

1^  und  z  bedeuten,  und  vorauisesetzt  wird,  dass  man  2  =-  —  -3 — 


Hne$  GMckun§i'P9Hfnßmi, 


4SI 


aDDehmen  kann^  Enthalten  ferner  An-\  nnd  An  mehr  Stellen,  als 
man  voraussichtlich  in  Anspruch  nehmen  wird,  so  beseitige  man 
diese  fiberflOssigen  Stellen  durch  Division  der  ganzen  Gleichung 
mit  IQ,  100,  Q.  dg.  und  benütze  dieselben  huchsteim  zur  Correctur. 

Beispiel:     Es  sei  die  Gleichung  *  i 

Ä«-2a:«43a:*  — 5arH7ar2-ll:r— 23  =  0 

aufzulösen  und  die  Wurzeln  auf  6  bis  7  Dezimalstellen  zu  be- 
rechnen. 
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436'^^^^^^^'  ^^^'  ^^  Auflwch,  äerreelL  Wart.  eln.GieUh.'M$n. 

./i«3=7,  j:y=3i,  r:2:3=i2,  0:0=*' 

or  =  3  +  « 
und 

l-.6r  +  (3l--36  +  ll)z«+(l2— 6)z»  +  2*  =  0, 
oder,  wenn  man  die  angezeigten  Additionen  vollzieht,  aod  zugl 

Zi 

z  =  |-^  setzt: 

F(zi)  =  fi..  =  z*,  +  60z»i  +600z«i  ~60ü0z  +  lOOOO  =  0 
und  weil   . 

ist,  80  hat  man : 

Ol  2  3  4  5 


+  10000  4661         896-899-304    -f312Ö 

—  5339  —3766  —1796    +  595        3429 

1574  1970        2390      '2834        3302 

396  420          444          468          492 

24  24            24            24            24 

Es  bleibt  somit  kein  Zweifel  mehr  darüber,  dass  zwiischen  3i 
4  wirklich  zwei  Wurzeln  liegen,  wovon  sich  die  eine  zwi«fl 
3*2  und  3' 3,  die  andere  aber  zwischen  3*4  und  3-5  befindet. 

■ 

Und  weil  ferner: 

F'(2)  =  — 1795  •- 1195  f  148— 6  =  —  2848 
und 

F'(4)  ^  3429- 1651  + 164  -  6  =  1936 

ist,  so  hat  man  fiir  Xi  und  j*^  die  NSherungswerthe : 

xi  =  l  and  deren  Mittel  x,  =3-3tf 


(?-2  +  ,^  =  3-2498 


1705 
und  ebenso: 


(3-4 
.r.  :=  \ 


/  3.4+^  =  3 


304 

=  3-409 

Mittel  X,  =3-412. 


+  3439"*'^ 


1936-"  *^^^ 


Hurghardi:  Beitrag  für  den  Cuterrichi  in  der  ReiiefperspecUte.  4Stl 

Nachdem  diese  beiden  Wurzein  somit  getrennt  sind»  kann  man 
uittelst  irgend  einer  bekannten  Methode  (am  besten  der  New- 
chen)  noch  genauer  berechnen,  und  erhält: 

07,  =  3-23607, 
0-2  =  3-41421. 

Diese  Beispiele  durften  genügen,  uro  zo  zeigen,  auf  welche 
man  das  in  der  üeberschriflfc  bezeichnete  Ziel:  ,,Uie  Anzahl, 
die  Grenzen  der  reellen  Wurzeln  einer  Zahlengleichung  zu 
in'*,  erreichen  kunne,  ohne  sich  dabei  auf  dem  unsicheren 
;e  des  Probirens  zu  bewegen. 


trag  fiir  den  Unterricht  in  der  Reliefperspective. 

Von 

Herrn  Doctor  Burghardt, 

Director  der  ReaUchale  in  Kord  hau«  en. 


Wenn  O  (Taf.  11.  Fig.  6.)  ein  gegebenes  Projectionscentrum,  Op 
nach  dem  Punkte  p  eines  Objectes  fahrenden  Projectionsstrahl, 
0  Durchschnittspunkt  des  letzteren  mit  einer  der  Lage  nach 
ibenen  Ebene  und  r  einen  dem  Punkte  p  entsprechenden 
kt  bezeichnet,  so  soll  die  für  die  Punkte  p  und  r  und  andere 
Ich  gelegene  Punkte  stattfindende  Uebereinstimmung  der  Lage 
h  folgende  Gleichung  auBgedrfickt  werden: 

Op_.Or 
bp^*"br* 

elcher  k  eine  constante  Grösse  ist. 


438  Bur§karai:    BeiUag  f&r  den  ikterrichi 

« 

Befindet  «(ich  p  auf  der  Geraden  EF,  8o  bentiiiiiDea  O  qb^ 
EF  eiiie  Pr^jectioiisebeney  deren  Diirchachnitt  mit  der  Ebene  der 
Punkte  6....  die  Gerade  L  ist.  Verbindet  man  in  dieser  Ebem 
r  mit  E,  8o  ergiebt  sich  aus  der  projeetivischen  Eigenschait  des 
anharmonischen  Verhältnisses ,    das|i  aach 

oder  dass  der  Ort  alier  Punkte,  welche  d^n  Punkten  der  Gerades 
EF  nach  obiger  Gleichung  entsprechen,  wieder  eine  Gerade,  vni 
zwar  für  die  Punkte  von  EF  die  Gerade  £Z>  ist;  ^em  unendlicft 
entfernten  Punkte  der  Geraden  jE?F  entspricht  dann  r^,  der  Dorck- 
Schnittspunkt  des  parallelen  Gesichtsstrahls  auf  Er^, 

Für  alle  übrigen,  unter  beliebiger  Richtung  der  Gesichtsstrall- 
len   in  unendlicher  Entfernung   beGndlichen   Punkte   ist   io   obiger 

Relation    vr^  gleich  der  Einheit,   folglich  -r-  ein  bestimmter  eoi- 

staoter  Werth.  Den  unendlich  entfernten  Punkten .  der  Projec- 
tionsebene  entsprechen  daher  die  Punkte  einer  de/  festen  Linie 
L  parallelen  und  durch  D  gehenden  Linie  L',  Wird  durch  £' 
eine  der  festen   Ebene  der  Punkte  b'  parallele  Ebene  gelegt,  w 

'  Or 

ist  auch  für  alle  Punkte  r  dieser  Ebene    t-     wiederum    dieselbe 

or 

constante    Grosse.      Für    alle    unendlich    entfernten    Punkte    des 

Raumes  ist  daher  der  Ort  aller  nach  obiger  Gleichung  correspoa- 

direnden  Punkte  eine  durch  L'  gehende  und  der  Ebene  der  Punkte 

b  parallele  Ebene.     Bezeichnet  man  die  Entfernung  dieser  Ebene 

von  O  mit  OVz^dy    ihre  Entfernung  von  der  Ebene  der  Punkte 

b  mit  FM=e,  so  ist  für  die  unendlich  entfernten  Punkte  7— =- 

or      e 

d 
und  folglich   1=A.- •  wodurch  die  vorhergehende  allgemeinere  Fora 

der  Relation  in  folgende  übergeht: 

Op^^Or 
bp        d]  br ' 

Weon  die  Lage  des  Projec tionsceotruras»  de«  Objectes  aui 
der  Ebene  der  Punkte  6  füoe  bestimmte  ist,  so  kaoo  die  der  leti- 
teren  parallele  Ebene  gewissermassen  zwei  extreme  La^en  cin- 
nehmen,  welche  die  Grenzwerthe  des  Coefficienttn  l  b^timiacB 
werden.  Befindet  sich  jene  parallele  Ebene  in  UDendlicber  Eet- 
fernung,  so  wird  A=l,  fällt  dieselbe  mit  der  Ebene  der  Punkt  A 
zusammen,  so  ist  il  =  0.  Im  e^steren  Falle  müssen  die  Punkte 
r  mit  den  Punkten  p,  im  Bweiteo  mit  den  Pwftkt»!!  b  sMumnio- 


itt  liiT  HfllefptTSptclitt.. 


V'enn  nun  ilie  Punkte  h  )(ewiihrilich  als  perepectivUcbe 
Bilder  der  Punkte  ;>  Uezeicbiiel  werden,  ibre  Eheoe  also  als  bltd- 
llAch«  der  Malerper^peclive  au f/.ii fassen  ist,  so  folgt  zugleich  au« 
deiu  Vorherpeheniieii,  das«  die  j^eiröhii liehe  Perspective  ein  he- 
Mondcrür  Full  einir  Mllet-nieinereti  isl,  i»  itelcher  lu  den  Punkten 
p  eines  Objectes  die  Punkte  r  ats  Bilder  dernelben  gehören. 
Wird  dies*  nllcemeinere  oder  l'reiere  Perspective  mit  dem  Nanieti 
ReIierperiipe(;liTe  beEeichuel,  kt>  kann  also  der  OnefGcienl  dieser 
Perspective  unendlich  viele  VVerlhe  erhallen  und  die  Art  der 
Dnrslellun|{  daher  dem  Grade  nach  eine  unendlich  verschiedene 
«ein.  Die  Werlhe  des  f'oeränenlen  A  =  0  und  A=l  bestimmen 
atsdsnii  die  llrcniten,  durch  »eiche  die  reüefperi^pectivische  Dar- 
«lellung  in  die  Zeichnung  der  Mulerei  oder  in  das  sogenannte 
vnllrunde  lüldi^erk  übersehL  Für  genübniicb  werden  indes- 
sen in  der  Keliefbitdnerei,  obivohl  jenes  A  rwiscfaen  den  angege- 
benen (irenzen  jeden  beliebigen  Werlb  annehmen  kann,  drei 
Oarstellungs formen  vorxugswejse  festgehalten,  ivonach  ein  Relief 
entweder  ein  flaches  »der  ein  halb-  oder  ein  hocherhabe- 
aea  ist. 

Sind  O,  L.  £'  und  auf  ¥^F  der  Punkt  p  als  Object  g^e- 
b»n,  80  lässt  sich  die  geometrische  Bestimmung  des  reliefper- 
•pi^cliviscben  Bildes  tu  ;i  durch  Cnnslruction  des  parallelen  Ge- 
sichtsstrabls,  ferner  der  Verbindenden  £>„  und  des  Gesichtstrahls 
Op  leicht  bewirken. 

Schneiden  oich  mehrere  Gerade  eines  Objecles  in  einem 
Punkte  p,  so  haben  alte  Prujectionsebenen  dieser  Geraden  den 
nach  p  gebenden  Projei-tionsstrahl  gemein,  Moraus  zugleich  her* 
vorgehti  das»  alle  in  einen  Punkt  eines  Objectes  zut^ammenlau- 
fende  Linien  in  dem  durch  l.  bestimmten  Relief  sich  in  derselben 
Weite  darstellen,  ferner  alle  den  parallelen  Geraden  des  Objec- 
tes  enlHprechenden  Linien  des  Relief»  in  einem  Vereinigungs- 
punkle  innerhalb  jener  der  Bildüäche  parallelen  Ebene  zusam- 
mentreffen. Diesen  Vereinigtingspunkt  nennt  mnn  gcMöliidieh  den 
VeTscbH'indiingBpnnkl  und  jene  der  Bildflnche  parallele  Ebene 
<tie  VerKch^indungsebene.  Der  Vcrsi-hnindnngspunkt  aller 
auf  der  Bildfli^rbe  senkrechten  Geraden  ist  der  Hauptpunkt  der 
Verschwindungs- Bildn^che  und  eiitsprirhl  dem  Aiit;enpunkte  in 
der  Malerperspektive. 

Da  das  reliefpetspectiviscbe  Bild  einer  Geraden  wieder  eine 
Gerade  ist,  welche  mit  ersterer  in  einem  Punkte  der  BildHiiche 
xasammenlriffl,  zwei  sich  schneidende  Gerade  im  Relief  sieb  Mie- 
det als  solche  daratellen.   so  folgt,    dass  die  Ebenen  solcher  cor- 
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respondirenden  Linienpaare  iooerbalb  der  Bildfläche  sich  schneideo 
müssen.  Betrachtet  man  diesen  Durchschnitt  als  Aze  eines  Ebt- 
nenbflscheis,  dessen  dritte  und  vierte  Ebene  resp.  die  BIMBiche 
und  die  durch  das  Projectionscentrum  gehende  Ebene  sind»  so 
gilt  für  jeden  auf  dieseH  Ebenenbuscbel  bezogenen  Projectionsstralil: 

Op    Or  • 

,  »  -r-  •  -i~  5=  const. 

op    or 

Die  Ebenen  des  Objectes  stellen  sieb  daher  im  Relief  wie- 
derum als  solche  dat.  Poncelet,  welcher  die  Definitioe  vm 
Relief- Projection  unmittelbar  an  die  Bedingungen*  der  Aehnlith- 
keit  anscbliessty  folgert  aus  dieser  Voraussetzung,  dass  sieb  je 
zwei  der  erwähnten  Durcl|6cbnitte  correnpondirender  Ebenen  ia 
einem  Punkte  schneiden ,  der  Ort  derselben  also  eine  Ebene  sein 
miisse,  welche  er  Ebene  der  Homologie  nennt. 

Die  oben  angegebene  geometrische  Construction  der  relief- 
perspecti vischen  Bilder  von  Punkten  hat  J.  A.  Breysig  in  seiner 
Schrift:  ^^Versuch  einer  Erl.äuterung  der  Reliefperspec- 
tive'^  aus  dem  praktischen  Zwecke  der  Reliefdarstellung  abge- 
leitet Seine  Schrift  ist  fast  gänzlich  unbeachtet  geblieben;  onr 
Anger  hat  (Archiv.  Bd.  IV.  p.  255.)  das  Verdienstliche  dersftsl- 
ben  einer  Aeusserunt^  Poncelet's  gegenüber  gebührend  hervor 
gehoben.  Das  erwähnte  geometrische  Verfahren  iSsst  sich  ubri* 
gen^i  auch  als  eine  Folgerung  aus  der  im  Eingange  angegebenes 
Relation  entwickeln. 

¥i\r  Gerade  und  Ebenen,  welche  als  Objecte  der  Bildfläche 
parallel  laufen,  ist  -v^  constant,  also  Ikuch  -r- ;  die  der  Bild- 
fläche parallelen  Geraden  und  Ebenen  erscheinen  daher  auch  in 
Relief  als  solche  und  folglich  parallelepipedisch  begränzte  RSonie, 
deren  Endflächen  der  Bildfläche  parallel  sind,  als  abgestumpfte, 
vierseitige  Pyramiden,  wie  z.  B.  die  regelrecht  construirten  For 
nien  der  Bühnen. 

Die  Schwierigkeiten  einer  Untersuchung  der  geometrische« 
Eigenschaften  der  reliefperspectiviscben  Gebilde  berohen  banpt- 
üäclilich  darauf,  dass  Object  und  Bild  im  Allgemeinen  sich  nicht 
in  derselben  Ebene  beünden  und  dessbalb  auch  nicht  ubmittellMr 
eine  anschauliche  Zeichnung  in  einer  Ebene-  zulassen.  In  den 
Folgenden  soll  daher  angegeben  werden,  welche  allgemeinen  Be- 
ziehungen der  Lage  eintreten,  wenn  Objecte  und  deren  relief- 
perspectivische  Bilder  in  eine  Ebene,  nämlich  in  die  Ebene  d^ 
Objectes  versetzt  werden.  Um  die  Untersuchung  möglichst  itt 
vereinfachen,  soll  in  dem  Folgenden  nur  eine  Gerade  (eine  Seite, 
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ri;))!«chniltes    eines 


iSebtie  einrr   ebenen  Figur   oder  des   ebi 
KnrperiiJ  als  Übject  l)enut)ct  wcriletj. 

Eine  F^bene,  als  OI)Jecl,  und  dip  ihr  eijtK|irecbeiiden  Ebenen 
«lt*r  miiglichen  reliefperspeclivUchen  Bitder  schneiden  Eich  ftlr 
«tn  und  dasselbe  Centruni  der  Priijection  utich  iii  derselben  tiera- 
(len  der  tieftebenen  Bildlläche.  Diese  AebnIicbkeiUaxe  «ei  Tfll 
die  Ebenen  der  relierpersiiecth  Ischen  Bilder  die  Urehungsaxe, 
tväbrend  die  Ebene  de»  Ubjeclee  ihre  La°e  unverändert  beibe* 
halten  m>ll.  Jede  Drehung  eineti  (in  dem  ern-ähnten  ullgemeineö' 
fSiiine)  perdprcliviächen  Bildes  Mirü  dann  Tür  sich  und  das  tuee^  i' 
hflrige  UhJHcl  auch  eine  Verhndening  in  der  La!>e  des  Projec- 
■iunecentrum»  herbeiführen,  deren  (lesetz  sich  auf  folgende  Wnse^^ 
lieslintnien  ISsnl. 

Wenn  eine  Sirecke  ah  (Taf.  II.  Fig,  7.)  fÖT  einen.  gegebenei*rfl 
Punkt  f,  mI»  conjueirten  eines  /seilen  gebuchten  Tbeitpunktes  ä^y\ 
sn  XU  (heiler  ist,  dasd  das  Du[)[ielverbätlniss  der  erhaltenen  Seg-  ! 
mente  die  gegebene  (irös^e  t  erhMf,  «o  trerden  ßenülinlich  aufj 
einer  durch  r  üchenden  (ieraden  zwei  .Segmente  cm,  cn  abgelra><A 


^eij,    deren  Verhtiltnis 


gleich    I 


lud  durc 


",  6,  e 

durch  deren  itigeordnete  Punkte  m,  n  Strahlen   eines  anharmoni'  1 
ochen'  Bnochela  gebogen;    der  vierte  und  zwar  nc  parallele  StraUt   \ 
diesen   Ri1<ichels    beslimnit   alsdann  den   gesuchten  Punkt  d. 
aehtel   man  in   dieser   Cnnsirurtinn,    dass   die  Richtung  rli;r  1 
den  rra   beliebig   angenommen   werden   kann    und   dase  die   AudS- 
sting,   mit  Rücksicht  auf  die  gegebenen  (irüssen,   eine  he«ttnimteJ 
nein  niuss,    fo  ergiebt  sich,   dasg  alle  möglichen  ParallelstrahleQ  J 
durch  denselben  Punkt  d  gehen  müssen  und  das«  daher  auch  ihrsJ 

4>r<lsse  sich  durch  cii  nach  einem  constanten  Verhkllniss  j—  i 
JrSrken  liisst.  Hiernach  liegen  also  alle  miiglichen  Durchschnitts'^ 
fiunkte  der  in  der  Constructiun  envatinlen  Strahlenbiischi 
vuucentrinchen  Kreisen,  deren  Mittelpunkt  (/  ist.  Wenn  dahfljH 
«lue  um  den  gegebenen  Punkt  c  benegtiche  Gerade  iwei  fest 
Punkte  m  und  ii,  line  uudere  durch  denselben  Punkt  c  gehend^^ 
übet  festliegende  (leriide  zwei  ebeuKolcbe  Punkte  a  und  6  i 
bivlt,  so  nchneiden  sich  alle  wahrend  der  Drehung  der  ersteron^ 
Linie  durch  die  zugeordneten  Punkte  u  und  m,  h  uod  n  gefaeadep^ 
Geraden  in  solchen  Punkten,  deren  Ort  eine  bestiipmbure  Kreit.^ 
liuie  ist,  und  »enn  die  Ebene  der  Conslruction  sich  um  bd  alsJ 
Axc  dreht,  iu  Punkten  einer  Kugeloberiläche,  wie  auch  Chaslea  , 
und  vor  ihm  auf  Grund  einer  noch  allgemeineren  Untersuchung 
aber  die   perspectiviache   Lage   prnjectivischer  Geraden   Steiner 
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1d  Taf.  II.  Fig.  8.  aollen  nun  abc  und  q'V^  nach  der  allge- 
meineren Auffassung  perspectivische  Bilder  des,  Objectee  ABC 
«ein  und  a^y  die  Aehnlichkeitsaxe  derselben.  Bewegen  sieb  noo 
diese  Bilder  durch  Drehung  um  ihre  Aehnlichkeitsaxe  allmäbliGli 
in  die  Ebene  ABC^  so  befindet  sich  während  der  Drehung  des 
Bildes  a'b'c'  das  zugehörige  Prcrjectionscentrum  gleichzeitig  auf 
drei,  Kugelöberflächen,  deren  Mittelpunkte  jü',  v' ,  q'  m  Durch- 
schnitte der  Ebene  der  vierten  Parallelstrablen  mit  der  Ebene  des 
Objectes,  mithin  in  der  zur  Aehnlichkeitsaxe  parallelen  Geradet 
l/k'g'  zu  suchen  sind.  Das  Projectibnscentrum  b'eAcbreibt  also  eine 
Kreislinie»  deren  Ebene  aUf  der  Aehnlichkeitsaxe  senkrecht  steht. 
Dasselbe  gilt  fGr  die  Bahn  des  Punktes  O  während  der  Drehuoi; 
de&  Bildes  abc,  welches  der  Bildfläche  angehören  soll.  Da  nun 
daslProjectionscentruro  für  eine  Lage  der  Bilder  ein  gelneinschalt» 
liebes  ist,,  so  folgt,  dass  auch  ihre  kreisförmigen  Bahnen  sich 
innerhalb  einer  gemeinschaAlichen  und  auf  der  Aehnlichkeitsaxe 
senkrechten  Ebene  durchschneiden.  Der  Durchschnitt  dieser  Ebene 
mit  der  Ebene  des  Objectes  trifft  offenbar  die  zur  Aehnlichkeits- 
axe parallelen  Centrallinien  von  je  drei  zusammengehörigen  Kugeln 
in  den  Mittelpunkten  der  entsprechenden  kreisförmigen  Bahflen; 
die  halbe  genieinschaftlicbe  Sehne  der  kreisRirmigen  Bahnen  wird 
der  Hube  des  Projectionscentrums  über  der  Ebene  des  Objectes, 
die  zu  derselben  in  beiden  Kreisen  gehörigen  halben  Centriwiukel 
den  Neigungswinkeln  gleich  sein,*  welche  die  Ebenen  der  per- 
spectivischen  Bilder  mit  der  Ebene  des  Objectes  bilden. 

Werden  daher  perspectivische  Bilder  eines  ond 
desselben  Objectes  und  Projectionscentrums  in  belie- 
biger Anzahl  durch  Drehung  um  ihre  Aehnlichkeits- 
axe in  die  Ebene  des  Objectes  versetzt,  so  liegen  die 
aus  der  neuen  Lage  hervorgehenden  Projectionsceotra 
stets  in  einer  und  derselben  »Senkrechten  auf  der  Aehn- 
lichkeitsaxe. Für  die  graphische  Darstellung  der  perspecti vi- 
schen Bilder  in  der  Ebene  des  Objectes  enthalt  diese  Be^timmun^ 
das  charakteristische  Kennzeichen,  wonach  bei  der  Darstellung 
solcher  Bilder  zu  verfahren  ist,  welche  durch  Projection  aus  dem- 
selben Gesichtspunkte  entstanden  sind;  dem  gemeinschaftlichen 
Projectionscentnim  im  Räume  entspricht  der  gemeinschaftliche  Ort 
der  Projectionscentra  in  der  Ebene.' 

Construction  dieses  Ortes  und  der  zugehörigen 

Projectionscentra. 

Wenn  in  Taf.U.Fig.9.  L'  die  Aehnlichkeitsaxe,  LeinLim 
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\a  der  £hoiie  des  Olijeclcs,  daiü  !jegni«nt  derselben  #/V  Object 
und  {AC,L').  ißC.L').  (DC,t')  u.  s.  w-  Ebenen  petspecti  vis  eher 
Bilder,  ferner  Oitf,  OJÜ  die  Projectionsstrableii.  aUo  AA',  BB' 
U.S.W,  die  xugebürifjen  pempectivischeD  Bilder  aind  und  diese 
lolsteri>n  Stßcke  in  derjvniEieii  La|;e  innerhall*  der  Objeclsebeuen 
gedacht  »erdoii,  in  »eiche  «ie  aus  ihrer  arsitrilnglichen  l<age  Im  \ 
Räume  durch  eine  hrehunj;  um  di«  Linie  L  üe^Bther^  würden,  so 
bcsliwtne  man,  nenn  auMserdeiu  Winkel  FHc  a\e  IVeigUNgswin. 
kfll  der  r^henp  ilur  l'rojectioiiHHtrableu  gese"  die  Ebene  des  Ob.. 
jectos  angenehen  wirrt,  die  seiikrethte  Projeclio«  des  Projectiaiisr' 
centrams  O  in  der  Eheiie  des  Objeetes,  nämlich  c;  die  von  c 
ftnf  die  AehnlichkeitHaxe  gelallte  und  nach  beidert  Seiten  TerlSiv 
gerte  .Senkrechte  iitl  alsdatin  der  gesuchte  Ott.  Uie  Projectiooc- 
c*ntra  (Dnerbalb  dieser  Seukrechlen  sind  die  Durchcchnillspunhtd. 
ihfer  kreiolütini^eti  Bahnen;  man  hat  daher  nur  l'är  jede  dersel-. 
ben  Mitlelpuiikl  und  Radius  zu  beslimmen.  Ein  Ort  jedes  Mit- 
telpunktes ist  die  Scnkrei-hle  selbst,  der  andere  je  eine  der  PnraU 
leton  zur  At^hTiliihkeitsaxe,  für  welche  der  entsprechende  Aus- 
gangspunkt durch  0/C parallel  CE.  O./ parallel  CD  n.  a.  «.  gefunden 
wird.  Die  Radien  ersehen  sich  naeh  den  vurausaehenden  Aos- 
fäfarungen  durch  Con^truclion  der  Höhe  des  gegebenen  Projeo- 
lionscentrunis  ctt^cF. 

Betrachtet  man  nun  KE' ,  nelches  der  Bildlläcbe  an^ehOreni  • 
mag,  ebenralU  aU  ein  reliefiierspectiviscbes  Bild  fon  MJ\,  so  ist 
dax  »ugehiirige  Projcclionscenlrum  t'  da«,  fiussprsle  Projecliona- 
cenlnini  auf  iler  einen  Seite  der  Aehidichkeitsaze :  ebenso  \Saat 
sich  ein  zHeile»  Pr'ijectiiniscentrum  nachweisen,  dessen  Entfernung 
voll  der  Aehnlichkeii>aie  auf  derselben  Seile  derselben  ein  Min]-' 
roum  ist. 

Durch  fmdrehunc    um  die  Aehnlichkeittiaic   künnen   die  Bil- 
der der  Slrfcke  iVA  eine  doppelle,    nm    180"  der   Drehung   ver* 
schiedeiie  l'ai:e  in   der  Ebene  des  Objcctes  erhallen.     Bestimmt 
fflBn  die  Projectionscentra  für  beide  ctinjugirte  Lagen,   so  ergiebl 
sich,   dasK   sie  paameise  die  Endpunkte  der  Durchmesser  derje>i' 
nigen   Krettie  sind,    deren   üuitange  die  Bijiler    nährend  der  Um-    ■ 
drebung  durchlaufen.    Wenn  man  daher  durch  a' .  a",  ß'.  |3"u.8.w,.. 
die  conjugirten  Pmieclionscentra    bezeichnet,   so  folgt  mit  Rück" 
siebt  auf  den  gemetuschafllicben  Durchgang  der  Kreise  im  Punkt« 
tt  and  demsen  senkrechte  Projectioit  e,  dass 

ft,c.n„c  =  |J,c.|S„c=ö,c.d„c  u.  8.  IV. 

Von  den  conjugirten  Punkten  tf,»„.  ^,^„  u.  s.  tr.  beOmlen  sich  also 
^iitrei  Paare  in  Involution  und  lu  c>    dem  Centralpunkte  der  In- 
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vohition,  gehurt  als  conju»irter  Punkt  der  anendlich  entfernte. 
Offenbar  gebort  das  letztere  Paar  correspondirender  Ponkte  deo 
conjugirteu  Lagen  desjenigen  Projectionscentriinis  an,  welches 
die  andere*  Grenze  afler  möglichen  Projectionscentra  bildet.  Da 
diese  Grenze  nun  erreicht  wird,  wenn  Object  und  Bild  zusarameo- 
fallen,  so' ist  das  eine  der  an  Mt^^  als  Object  und  Bild,  gehuri- 
gen Projectionscentra  c,  der  Centralpunkt  der  Involution,' und  xugleich' 
das  der  Aehnlichkeitsaxe  am  nSchsten  liegende  Projectionscentrum, 
das  andere  der  unendlich  entfernte  Punkt  der  Involution  und  da- 
her auch  das  von  der  Aehnlichkeitsaxe  am  meisten  entfernte. 
Jener  Orjt  der  Projectionscentra,  auf  welchem  sich  zugleich  die 
Mittelpunkte  der  kreisf5rmigen  Bahnen  befinden,  kann  wohl  mit 
Recht  und  soll  daher  auch  in  dem  Folgenden  Centrallinle  der 
Projection  genannt  werden.  Die  Vertheilung  der  Projections- 
centra innerhalb  der  Ebene  des  Objectes  Iftsst  sich  in  folgendem 
Satze  zusammenfasset^ : 

Wenn  die  perspectivischen  Bilder  desselb'en  Pro- 
jectionscentrums  O  und  desselben  Objectes  ^iV  durch 
Umdrehung  um  ihre  Aehnlichkeitsaxe  in  ihre  conjn- 
girten  Lagen  innerhalb  der  Ebene  des  Objectes  ver- 
setzt werden,  so  theÜen  die  zusamniengeburigen  Pro- 
jectionscentra die  Centrallinie  so  ein,  dass  je  drei 
Paare  conjugirter  Centra  sich   in  Involution  befinden. 

Die  Construction  eines  bestimmten  reliefperspectivischen  Bildes 
innerhalb  der  Ebene  des  Objectes  lässt  sich  auf  folgende  allge- 
meinere Data  zurfickfuhren.  Wenn  in  Taf.  IL  Fig.  8.  durch  das 
Projectionscentrum  O  noch  eine  der  Ebene  de»  Objectes  paral- 
lele Ebene  gelegt  wird,  so  entstehen  zwei  gleiche  EbenenbSschel, 
deren  Axen  die  Aehnlichkeitsaxe  o/?y  und  die  ihr  parallele  durch 
O  gehende  Gerade  sind.  Das  erste  zur  Axe  af^y  gehörige  Ebe- 
nenbüscbel  wird  durch  die  Ebene  des' Objectes,  durch  die  Ebene 
des  reliefperspectivischen  Bildes,  durch  die  Bildflfiche  und  durch 
die  Ebene  des  Projectionscentrums  gebildet,  das  zweite  zar  Pa- 
rallelen in  O  als  Axe  gehörige  EbenenbGscbel  enthält  die  zoletit 
genannte  Ebene  des  ersteren  und  drei  den  entsprechenden  im 
ersteren  Ebenenbfischel  parallele  Ebenen.  Nun  befindet  sich  jeder 
von  O  ausgehende  Projectionsstrahl  in  perspectivischer  Lage  an 
dem  ersteren  EbenenbGscbel  und.  in  derselben  Lage  die  Central- 
linie innerhalb  des  zweiten  Ebenenbflschels.  Daher  ist  Taf.  II.  Fig.  10.: 

Wenn  also  das  Projectionscentrum  durch  seine  der  Lage  and 
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i  iiBcb  !;«gebene  Knirernung  vnn  der  Ubjectnelien*  beslimmti 
ist,  (erntjT  die  RildtUche  durch  die  Lage  der  Aehnlichlceilsaxe 
und  durcb  ihre  Nei^un^  ge^en  die  Ebene  des  Objei'tes  und 
Allem  die  letztere  selbst  neb«t  dem  in  ihr  befindlichen  Object, 
Kunie  der  ProjectionscnefTieieMl  X  gegeben  sind,  so  ISs^t  sich  ver- 
Riillelst  der  drei  ersten  ßei;ebenei)  (irOaiten  die  Centrallinie  udiI 
innerhalb  der!iel))ei>,  \\\^.  aus  der  Parullelitüt  der  Ebenen  in  Taf.  II. 
Fift-  R  >i'>r<>rt  >«ich  ergiRbl,  ß  m  Tat  II.  Fig.  10.  bestimmen  und  rer- 
mittel«!  iler  letzleren  Data  nach  der  Itir  Jl  zuletzt  abgeleiteten 
llleii-hiing  auch  a.  .Aus  der  Lage  von  a  und  ß  gebt  dann  nach 
dem  schon  früher  aiigeliibrten  rnnslruclinns verfahren  die  Lage  der 
ProjerlinnsL'enlra  u' ,  ß'  und  der  zufsehiiriEjen  Projecti'insslrBhlen 
büTVor. 

Da  die  vnrher  nach  Taf.  II.  Fig.  Ü.  angegebenen  Ebcnenbaachel 
gleich  Sinti,  Sit  »erden  ihre  entsprechenden  Ebenen  von  den 
Ebenen  desjenigen  Fbenenbflschels,  desseii  Aie  in  Taf.  II.  Flg.  10. 
der  Prnjevlionsstrahl  iVO  ist  und  dnt>  sich  mit  dem  ebenen  Strab- 
lenhßsciiei  {Ky,  IVß.  P/u,  /Vi  parallel  der  Centrallinie)  in  perspec- 
tirischer  Lage  befindet,  in  parallelen  Linien  geschnitten.  Legt 
man  durch  die  zwei  parallelen  Durchschnitte  dee  einen  Ebenen- 
bßscheU.  nämlich  üurch  ß'k,  A'f  Ebenen,  nelche  auf  der  Ebene 
des  Ohjecfea  senkrecht  trieben,  so  aiud  Ürre  ÜurehschnUle  in 
der  letzleren  ancli  der  Centrallinie  parallel  und  suf  der  Aehnlich- 
beitsaxe  senkrecht.  Nun  sind  jene  auf  der  Ebene  des  Objectes 
senicrechten  und  der*  Ebene  der  Centrallinie  und  des  Projectioiis- 
centranis  parallelen  Ebenen  zugleich  diejenigen,  in  «eichen  die 
Punkte  A'  und  B'  ihre '  Drehung  um  die  Aehnlichkeitsaze  be- 
schreiben, jene  Durchsclinittc  derselben  also  auch  diejenigen 
Linien,  in  welchen  die  Punkte  A' ,  B'  der  Geraden  J^'  »nii  ^C 
nach    Tullendeter   Umdrehung   um    die   Aehnlichkeitsaxe   die    ent- 


44d  ^^1 

iimmti  ^^^^1 
Isaxe  ^^^^^1 
I    vor     ^M 


len  daher  auch 
Bilder  eintre- 
id  k,  diese  Punkte  aber 
ist  die  CouKtruction  der 


alchei 


sprechendmi  Lagen  a'  und  b'  erhalten; 
die  Stellen  der  Projeelinnsstrahlen,  in  v 
teil.  Da  nun  die  Perpendikel  dnrcb  f  u 
ilarcb  titt  und  A^  bestimmt  werden,  s( 
«  sehr  einrache. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  die  angegebenen  Construc- 
nicbt  unmittelbar  dazu  dienen  kOnnen,  technische  Arbeiten 

irdern:  sie  haben  nur  den  Zweck,  ein  Verfabreii  aniudeulen, 
vrodnrch  die  wissenschaftliche  Betrachtung  der  Reliefperapeclire 
erleichtert  werden  möchte. 

Wenn  die  perspectivischen  Figuren  in  der  angegebenen  Weise 
in  die  Ebene  des  Objeclea  versetzt  vterden,  so  tritt  an  die  Stelle 
der    BildQäche    oder    Aehnlichkeitaehene,    die    .^ehnlichkeitsaxe. 
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Besiebt  man  die  Bilder  der  Geraden  MN  in  Taf.  II.  Fig.  10.  io  der 
Weise  auf  die  Aehnlicbkeitsaxe ,  das«  für  alle  corröspondirenden 
Punkte : 

ß'V  _     ß'n       «V_     «^ 
gesetzt  wird 9  so  ist: 


Nun  ist: 


Na^'m'  ^  if'ik  ""  y/J~  1-A' 

und  wenn  man  den  Satz  des  Menelaus  auf  das  Dreieck  Nc^ß' 
anwendet: 

a'm    ß'n a'y 

«'y 
Da  nun,  wenn  A gegeben  ist,  dasselbe  aucb  von  ^-  gilt,  so  ist 

p  y 

'    X 

1  —  A  =  T^Xconst. 

Setzt  man  endlicb: 


(/N  (/a'  _        ß'N   ß'b' 


so  wird 


folgiicb : 


oder 


1-— tt 

1  —  X  =  1 — -  X  const. 
1 — V 


1— ^  =  (1  —  l)  (J  — v)  X  const. 


Wenn  der  Wertb  1=0  gegeben  ist»  so  bat  gleichzeitig  die 
Constante  den  Wertb  1,  folgiicb  ist  ^  alsdann  gleicb  v;  erbSit  l 
den  Wertb  1»  so  wird  fisl.  Unter  der  ersten  Voraussetzung 
muss,  wie  scbon  gezeigt  ist»  das  reliefperspectiviscbe  Bild  mit  dem 
gewOhnlicben  perspecti viseben ,  im  zweiten  mit  dem  Objecte  zu' 
sammenfalleo. 
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XXVI. 

Ableitung  der  Formeln  für  den  Sinns  und  Cosinus  der 

Summe  zweier  M^inkeK 

Von 

fierrn  Doctor  Eduard  Sehreder  ' 

in  Gras. 


Bei  itf  hier  befolgten  Methode  werden  zoerst  die  Formeln 
fÖr  sin    ^      und  cos— ^ —  allgemein  giltig  entwickelt,  dann  wird 

gezeigt»  dass  dieselben  Relationen' auch  für  die  ganzen  Winkel 
«:^|3»  «  und  ß  bestehen.  In  einem  Kreise  (Tat  11.  Fig.  11.)  vom 
Halbmesser  =  l  werden  di^  Bugen  a  und  ß  beliebig  angenommen 
und  die  dazu  gebnrigen  Sehnen  BC  und  AC,  so  wie  auch  AB, 
die  Sehne  des  Bogens  a  +  ß,  gezogen.    Da 

AB=28\n^^f    i?C=2sin|»    AC=t28in^ 

a  +  ß 
und  Winkel  BCA=WO^ ^,  so  hat  man  unter  Anwendung  des 

Dach  Cariiot  benannten  Lehrsatzes*)  für  das  Dreieck  ABC  die 
Crleichong : 


*)  Denkt  man  «ich  von  A  auf  Bb  ein  Perpendikel  AD  gefallt,   se 
iel  bekanntlich  naeh  den  Lehren  der  ebenen  Geometrie : 

AB*  =  BC*  +  AC*  —  2.B0.CD, 

maä  da  naa  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ACJ>  bekanntlich  CD=zAC.  eotßCA 
ist,  so  folgt  dae  Behauptete.  Ich  fähre  diee  an,  weil  der  Name  ,,Car- 
not'echer  Lehareati*'  wohl  sieht  allgemein ^wehnlldiiet,  amUiMr 


448  Schreder:  Äbieiiunp  der  Formeln  für  den  smus  und  Cotinms 

tcA-ß  €t         '      ß  (t         ß  U  '{•  ß 

Verwandelt  man  im  Ausdrucke  links  vom  Gleichheitszeichen  den 

Sinus   in    den  Cosinus  und  setzt  alle  Glieder,   welche  cos — ^^ 
enthalten,  auf  die  linke  Seite,  so  erhält  man: 


cos* 


^-^^  +  2sin^sin^cos— n-^:=l  —  sm^a — ^*"^' 


a  +  ß 
Lust  man  diese  Gleichung  nach  cos,    ^      auf,,  so  bekommt  man: 

cos— 5^=  — sins8ing  + w  8tn'^sm%  +  1 — sin*5 — ®*p^* 

Dass  hier  nicht  die  negative  Wurzel  genommen  werden  konnte, 

erbellet  schon  daraus,   weil  in  diesem  Falle  för.  a  und  ß    <90® 

a+ß 
nach  der  Fornael  cos — ^  stets  negativ  sein  mOsste.     Der  Ans- 

druck  unter  dem  Wurzelzeichen  kann  auch  so  geschrieben  werden: 

ß  a  ß  f^       3 

1 — «in^ — ain*5(l  —  sin^rt)  und  reducirt  sich  auf  cos^.jcos'ä» 

so  dass  obige  Gleichung  jetzt  lautet: 

a-{*/?  aß  aß 

cos    <2    ==cp»  5  cos  5"  —  «in  a  f^^  «•  I. 

Um  die  Formel  für  sin     ^       zu    bekommen,    setze  man    in   der 

a4-ß 
Gleichung  (J)  anstatt  cos    ^  ^  den  gleichgeltenden  Ausdruck  der 

Formel  I.     Mao  erhält: 

sra*— ^=sm*5  +  sin*|  -f  2sin  ^  sm  ö  (cos^  coss  —  sin  ^sin  S). 
Vollführt   man    im    rechten    Theile    dieser    Gleichung    die    ange- 


▼erständniMeu  vorxubeugen.  Der  in  dieteiu  Anfsatse  gegebene  Beweii 
•vhliesst  sich  an  die  viel  gebrauchte,  ganz  eiemontare  Darfttelliiag 
der  ebenen  Trigonoiuetrie  an,  bei  welcher  uian  Sinus,  Cosinus  n.  s.  w. 
nlfi  die  VerhäUnisse  gewisser  Seiten  des  rechtwinkligen  Dreiecks  betrach- 
tet, ans  welchem  Grunde  ich  ihn  habe  hier  abdrucken  lasteii,  weil  er 
vielleicht  mancl|em  Leser  angenehm  sela*  möchte.  Ob  eine  ahnliche  Dar- 
stel.lmig  schon  anderweitig  gebraucht  worden  ist,  weist  idi  nicht.        G. 
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zeigte  Hahiplicatioo  und  schreibt  ein^sin*^ -f  sb^shi^  anstatt 
2siiiVc'>n V*   ^^  ''^"'^  ^^^  ^^^  Gleichung  die  Form  geben: 

«in«^^  =  8in«|  ( I  -  «ln«|)  +ein^  (1  -  8in«|) 

a        u        ß     '  ß 
-f28inä-co8Q  sIbto*«' 

Der  rechte  Theil  dieser  Gleichung  ist  (sin^cosf^-f  cos|^sin§)^ 
woraus  folgt : 

et  'i'  ß  aß  a        ß 

slo     ,>    ==  sln^cos  5  +  cos  g-  sin  « •  U» 

•  * 

Um  die  Formeln  Rir  sin     ^  ■   und  cos  — g —  abzuleiten,  zeichne 

inaii  einem  Kreise  vom  Halbmesser  =  1  das  beliebige  Dreieck 
ABC  (Tat  II.  Fig.  12.)  ein,  dessen  Seiten  AB,  BC  und  AC  der 
Reibe  nach  die  Sehnen  der  BOgen  a — ß,  a  und  ß  bilden.  Es  Ist 
daher: 

ilÄ=28in5^,     i?C=2sln?,     .4C=2sin|, 

Winkel  ^C»  =  5^. 

V 

Unter  Anwendung  des  Carnot'schen  Lehrsatzes  erhält  man  die 
Gleichung : 

a  —  ß  aß  a     *ß        a-^^ß 

sin*— ^-^ =sln^  +  8ln^  — 2 sin  a  sin  |-  cos  — :^  •  (2) 

Verwandelt  man  im  Ausdrucke   links  vom  Gleichheitszeichen  den 

Sinus    In    den  Cosinus   und  setzt  alle  Glieder,    «valche  cos^  '  ^ 
enthalten,   auf  die  linke  Seite,  so  erhält  man: 

-a-—^      n  .    a    .    ß        a—ß  a     s,  ^ 

cos*    Q     —2 sin 5- Sinkens — 5~  =  I — s>n*A  —  sin*^-. 

Aq^  dieser  Gleichung  findet  ikian : 


a — 
cos 


— ^ = Sin  7  »»"  j  +  V  *'" V  •'"  2  +  * ""  **"%  ""  ® "*  2 


2 

Thtil  XXXVI.  '  so 
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a       J 
l>er  Ausdruck  unterm  Wurzelzeichen  reducirt  sich  auf  cos*^  cos*^. 

tlenizufolge  man  erhält:' 

ct—'ß  n        ß  et        ß 

cos — ;5-^:=co8jrcosxv +8in5-8in3.  lll 

Dass  in  der  vorhergehenden  Gleichung  die  Wurzel  positiv  genom- 
men werden  musste,  erhellet  aus  Folgendem: 

Es  seien  q  und  ^  im  ersten  Quadranten  befindlich ,  so  sind 
Sinus  und  Cosinus  von  ^  und  ^  positiv,  und  es  wird  mit  der  Ab- 

nähme  von  g-    der  sin^  kleiner,  cos&  grosser.     Wäre    nun   der 

rechte  Theil  der  Gleichung  III.  eine  Differenz  anstatt  einer  Summe,  so 

ß 
würde  er  mit  der  Abnahme  von  ^  einen    grossem  Werth   erlan- 

gen,     während    der    linke    Theil    der    Gleichung    oder   cos — ^ 

ß 
mit  dem  Kleinerwerden  von  ^  abnimmt,   woraus  die  Unstatthaf* 

tigkeit  des  negativen  Zeichens  der  Wurzel  folgt. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (2)  für  cos  —q--    den    gleichgel- 
tenden Ausdruck  der  Formel  III.,  so  erhält  man: 

a  —  ß  o  ß  c^        ß  et        ß  aß 

sin*— ^  =  sin*^  +  sin*^  --  '2sin  ^  sin  ^  (cos  ^  cos  &  +  sin  ^  sin  .y). 

Wird  im  rechten   Theile  dieser  Gleichung  die  angezeigte  Multi- 
plication  ausgeführt  und  dann   sin^^-sin^j  +  sin^s-sin*?-     anstatt 

2sin'ä'sin*n   geschrieben,    so  lässt  sich  der  Gleichung  die  Form 
geben : 

««n«— 2"  =sm«^(l  — sin«^) +  sm«2  (1— 8in*2)-~2sm2COsgsin^co8j. 
Der  rechte  Theil  dieser  Gleichung  reducirt  sich  auf 

/  •  «     ^      «  .  ßS. 

(sin^- CO82  "~^®®2  ^^"i'^  ' 
demzufolge  man  erhält: 
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,  Dm  nachzuweisen,  dass  dieselben  vier  Relationen  auch  swiseben 
den  ganzen  Winkeln  adbj^^  ^  und  ß  besteben,  kann  man  folgen- 
der niassen  verfahren. 

Aus  der  Gleichung  II.  ergibt  sich,  wenn  man  darin  a^ß  setzt: 

sin  a =2  sin  ^  cos  ä*  ^* 

Ans  der  Gleichung*  I.  folgt  auf  dieselbe  Art: 


2  "  ""^' 


cos  a  =r  cos^  —  sin*7r«  VI. 


Zufolge  V.  besteht  aubh  die  Relation  sin(a^^)=2sin  ^^^^os-—^ 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  statt  sin — 5—     iind  cos — —    die 
gleichgeltenden  Ausdrücke  in  II.  und  I.,  so  hat  man: 

'     (5) 

,     Cl  ß  et  ß  €C  ß  tL  ß 

sin(a+(5)i=2(sln2  cosö  +  cosö  8in5-)(coss-coss-  —  sinftSinö)* 
Die  Ausfuhrung  der  angezeigten  Multiplication  gibt: 

a  a         aß    .  c%    -    ß  ß         ^'^  ■     /«\ 

2  sm  s-  cot«  ^  cosV  +  2  sm  R-  cos  «  cosV  (o) 

ß         ß         et  et         et    ,     ß 

—  2sinn-coss-«in*n — 28ins-cos5-sin*y. 

Dieser  Ausdruck  kann  die   Form  erhalten  : 

et         et  ß  ß  ß        ß  et  ^        m^. 

2  sin  2  cos  9  (co8*2  "  **"  2  ^  +  "^  ®'"  2  ^®*  2  ^^"* V  *~  **"  2  ^     ^^ 

und  reducirt  sieb  unter  Berücksichtigung  der  Relationen  V.  und  VI. 
^iif  8iniircos/3-|* co8«sin/3,  so  dass  man  die  Formel  hat: 

sin  (a  +  ß)  ^  sin  acos  ß  -f  cos asii9|3. 

Zufolge  V.  besteht  auch  die  Gleichung  sin(a-^/?)=28in-^cos— ;^- 

tt— Ä  ff—  ß  *u 

^tzt  man  iii  dieser  Gleichung  statt  sin  —^^  und  cos  —^  die  gleich- 

80* 
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geltenden  Ausdrücke  in  IV.  und  III.,  so  unterscheicfWt  sich  die 
^anze  Ableitung  von  der  vorhergehenden  dadurch,  dass  in  (6)  da» 
zweite  Glied  negativ  und  das  dritte  positiv  erscheint ^  was  zur 
Folge  hat,  dass  die  Summe  (7)  sich  in  eine  Differenz  verwandelt 
und  somit  schliesslich  die  Gleichung  zum  Vorsehein  '  kommt: 
sin(a  — P)=isin&co8|3  —  cos a sin/?.     Zufolge  der  Relation  VI.   be- 

'  tt  -1-  |S  JOL  -fr  ß  ^ 

steht    die    Gleichung     cos(a  +  |J)  =  cos* — ~-  —  sin*— ^^  .      Setzt 

Z  ml 

man  in  dieser  Gleichung  statt  cos — 5-^  und  sin  — ^  aus  den  Re- 
lationen I.  und  11.  die  gleichgeltenden  Aufrücke,  so  erhält  mao: 


cos 


«  ß        ,    cc         ß  aß  €t-  ,^    ß 

(a  -f  |3)  =  (cos  5"  cos  5-  —  sin  j^  sin  §")*— (»in  ;y  <-*os  «  +  cos^    in  ^ )*, 


Die  Ausführung  der  angezeigten  Quadrirungen  gibt  nach  einer 
kleinen  Reduction: 

ß  et  cc  ß  tt  et    ' 

cos  (a  +  /3)  =  dos*5^(co8*5^  —  sin  V)  —  sin*s<co6^^  —  sin^)     (8) 

.   .    «         ^    '    ß      '  ß 

—  4sin^C0S;T^Sin^C0Sr;'. 

Unter  Berücksichtigung  von  V.  und  VI.  erhält  man  hieraus  : 

cos  (a  + /3)  =  cos  a  cos  |S — sin«  sin  |3. 
Wurde  man   endlich  in  der  Relation 

Ci'-rß  CC'—'ß 

cos  (a  —  j5)  =  cos* — ^  —  sin*— jj-ä- 

€C  —  ß  CC  —  ß 

statt  cos  ~ö~     ""'^  **'"     a   •    aus   111.  und   IV.   die    Aequivalente 

setzen,  so  unterschieden  sich  die  hieraus  entspringeDden  Aus- 
drücke von  den  vorhergehenden  nur  im  Zeichen,  und  zwar  wurde 
im  rechten  Theile  der  Gleichung  8)  das  dritte  Glied  positiv  er- 
scheinen, woraus  erhellet,  dass  man  jetzt  die  .Formel  bekommea 
miisste : 

cos  (er — ß)  :=  cosacosj?  +  sinasin/3. 
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Weitere  Ausführung   der  politischen  Arithmetik.. 

Von' 

Herrn  Dr.  L,  Oettingerj 

GniKslierzH^tinh    ISiiflisrheni    llofrathe    nnd    urdenüicliein    ProfesMor    der 
Matlieinafik  an  der  Universität  2ii  Freibiirg  i.  R. 

(Fortsetzung  von  Nr.  XVI.) 


Drittes   iCa  p  i  t  e  i. 
Heber    Tll|^aiii^splftiie. 

§.  31. 

Allgemeine   Form   der   Tilgangspläne. 

Grössere  Kapitalien  oder^  Anleihen  werden  gewöhnlich  nicht 
nie  die  kleinem  auf  einmal  oder  in  ganzer  Summe  eingezahlt,  und 
'kunnen  auch  nicht  wohl  ohne  Störung  des  Geldverkehra  oder  ohne 
BeläatiguDg  und  Schaden  des  Schuldners  oder  Gläubigers  auf 
einiual^in  Masse  ein-  und  ausgezahlt  werden. 

Der  Schnidner  aiüsste,  um  grosse  Geldsummen  auf  einmal  zo 
rechter  Zeit  auszahlen  zu  können,  für  Ansammlung  des  Geldes 
sorgen  und  könnte  sie  während  des  Ansammeins  nicht  benutzen. 
Der  Gläubiger,  dem  auf  einmal  eine  grosse  Summe  Geldes  zur 
Verfügung  gestellt  wurde,  wäre  nicht  im  Stande,  sie  alsbald  wie- 
der nutzbringend  anzulegen.  Mit  beiden  Geschäften  wäre  Schaden 
für  den  Schuldner  und  Gläubiger  verbunden. 

,  Das  Ansammeln  grosser  Geldsummen  kann  aber  nur  dadurch 
bewirkt  werden,  dass  sie  dem  Verkehr  enbeogen  werden.  Hie- 
durch  wQrde  das  Geld,  das  sich  in  diesem  Falle  aU  Waare  dar- 
stellt,  theuerer  werden  und  der  Ansammler  möaste  die  Baarsunime 
theuerer  bezahlen  als  er  sie  ausgibt. 

Mit  dem  Ausgeben  grosser  Geldsummen  oder  ihrem  RGck- 
strömen  in  den  Verkehr  verbindet  sich  der  umgekehrte  Nachtheil. 
Der  Besitzer  grosser  Geldsummen  wäre  genöthigt,  sie  so  rasch 


454  Oettinger:    Weitere  Ausfü/trunif 

als  möglich  nutzbringend  zu  verwenden;  das  Geld,  als  Waare. 
ivurde  wohlfeiler,  oder  die  Kaufgegen«tände  und  Effecten  wfirdeo 
theuerer  werden.  Beide  Operationen  müssen  während  ihrer  Dauer, 
durch  Entziehung  des  Geldes  aus  dem  Verkehr  und  Rfickkehr  io 
denselben,  nachtheilig  einwirken  und  Schwankungen  im  Geldwertb 
verursachen. 

Es  liegt  daher  im  Interesse  de» Schuldners,  wie  des  Gläubigers, 
bei  grossen  Anleihen  diese  nachtheiligen  Folgen  zu  umgehen,  was 
am  fuglichsten  durch  allmäliges  Entziehen  und  Ri'irkgeben  geschieht. 

Das  Letztere  wird  gewohnlich  durch  allmälige  Tilgung  bewirkt, 
und  es  ist  daher  erforderlich ,  die  hierauf  bezuglichen  Methoden 
nfther  zu  betrachten. 

Wird  nun  eine  Anleihe  K  durch  allmälige  Rückzahlung  ge- 
tilgt, so  geschieht  diess,  wie  schon  im  ersten  Kapitel  angedeutet 
wurde,  dadurch,  dass  in  einer  Reihe  von  Jahren  bestimmte  Sum- 
men am  Kapitale  bis  zur  volligen  Tilgung  abgetragen  und  jeweils 
die  Zinse  der  vorhandenen  Restschuld  gezahlt  werden. 

'   Nennt  man  die  jeweiligen  Zahlungsleistungen  der  Reihe  nach 

und  die  ihnen  zugehörigen  Kapitalabtragnngen  : 
SO  dass 

ist,  so  ergeben  sich  aus  dem  eben  Gesagten  und  n;ich  dem  Voi^Mige 
der^  schon  im  ersten  Kapitel  gemachten  Bemerkungen  bei  den 
Zinsfuss  p  die  Werthe  der  Zahlungen,  welche  in  den  einselnen 
Jahren  gemacht  werden  müssen,  wenn  die  Verzinsung  und  TU- 
gung  jäjirlich  geschieht,  die  einzelnen  Zahlungen  in  Kapitalab- 
tragsumme und  Zinse  zerlegt  und  die  Glieder  in  entwickelter  Form 
dargestellt  werden,  in  folgender  Weise: 

2) 
Li=zAi  +  K.Ofip, 
Lt:=iA^+K.O,Op^Ai.OJOp, 
L^=A^  +  K.Ofip  -  Ai  .Ofip'-A^.Ojfip , 
L^^^A^  +  K.Ofip'-Ai.O^Op—A^.Ofip'-A^.Ofip, 
U  =  A^  +  AT.CQp— Ji.O,Qp-^«.O.(^-2l8.O,0!p-^4O,G!p, 

U=zAn-{^K.QSip'-  Ai.Qfip^A^.QJSip'^...,--A^i.QJ[ip. 
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Nicht  immer  findet  die  Voraassetzung  jähriieber  Tilgung  und 
Veriinsung  «tatt,  denn  häufig  und  bei  Staats- Anleibefi,  wozu  auch 
die  Lotterie- Anleihen  gehören,  gewöhnlich  geschieht  dieVer- 
zinsong  halbjährlich  und  nur  die  Rapitaltilgung  jährlich.  In  die- 
sem Falle  erhält  man,  wenn  der  Kürze  wegen  wie  früher  ip=pi 
gesetzt  wird,  folgende  Darstellung,  da  doppelt  so  viele  Zahlun- 
gen Li,  Lff  Lif.,,.Ltm  gemacht  werden  müssen: 

3) 
Li      =         K.Ofipi-Ai.Oftpis 

1/»     =       K.ofipi—Ai.üSipx'-A^.fijdPi, 


ljtM-\  =         K ,  O,0|pi  —  Ai .  0,Opi  —  A^ .  0,01^1  —  ....—  An^i .  0,0/>i , 
In.     =-^11  +  Ä.O,Opi  —  Ai  .0,Opi  —  A^.Qfipi  — ....  —  An-i.  0,()p, . 

Weniger  häufig  Ic'onirot  wohl  der  Fall  vor,  dass  auch  die  Kapi- 
talabtragungen halbjährlich  vor  sich  geben,  obgleich  diese  Til- 
gungsart nach  den  Bemerkungen  des  §.  22.  als  die  vortheilhafleste 
angedeutet  wurde  und  als  solche  sich  für  die  Praxis  als  die  zuträg* 
liebste  empfehlen  dürfte.  In  diesem  Falle  sind  gleichfalls  "In  Zah- 
lungen wie  in  No.  3)  zu  machen,  und  man  erhält  folgende  Dar- 
sMMig: 

+  lf.O,Qpi- ^1.0,0^,, 

+  Ar.O,Qpi  -Ai  0,^pi  -  ^.0,Qpi , 

+  K.Qfipi  -^Ai  .0,0p,  -  At.Ofipi  -  At.O,0pi , 

Lta-i = A2m-i  +  K .  0,0p,  —  Ai .  0,Opi  —  A^ .  0,Qp,  — ....—  A^n-^ .  0,Qpi , 

Ltn     =A9m     +*.O,0|pi— ^,  .0,Qp,  — ilj.OjOp,  -....- An-i.O,0|p,. 

Bei  einzelnen  Lotterie- Anleihen,  die  halbjährlich  oder  vierteljähr- 
lich gezogen  und  halbjährlich  ausgezahlt  werden,  kommt  diese 
sehr  sachgemässe  Tilgungsweise  vor. 

Bei  Anwendung  der  vorstehenden  Darstellungen  auf  beson- 
dere Fälle  ergibt  sich  daraus  eine  Erleichterung  dcF  Arbeit,  dass 


A 

=4 

L, 

=  ^, 

tn 

=4« 

L, 

=  ^4 
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bestimmte  Glieder  in  awei  aufeinander  folgenden  Ausdrücken  gleich- 
zeitig vorkommen  und  daher  nur  einmal  berechnet  werden  dfirfen. 


§.  34. 

Tilgungsplan  bei   gleichen  Abtragssummen. 

Es  können  nun»  wie  man  leicht  sieht,  folgende  Fälle  eintreten: 

a)  Entweder  sind  die  jährlichen  Kapitalabtragungen  A^^  Af, 
A^y  A^,.,.,Ah  ^anz  willkührlicb  und  stehen  unter  einander  in  kei- 
nem Zusammenhange; 

b)  oder  sie  stehen  unter  einander  in  einer  bestimmten  Bezie- 
hung, sind  also  unter  sich  gleich,  oder  wachsen,  oder  fallen  in 
arithmetischem  Verhältnisse; 

c)  oder  sie  stehen  unter  einander  in  einem  geometrischen  Ver- 
hältnisse. 

Im  ersten  Falle  bleiben  die  in  §.  31.  No.  2)— 4)  angegebenen  Dar- 
stellungen in  Kraft  und  die  einzelnen  Werthsummen  oder  Jahres- 
leistungen müssen  nach  vorstehenden  Bestimmungen  ermittelt  werden. 

im  zweiten  und  dritten  Falle  werden  bestimmte  Gesetze  her- 
vortreten, welche  den  Ueberblick  liber  Einrichtung  der  Tifgun^s- 
plane  sehr  erleichtern  und  gestatten,  Tilj^ungszeit,  "Grösse  der 
jährlichen  Zahlungsleistungen  und  Kapital- Abtragungen  bequem 
zu  ermitteln. 

Sind  die  jährlichen  Abtragssummen  einander  gleich  »also 
Ai  =  A^=:  A^  ■=^  .,..  An=  A,  so  geht  die  Darstellung  No.  2)  §. 31. 
in  folgende  über:  "^ 

1)  L,     =A  +  K.O,Op, 

Lt    =Ai^K.Ofip'-A.Ofip, 
La     =A  +  K,0,0p'-'2A.0,0p, 

* 

L^     =A  +  K^Oflp—SA.OS)p, 


Lr     =A  +  K.Ofip-(r--  \)A.Ofip, 
Lr+i  =A  +  KAOp—rA.O.Op, 


Ln    =A  +  K.0,0p'-(n--'\)A.0,0p' 

Vergleicht  man  nun  zwei  auf  einander  folgende  Jahresleistun- 
gen Lr-i-i  und  Lr  mit  einander,  so  erhält  man: 
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Hieraus  ergeben  sich  für  das  Schema  No.  ))  folgende  Sätze: 

3)  Sind  die  jährlichen  Kap'italabtragQog'en,  wodurch 
eine  Anleihe  getilgt  wird»  einander  gleich,  so  nehmen 
die  jährlichen  Zahlung8le.is.tungett  (L)  Um  die  gleiche 
Summe  (A.Qfip),  und,  zwar  um  dieZinse  der  gleichen 
Kapitalabtragung  ab,   und  umgekehrt: 

4)  Nehmen  die  Jahresleistungen,  die  zur  Verzin- 
sung und  Tilgung  einer  Anleihe  dienen,  jährlich  um 
die  gleiche  Summte»  und  zwar  um  die  Zinse  der  jähr- 
lichen Abtragung  (also  auch  die  des  ersten  Jahres), 
ab,  so  sind  die  jährliehen  Tilgong^rsumirien  gleich. 

Die  Summe,  um  welche  die  jährlichen  Zahlungen  abnehmen 
sollen,  kann  jedoch  nicht  willkührlich  genommen  werden,  denn 
wflrde  sie  zu  hoch  gegriffen«  so  konnte  der 'Fall  eintreten»  dass 
die  Jahresleistungen  sich  um  so  viel  Verminderten»  dass  sie  nicht 
mehr  die  Zinse  der  vorhandenen  Schuld,  noch  weniger  die  er- 
forderlichen Tilgungssunimen  deckten. 

Im  vorliegenden  Falle  ist: 

5)  •  k=znA. 

Der  Stand  -  der  Schuld  am  Ende  des  rten  Jahres  oder  Anfange 
des  (r  H-  l)sten  ist : 

6)  Sr=k-TA. 

Die  Tilgungszeit  bestimmt  sich  durch' 

Geschieht  die  VerzinsuOjg^  halbjährlich   und   die  Tilgung  jährlich, 
so  ergibt  sich  aus  No.  3)  §.  31.: 

8)  A       =         if.O,Opi, 

L4      =^  +  «.0,(^1— 24.0,0pi, 
L5      =        A:.0,0p,-r2i<.0,(Vii, 


Ur-i=        Ä.O,Olpi  --(r— 1)2^.0,%, 
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Vergleicht  man  die  beiden  Halbjahres -Leistangen  tweier  Jahn 
mit  eioaDcJer,  80  hat  man: 

und  ea  gelten  auch  hier  die  anter  No.  3)  und  No.  4)   aogefSfarten 
S&tze  in  Betreff  der  Gesammtleistungen. 

Vergleicht  man  die  Summen ,  welche  in  den  ungeraden  und 
geraden  Halbjahren  fällig  aind,  unter  einander,  so  ist: 

11)  Lu^^'-'Ut    =— 2l.0,^pi'. 

Es  seigt  sich  4  dass  auch  hier  die  genanoten  Sfitse  jedoch  nit 
der  Modifikation  gelten»  dass  die  Halbjahreszinse  die  Abnahme 
bilden.    Die  Gleichungen  No.  5)— 7)  bleiben  in  Kraft. 

Geschieht  die  Verzinsung  und  Tilgnvg  halbjährliGh,  so  erhilt 
man  aus  Ne.  4)  §.  31. : 

12)  Li  =^  +  Är.O,Qpi* 

La  =J  +  i5C.Ü,()p,— i^.O.Ojpi. 
La  =J  +  Ä.O,Qpi— 2^.0,0/11, 

L4  =^  +  iP.O,Opi  - 3^ .O.Ojpi , 


L«r  =  ^  +  ÄC.O,Qpi  —  (2r- 1)  ^  .0,0;>i , 

Es  gelten  auch  hier  die  in  No.  3)  und  No.  4)  genannten  SStze 
mit  der  Abänderung,  dass  sich  di^  Zins-  und  Tilgungssummen  aof 
Halbjahresfristen  beziehen      Es  ist  daher: 


13) 

h»r-{-l  —  l>»r  =  —  A.Qjipi, 

U) 

K^InA, 

15) 

Sr—K—rA, 

16) 

K 

5.  33. 

Anwendung. 
Die  Anwendung  der  in  §•  32.  aufgestellten  Sätze  ist  sehr  einfach. 
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\)  E!d  Kaprul  VM  tl400000  soll  an  6Pi#cmt  vQisittst 
od  durch  eine  jährliche  Kapital- Abtragung  von  2000UO 
etilgt  werilen.  yVelcbeer  ist  der  bezügliche  Til'gungs- 
lan?    In  welcher  Zeit  ist  das  Kapital  getilgt? 

Das  Kapital  ist  nach  {.  ^.  No.  7)  getilgt  in  : 

2400000 


n 


III 


'=s  12  Jahren. 


etzt  man  nun  in  No.  1)  §^32.  Jr= 2400000»  il  =  200000,  K.Qfip 
:ä4ÜOOOO. 0,05  =  120000,  /4.0,Qp=20000l».0,06= 10000,  so  e^ 
bt  sich  mit  Rucksicht  auf  No.  6)  §.  32.  folgende  Zusammenstel- 
Dg  für  den  Tilgungsplan : 


Jalir 


Grösse    der  j4hrliche'ii 
Zahlungen  ' 


Stand  der  Schuld  mn 
Ende  des  Jahres  oder 
Anfang  des  nftchstcn 


GrOsse  der  getilgten 

Schuld   am   Ende    des 

Jahres  oder  Anfang  des 

nächsten 


1 

•2 

.3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 


3'>0000 

aioooo 

300000 
-i«0000 
280000 
270000 
260000 
260000 
240000 
230000 
220000 
210000 


2200000 


^     I   ( 


1 


:  I  I 


I600Ü0O 


Hill 


-;ii:i:ii 


ipooooo 

80000» 

60Ü00O 

400000 

.200000 


200000 


I 


600000 


:iii  I 


1000000 
12H00Ü0 
1400000 
1600000 


;  I  I 


?  I  II 


VI  I  II 


3)  Die  Bedingungen  sind  wie  oben.  Das  Kapital 
oll  halbjährlich  verzinst  und  j&hrlich  getilgt  werden, 
i^elches  Ist  der  bezügliche  Tilgiingsplan?  Wann  leTt 
as   Kapital  getilgt? 

'  Die  Tilgung  geschieht  nach  7)  {.  32.  In 


iiit.i 


n  =3  QQQQQQ  =  12  ganzen  oder  24  Halbjahren. 


etzt  man  nun: 
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X. 0^1,  =2400000.0,026=60000,     /l.0,0y>,  =200000.0,025= 
so  ergibt  sich  nach  No.  S)9.32.  folgender  Tilgungsplan : 


6lBadd.Sthn1d 

Grosso  d.heim- 

Halb- 
jahr 

GrtJsic  der 

nmEodeUea 

gmnhlt.Sehbld 

Zahluagen 

Halbjiilirs  oilcr 
A..fan)r  des 
nai'hsten 

am  Endo  de« 
Balbj.  od.  An- 
äin»  d.  DftohH. 

"7" 

60000 

2 

•260000 

2200000 

200600 

3 

55000 

4 

255000 

2006000 

400000 

5 

60000 

6 

250000 

1806000 

600000 

7 

45000 

8 

215000 

1600000 

800000 

9 

40000 

10 
II' 

240000 
35O0O 

1400000 

1000000 

12 

235000 

1200060 

1206000 

13 

30000 

14 

230000 

1000000 

1400060 

15 

25000 

16 

225000 

BOOOOO 

IßOOOOO 

17 

20600 

18 

-    220000 

6U0060 

1800000 

19 

15000 

20 

215000 

400060 

■2000000 

21 

10000 

22 

210000 

200000 

2200000 

23 

500O 

24 

209000 

2400000 

5)  Ein  Kapital  Ton-2400000  soll  zu  5  Procent  bal 
jährlich  verzinaf  und  durch  eine  balbjäbrliche  Kapiti 
abtragnng  Ton^  100000  getilgt  werden.  Welches  ist  d 
bezflglicbe  Tilgungeplant    Wann    ist   das  Kapital   g 

tilgt? 
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*M  kapital  Ist  nacli  Mo.  16)  {.  Z'i.  in; 

>        2400000       ,,  ,  .  .      „,  u  ,. .  . 

*=^a  |ftAnoO~       ''>■>'*»  ^"^'  ■"  Ualbjahreii 

t.     tfetzt  man  non  i         .  ~ 

=2.5.     JT^  2400000,  \rl=  100000,    K. 0,028  =60000.  ' 

^.0,025  =  2500, 

alt  man  aw  No.  )2)  ond  Nn.  18)  §.  33.  folgenden  TUgnngsplan : 


6) 

OrOBse  (Ifr 
halbjährlichen 
Znhlunj^tn 

SlunddAihnU 
nmEndedoi 

HiübJHhre  oder 
AofaiL);  ilcB 
iiachplen 

Orbue  ilor  ge- 
li1gl>-ii  Sohuia 
um  Ende  des 
Illllbj,  .od.  An- 
fand d.'  nichBi. 

'   T 

IMOOO 

230ÜOIKI 

100000 

■i 

157300 

2200000 

-200000 

:j 

155000 

2100000 

300000 

4 

15B0O 

2000000 

400000 

5 

150000, 

1900000 

500000 

6 

147500 

1800001) 

600000 

7 

145(100 

1700000 

700000 

H 

142500 

1600000 

800000 

y 

UOOOO 

150000« 

VIOOOOO 

)0 

137500 

1400000 

lOOOOOO 

iJ 

135000 

1300000 

1100000 

V2 

132500 

1200000 

1200000 

13 

130000 

1 100000 

1300000 

14 

127500 

1000000 

1400000 

15 

125000 

900U00 

1300000 

16 

IKdOO 

800000 

1600000 

17 

120000 

700000 

1700000 

18 

117300 

600000 

1800000 

Vi 

115000 

300000 

löOÜOOO 

■>o 

112500 

400000 

2000000 

21 

110000 

300000 

2100000 

■a 

107600 

200000 

■2200000 

23 

106000 

100000 

2300000 

24 

102600 

2400000 
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Vergleicht  man  nun  die  SommeD«  welche  Bor  Tilgung  da 
Schuld  nach  den  verschiedenen  Tilgungspläiien  erfordert  werden,  so 
bestätigen  sie  die  in  §.32.  aufgestellten  Sätze.  Die  Jahresleistan- 
gen  in  No.  2)  nehmen  um  10000,  die  Zinse  der  Tilgungssumme, 
ab;  die  Summen  der  ungeraden,  so  wie  der  geraden  Halbjahre 
nehmen  In  No.  4)  um  je  5000,  die  Jahreszablun^en  am  200000 
ab;  die  halbjährlich  zu  zahlenden  Suromen  in.  No.  6)  nehmen  um 
2500,  die  haibjährlichen  Zinse  der  Abtragssumme  ab.  Vergleicht 
man  njun  auch  die  Summen,  welclie  idi  Ganzen. auf  die  Tilgung 
derselben  Anleihe  in  dem  Zeitraum  von  J2  Jahren  verwendet  wer^ 
den  müssen,  so  erheben  sie  sich  in  den  beiden  ersten  Fällen  bei 
jährlicher  Tilgung  und  jlibrlicher,  so  wie  halbjährlicher  Verzin- 
sung nuf  3180000,  während  sich  die,  welche  bei  halbjährlicher 
Verzinsung  und  Tilgung  in  dem  gleichen  Zeitraum  erfordert  wer- 
den, nur  auf  3150000  erheben,  und  weisen  also  einen  MindM*- 
aufwand  von  30000  oder  ein  jährliches  Ersparniss  von  2500  nach. 
Gewuhnlich  verzinsen  die  Staaten  ihre  Anleihen  halbjährlich  und 
tilgen  jährlich.  Offenbar  ist  mit  dieser  Tilgungsweise  ein  Nach- 
theil verbunden,  der  sich  bei  einem  geordneten  Hanshalte  leicht 
vermeiden  lässt,  worauf  schon  in  §  22.  und  §.23.  hingewiesen  wurde. 


§.  34.        , 

Tilgungsplan  für  Kapital^Abtragnngen,  die  um  gleich 

viel  zunehmen. ' 

Nehmen  die  Summen,  wodurch  eine  Anleihe  K  getilgt  wer- 
den soll,  um  die  gleiche  Grösse  zu ,  so  dass  Ai^^A,  A^'=A-\-D, 
A^^A'\''lD,..,.An  =  A+in'^\)D  ist,  and  geschieht  die  Ver- 
zinsung und  Tilgung  jährlich»  so  stellt  sich  der  hiezu  gehurige 
Tilgungsplan  nach  2)  §.  31.  in  folgender  Weise  fest: 

I) 

Li=^  +  a:.o,<^, 

L^=A^D  +i?.0,(]!p— :i.0,0p, 

Lz=A  +  2D^K.Qfip—'iA.HMp--D.(tfip, 

1,4=^ +3Z)+ isr.o,«^-3^.o,fl!p-p|fl.o.()p. 


L.= ^ + (n-1)  Z)  +  K.  0.0^  -  (n-1)  ^  .0,0^  -  ^^^-^-^D.Oj^. 
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Unter  der  Bedingaog,  dass 

ist.     Die  Tilgttngssnrome  de«  rten  Jahres  (TV)  bestimmt  sich  durch 

Tr=A^(X-\)ü. 

Die  Grusse  der  getilgten  Schald  am  Ende  des  rten  oder  Anfange 
des  (r  4-  l)ten  ^Jahres  ist : 

3)  Gr  =  rA^^^^j^D. 

Der  Stand  der  Schald  am  Ende  des  rten  oder  Anfang  des  (r-|-l)ten 
Jahres  wird  geConden^  wenn  man  sämrotlicbe  bis  dabin  zurfick- 
gezahlten  Betrage  von  der  Anleihe  abzieht.  Em  ist  daher  aus 
No.  3) : 

Hieraus  und  aus  No.  '1)  ergibt  sich  eine  zweite  Methode,  die 
Summe  zu  bestimmen,  welche  im  Laufe  des  rten  Jahres  gezahlt 
werden  mnss.  Sie  besteht  nämlich  aus  dem  Zins  der  Restscbuld 
des  vorigen  (r —  ])ten  Jahres  und  der  Tilgungssurome  des  rten  Jah- 
res,  und  es  ist: 

Ö)  Lr=  Är-l.  0,0/1 +j;. 

Vergleicht  man  dieWerthe  zweier  aufeinander  folgenden  Jahres- 
zahlungen, 80  erhält  man  nach  den  gehörigen  Reductionen: 

■ 

9  Lr  — Lr+i  =  — fl  +  i4.0,0/>  +  (r--l)/>.0,0/>. 

Hier  liegt  kein  so  einfaches  Gesetz  för  den  Debergang  von  einer 
JäkreezabluDg  zur  nächst  folgenden  vor,  wie  in  No.  2)  §.  32.  Ist 
Lr — Lt-^i  positiv  oder  Lr^  Lr^i,  so  füllt  die  Jahresleistung, 
bt  aber  Lr'^Lr^i  negativ«oder  Lr^Lr-^,  so  steigt  die  Leistung 
des  nachfolgenden  Jahres.  Es  kann  daher  ein  Steigen  und  Fal- 
len der  Jahreszahlungen  bei  dem  vorstehenden  Tilgungsplan  ein- 
treten. 

Untersucht  man  nun  deo  Aosdrock 


•'■ '  ' 
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Xr=  ^ + (r  - 1)  O  +  Ä .  0,0p  -  (r- 1)  J .  0,0p-  ^''"^2"  *^fl.O.0p 
auf  ein  Maximum,   so  ist: 

7)  ^  =  /)->1.0,Op-^^./>.0,0|.. 

I 

^^=-/).0,0p. 


a 


Es  ist  daher  unter  den  Jahresleistungen  von  No.  1)  ein  Maximum 
möglich.  Setzt  man  nun  deu  ^erth  auf  der  rechten  Seite  in  No.  7) 
der  0  gleich  und  bestimmt  hieraus  r,'  so  hat  man  zur  Bestim- 
mung dieses  Zeitpunktes: 

lOÖ     3     /l 

Hieraus  folgt: 

9)  Bei  den  Zahlungsl^eistungen  des  Tilgungsplan« 
Mo.  1)  entsteht  eifi  Maximum,   wenn Ki»5>^,   also 

100 

wenn^  im  Verhältniss  zu />  nicht  grosser  als 1-1,5  ist 

Wird  dieses  Verhältniss  überschritten ,  so  wird  r  negativ  and 
der  Zeitpunkt  wird  nicht  mehr  eidtreten.  Die  Werthe  der  Zab* 
langen  werden  dann  fallen.  s 

Die  Zeit,  in  welcher  die  Anleihe  getilgt  wird,  ergibt  sich 
durch  Entwicklung  von  n  aus  der  Gleichung  2)  und  i.st: 


. //2lf     /2.4-/)\»\      2^-Z> 

10)       «=v(7r+(iJo-;;- 


2A 


=2B  V^8Ä.Z>+(2^-Z))«-?^-. 

Fährt  n  nicht  auf  eine  ganze,  sondern  eine*  gemischte  2M, 
so  ist  es  am  besten,  die  Zahlungs- Leistung  fifr  das  letzte  Jabt 
and  dann  die  Grösse  der  RestschuLd  zu  bestimmen  und  sie  der 
letzten  Zahlung  zuzuschlagen  oder  auf  das  nächstfolgende  Jabr 
überzutragen. 

Geschieht  unter  den  zu  No.  1)  geinachten  Voraassetzangeo 
die  Verzinsung  der  Anleihe  halbjährlich  und  die  Tilgung  jährlicb» 
so  ergibt  sich  aus  No.  3) '§.  31.  folgender  Tilgungsptan: 


.    der  poiMicAen  AritkmUk.  4fö 

X,      =  ^       :    KX}ifipt^AAifipi, 

9  3 
Lf     =  K.Ofipi  -3.1 .0,0^,  — |-^  D.Ofipi , 


1  = 


«0,0^,  -Cfi-l)  J.OX^  -  ^^^-~/>.0,0p, , 

ti,     =/4+(ii-l)/>+ Ä.OM  -(«-1)^.0,0^,  -  ^^j^i""^^/>.0,()p, . 

Bei  dieser  Darstellung  hieiben  die  in  No.  2) — 5)  aufgestellten 
Gleichungen  in  Kraft.  Dasselbe  gilt  von  der  Gleichung  No.  10). 
welche  die  Tilgungszeft'  bestimmt. 

Nimmt  man  die  beiden  Ha||ijahre8sahlaiigen  «weier  auf  ein 
ander  folgenden  Jahre  zusammen ,"  so  unterliegen  sie  den  gleichen 
Bedingungen,  die  in  No.  6),  8)  und  9)  angegeben  sind. 

Vergleicht  man  aber  die  Wertife  cl^r .  Zahlungen  sweier  auf 
einander  folgenden  ungeraden  Halbjahre,  so  erhSit  man: 

12)  Llr-l  —  /v2r+l  =  A.Ofipi  +  (r -  1)  0 .0,0p, . 

Hiernach  ist  X<2r-i  >  L^r^x »  d.  h. ' 

13)  die  Werthe  der  Zahlungen  ffir  die  ungeraden 
Halbjahre  nehmen  bcstfindii;  ab,  denn  der  Werth  jeder 
Vorhergehenden  Zahlung  Ist  grosser  als  derjenige  der 
nkcfafolgenden. 

Vergleicht  man  die  Werthe  der  Zahlungen  zweier  auf  einan- 
der folgenden  geraden  Halbjahre,  vrorin'die  Tilgung  erfolgt ,  so  ist 

14)        L»r-I«r+«=  — l>+i<.0,0pt4(r— 1)D.0,(Vh. 

Rier  gelten  die  Bemerkungen,  welche  zu  No.  6)  gemacht  wurden. 
Aach  hier  kann  ein  Maximum  eintreten.  Es  bestimmt  sich  nnch 
dem  Vorgange  von  No.  7)  auf  folgende  Weise : 

Tli€il  XXXVI.  31 
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1KX  100  .  3     ^     200  .  ,  „      ^ 

Es  tritt  aber  in  einem  viel  spätem  Zeitpunkt  ein. 

FOr  die  beiden  Tilgungsplfine  No.  1)  und  11)  gelten  noeh  lu 
No.  2)  folgende  Bestimmongeo : 

16,  ^=:^_<?^»>^ 

'  n  2 

wenn  JT,  D  and  n  bekannt  ist, 

2jr  2^ 


17)  /)  = 


n(n  —  l)      n — I 

.    wenn  K,  A  und  n  bekannt  ist 

Geschieht  endlich  Verzinsung  und  Tilgung  halbjährlich, 
ergibt  sich  aus  No.  4.  §.  31.  folgender  Tilgungsplan : 

18) 

^  Lt=A  +  D  +  K.Ofipi'-A.O,Opi, 

L3  =  ^  +  2D+ir.0,0pi"-2^.O,Opi— Z).0,0/»,, 

2  3 
L^^A  +  3D+K.0,0pi  ^3A.0,0pi  —r^^D.O^Opi . 


Lt«=il+(2n-l)Z>+jr.0,0pi-(2n--l)^.0,0ft-^^^^--^^ 
ugter  der  Bedingung,   dass 

19)  K=  2nA  +  ^?^?  D 

ist.  Die  Gleichungen  No.  3),  4),  5)  bleiben  mit  der  Abänden 
in  Kraft,  dass  sie  auf  halbe  Jahre  sta^  auf  ganze  zu  bezid 
sind.  Die  Werthe  zweier  auf  einander  folgenden  Halbjahress 
lungen  unterliegen  folgender  Beziehung: 

20)  Ltr-i«r+i=-/)+il.O,Oi»i  +  (ar-l)Z>.O.Opi. 
Auch  hier  ist  ein  Maximum  mGglich.    Es  tritt  nach 

21>  2r-??2  +  ?      A 

Halbjahren   oder  nach 
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lireo  ein.    Die  TilguDgszcfit  liMtimiDt  9\e\^  aas  No.  19)  auf  fol- 
aide  Weise: 

23) 

Ihrt  it  nicht  auf  eine  ganze,  sondern  eine  gemischte  Zahl,  «so 
>d  es  am  sachgeniSssesten  seiq ,  die  Restschold  fON  die  gefnn- 
Mie  ganze  Zahl  zu  bestimmen  und  damit  zu  verfahren,  vi^ie  oben 
No.  10)  angei^eben  wurde. 

Ferner  erhSit  man  aus  No.  19): 

34)  A=.^:=:^^^. 


35)  D=: 


n(2n-I)' 


§35. 

Anwendungen.  « 

1)  Eine  Anleihe  von  1950000  soll  zu  5  Procent  jähr- 
eb   Terzinst   und  so  getilgt  werden,    dass   im  ersten 
ihre  150000  zurOckgezahlt  und  diese  Summe  noch  um 
ibriiche  10000  erhöht  wird.   Velches  ist  der  bezog-, 
ehe  Tilgungsplan?    Wann  ist  die  Schuld  getilgt? 

Wendet  man  zur  Beantwortung  dieser  Fragen  No.  1)  und  die 
Igenden  Gleichungen^  §.  34.  an ,  so  ist  ir=  1950000,  i4  =  150000, 
>=  10000,  /i=:5  einzuführen. 

Die  Zeit  bestimmt  sich  dann  auf  folgende  Weise.     Es  ist : 

iK     2.1950000     ^       2/1 -Z)     2.150000-10000     29 
'B^     lOOÖÖ     ^^^"'       2/>     -  200000  ""  2  ' 

IgÜch.: 

«  =  iV4.390  +  29«^f  =  4VläÖi-f  =  ^-=10, 

id  die  Anleihe  wird  in  10  Jahren  getilgt  sein. 

Die  Jäbreszahlungen  werden  sich  dadurch  am  einfachsten  be- 
mnien,  wenn  man  die  allen  Gliedern  in  No.  1)  §.34.  gemeinschaO- 
heo  Werthe 

ar 
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K.  0,0/>  +  ^  =  1950000 . 0.05  +  1 50000  =  247500 

ermittelt  und  die  wechselnden  Werthe  von  />=  10000,  />.O,0|p 
und  ^.0,0;? =7500  zu-  und  abwählt.  Der  Stand  der  Schah 
die  Grosse  der  getilgten  Schuld  ermittelt  sich  aus  den  Gleicht 
No.  4)  und  3).    Hieraus  ergibt  sich  folgender  T4lgtingsplan  : 


Jahr 


Grösse  der 
jährlichen 
Zahliingen 


2) 

Stand  der  Schuld  am 
Ende  des  »Tähres  oder 
Anfang  des    folgenden 


l 

2 

4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 


247500 
250000 
252000 
253500 
'^54500 
255000 
256000 
254500 
253500 
252000 


1800000 

1640000 

1470000 

1290000 

IIOOOQO 

900000 

690000 

470000 

240000 


Grösse  <ler  getilgten  ' 
Schuld  am  Ende  des  j  T}]\ 
Jahres  oder  Anfang  des     ni 
folgenden 

17 
18 

19 
20 
21 

22 
^ 
24 


150000 

310000 

480000 

660000 

»50000 

1050000 

1260000 

1480000 

1710000 

1950000 


Die  Richtigkeit  dieser  Angaben  kann  man  durch  die  Gle 
No.  5)  §.  34.  untersuchen.  Soll  nämlich  die  Zahlungsleistoi 
6teu  Jahres  bestimmt  werden ,    so  hat  man : 

Lö  =  »5.0,05  +?;,=:  1]ÖOOOO.O,05  +.150000  +  5.I0( 
=  265000, 

denrt  die  Tilgungssumme  des  6ten  Jahres  ist  nach  der  Gle 
No.  3) : 

T^  =  150000  +  5 .  10000  =  200000 , 

uozu  ;ioch  die  Zinse  der  Schuld  des  vorigen  Jahres  koion 

Die  Zahlungsleistungen  wachsen,  wie  man  sieht,  en 
einen  höchsten  Werth  und  fallen  von  da  an  wieder.  De 
punkt  fällt  für  das  Maximum  nach  No.  8)  §.  34.  auf  das 

100  .  ,^      150000      „,  ^      _      ^^ 
r  =  -g-  +  1,5 jQQöö  =  ^  -'^  —  15  =  6,5 

Jabr,  also  in  die  Mitte  zwischen  das  6te  und  7te  Jahr.    Dah 
stehen  zwei  grusste  Werthe.    Fiele  der  Werth  von  r  näher 
eine  oder  andere   Jahr,   so  wurde   nur  ein  Maximum  ents 


der  politischen  Arilhmetih. 


469. 


<  l>,  80  erfiSit  der  Zeitpunkt,  in  welcbem  das  Maximum 
,  fQr  einen  bestimmten  Zinsfuss  einen  festen  Wertb.  Er 
ir  dem  Zinsfuss  5  auf  das  2Iste  Jabr  und  kann  nicht  spä- 
en.  '  Bei  dem  Zinsfusfii  4  fallt  er  auf  das  26ste,  bei  dem 
IS  3  auf  das  35ste  Jabr  u.  s.  w.  Nur  in  dem  Falle »  als  A^  D 
elcber  vorliegt,    kann   der  Zeitpunkt  des  Maximums  früber 


Die  Bedingungen  sind  wie  oben  unter  No.  1).  Die 
d  soll  balbjäbriicb  verzinst  und  jährlicb  getilgt 
^n.     Welcbes' ist  der   bezugÜcbe  Tilgungsplan? 

i  in  der  Tilgung  keine  Aenderung  eintritt,  so  bleibt  auch 
gungszeit  dieselbe.  Die  Anleihe  wird  daher  in  10  Jahren 
sein,  wozu  aber  90  Zahlungen  erforderlich  sind.  Es  kommt 
die  Darstellung  No.  II.  §.  S^.  zur  Anwendung..  Die  nothi- 
^erthe  sind :  K=  I959OOO,  A  =  150000,  D  =  10000, 
I,  =  48750 ,  A .  Ofipi  =  3750 ,  D .  Ofipi  =  250.  Die  in 
eraden  Halbjahren  vorkommende  Summe  ist: 

^A  +  K.  0,0/1,  =  150000  +  48750  =  198750. 

che  sich  die  positiven  und  negativen  Werthe  der  i^eiter 
werdenden  Glieder  scbliessen.  Die  Gleichungen  No.  3)  und 
I.  gelten  auch  hier.     Der  fragliche  Tilgungsplan  ist  daher: 

4) 


Grösse  der 

tiAlbjäbrlichen 

Zahlungen. 


Stund  der    Schuld  am 

Ende  des  Halbjahres 

oder  Anfang  des 

nächsten 


Grösse  der  getilgten 
Schuld    am  Ende    des 
Ilnlbjahres  oder  An- 
fang des  n&chsten  . 


Tilgiings- 
snmme 


48750 
19875(> 

45000 

205000 

'  41000 

'211000 

36750 
216750 

32250 
222250 

27500 
927500 

22500 
232500 

17250 
237250 

11750 

241750 

6000 

246000 


1800000 
1640000 
1470000 

r 

1-290000 
1100000 
900000 
690000 
470000 
240000 


160000 

150000 

310000 

160000 

480000 

170000 

660000 

180000 

850000 

190000 

1060000 

200000 

1260000 

210000 

1480000 

220000 

1710000 

1 

230000 

'  1950000 

240000 
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Die  Samnien  der  ungeraden  Halbjahre  falieo  nach  No.  \%ü 
13)  §.34.,  diejenigen  der  geraden  steigen  ^  denn  ein  Maii« 
würde  bei  den  letzten  erst  im 

r-20o.iK    isoooo    ^, 

r  =  ^- + 1 .6  -  ^gggg- =  26,5 

t 

Jahre  eintreten.  Zählt  man  aber  die  beiden  Summen  eines  fk 
Jahres  zusammen,  dann  stimmen  sie  mit  den  in  No.  2)  gegeb- 
nen äberein  und  das  Maximum  tritt  im  ö^Sten  Jahre  ein. 


§.  36. 

Fqrtsetzong. 

1)  Eine  Anleihe  von  2450000  soll  mit  5  Procent  re^ 
zinst  und  so  getilgt  werden,  dass  Tilgung  und  Vert» 
snng  halbjährlich  geschieht,  im  ersten  Halbjakfi 
75000  abgetragen  und  diese  Summe  in  jedem  folgendei 
um  5000  erhobt  wird.  Welches  Ist  der  bezä^liche  Til* 
gungsplan?    In  wie  viel  Jahren  Ist  die  Schuld  getilgt! 

Hier  kommt  das  Schema  No.  18)  §.  34.  zur  Anwendung.    Esi^ 

«=2450000,    i4=75000,    Z)=5000. 

Die  Zeit  bestimmt  sich  aus  No.  23)  §.34.  und  man  hat  dort: 

K      24SOOOO  2/<-Z>_2.7SOOO— SOOO      145 

<iD—1.imQ~'       4D    ~~        4.5000         "20 

einzuRihren.    Es  ist  daher: 

145*       145      I  145 

2)     n=v'(248  +  ^)-^=2QV(Ö8000  + 21026)-^ 

=4vmö25=^~'^=io.   . 

Die  Anleihe  wird  in  10  Jahren  oder  20   halben   Jahren  getil 
sein.    Zur  Feststellung  des  Tilgungsplans  hat  man : 

/^.0,0)9i  =2450000.0,025=61250,  il.0,0pi=7S0OO. 0,025=18! 

D.Ofipi  =6000.0,025  =  125. 

Die  allen  Gliedern  gemeinschaftliche  Summe  ist: 

^  +  £.0.0^1=75000  +  61250=136250. 

Der  Stand  der  Schuld  ergibt-sich  aus  der  Gleichung  No.  4)  §.3< 


di«  Gt3«m  Her  getilgten  Schnid  aus  No.  3)  9.34.: 
Hienuw  ergibt  aich  der  luchalebeDde  Tllgtii^plin ; 


Hiab- 

Grtlwe  der 
halbjlhrlkhcn 

3Mnd    der  Schuld  an 

Ende   dee  Helbjahres 

oder  Anfang  dee 

nftclietcD 

Groea«  der  gctilgien 

Schnid  am  Ende  de. 

Halbjahre,  oder  Anfang 

de.  nftchsten 

Tilginp- 

136250 

•2375000 

76000 

76000 

I393;a 

2295000 

1550O0 

80000 

148375 

2210000 

240000 

85000 

^ 

146-250 

2120000 

330000 

90000 

■ 

14«000 

2025000 

425000 

96000 

o 

1606-25 

19-25000 

525000 

looooo 

7 

I63I2S 

1820000 

630000 

106000 

% 

155900 

1710000 

740000 

110000 

157750 

1595000 

865000 

116000 

159875 

1475000 

975000 

120000 

161875 

1360000 

uoomo 

126000 

163750 

1220000 

1230000 

130000 

165500 

1085000 

1365000 

135000 

1671-25 

945000 

1505000 

140000 

168625 

800000 

1650000 

145000 

170000 

650000 

1800000 

150000 

171250 

495000 

1968000 

155000 

18 

172375 

336000 

2115000 

160000 

19 

173375 

"170000 

2280000 

165000 

so 

174260 

-2450000 

170000 

Die  Richtigkeit  der  angegebenen  Werlhe  tisst  sieb  leicbt  darch 
die  GleicboBg  No.  6)  %.  31  nacbweiwn-  So  iat  i.  B.  die  im  16t«n 
Halbjahre  zu  zahlende  Summe: 

^«  =  ^«■0,0^ -fria^SOOOOO. 0,025 -fTBOOO  +  IS. 6000 

=  200004^150000  =  170000, 
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\vsL8  mit  No.  3)  übereinstimmt^  Ein  HaxinMim  findet  bei  dem  vor- 
stehenden  Tilgungsplan  nicht  statt.     Es  Gele  nach  No.  21)§.3I. 

auf  das 

« 

o        200  j^,-     75000      _. 

• 

Halbjahr,  wahrend  der  Tilgungsplan  sieh  nur  auf  20  Halbjahre 
erstreckt.  Sänimtliche  Werthe  der  Zahlungen  steigen  daher.  Bei 
Tilgungsplänen,  welche  eine  längere  Zeit  erfordern,  *%rird  dieses 
Maximum  hervortretep.  Diess  soll  noch  an  folgendem  Falle  ge- 
zeigt werden,  wobei  wir  der  Kürze  wegen  nur  Einzelnes  aus  dem 
Tilgungsplan  herausheben. 

4)  Eine  Anleihe  im. Betrage  von  4380000  soll  so  zu 
5  Proi^ent  getilgt,  werden,  da^s  .im  ersten  «Fahre  1000 
und, in  jedem  folgernden  10000  mehr  am  Kapitale  abge- 
tragen werden.  .jilVelches  ist  d.er  bezügliche  TilgTungs- 
pla^n  in  den  ersten  6  Jahren,  im  lOten,  ISten»  19 — 258teD 
und  im  letzten  Jahre?  Wann  wird  die  Schuld  getilgt 
sein? 

Man  hat  hier  die  Darstellung  No.  1)  §i  34.  anzuwenden  und 
Ar=:4380000,  ^  =  1000,  Z>=:  10000.  p  =  5  zusetzen.  Die  Zeit 
bestijpmt  sich  a^St  No.  10)  §.  34.,   und  es  ist: 

•    ■  ■  •• 

2A:_2.4380000_  2.4~i9     2000— 10000  _       i 

,  /)T     10000    --^"'        2/>     ""2.10000      "^"^10' 

Hieraus  erhält  man:  / 

5)    rt  =  v'(8/6  f  1^)  +  IQ  =  IQ  V  8/616  +  jy  =  -pj-=30. 

I 

Die  Tilgungszeit '  umfasst  also  30  Jahre.  Zur  Feststellung  de« 
Tilgungsplans  hat^man:  i4.0,Op=50,  />. 0.0^=500,  und  die 
allen  Gliedern  gemeinschaftliche  Summe  beträgt : 

/l -^  A.  0,0p  rrr  1000  +  4380000.0,05  =  1000+219000 1=  220000. 
Ei»  entsteht  daher: 


(ter  poUtluken  Ariihmettk. 
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Jahr 


'    Gr6s»c  der 
jfthrliclicn 


Zahlungen 


'      Ö) 

Stund  der  Schuld  nm 

Ende  des  Jahres  oder 

Anfang  des  folgendefn 


Grösse  der. getilgten. 
Schvid. .  am   Endo   des 
Jalires  oder  Anfang  des 
folgenden 


Tllgnngs- 
summe 


r 

2 

3 

4 

5 

6 

10. 
15 
19 
20 
21 
2-2 

23 
24 
2S 
:iO 


220000 
229950 
239400 
248350 
256800 
264700 
291550 
313800 
32i'600 
3*23550 
3-24000 
323950 
323400 
3-22350 
3*20800 
305550 


4379000 
43ÖH000 
4347000 
4316000 
4276000 
42*24000 
39*20000 
3:315000 
2651000 
2460000 
2259000 
2048000 
1827000 
15960r>0 
1355000 


'k .  I 


1000 

1-2000 

33000 

64000 

105000 

*  156000 

460000 

1065000 

1729000 

1920000 

2121000 

2332000 

2553000 

2784000 

3025000 

4380000 


1000 

IlOOO 

21000 

31000 

41000 

51000 

9)000 

I410P0 

181000 

191000 

201000 

211000 

221000 

231000 

241000 

291000 


Ancb  die  hier  gegebenen   Resultate  lassen  sich  leicht  ntu;b 
<l«r  .Gleichung  No.  5)  $.34.  prüfen,     üas  Maximum '  der  Zabluogs-  . 
leistungen  tritt,   nie  man  sieht,    mit  dem  2l8ten, Jahre. ein,   wie 
iliess  mit  dem  früher  Gesagten  (ibereinstimmt,  und  nach  No.8)  §.34. 

_100.  1000 

sein  muss.    Am   Ende  des  SOsten  Jahres  ist  die  Schuld  getilgt. 

Dass  auch  in  den  vorliegenden  Fällen  die  halbjährliche  Ver- 
zin^unj;  und  Tilgung  vortheilhafter  ist,  als  die  jährliche  Tilgung 
und  ganzjährige  oder  halbjährliche  VerzinsuDg  Jässt  sich  leicht 
nachweisen. 

Untersucht  man  zu  denr  Ende  d^n  in  No.  1)^.35.  gegebenen 
Fäll  und  bestimmt  die  Summe  Z>,  welche  erforderlich  ist,  um  bei 
halbjährlicher  Tilgung  in  10  Jahren  das  Kapital  1950000  durch 
steigende  Snmmen  zurückzuzahlen,  so  erhSIt  man,  wenn  in  Mo. 25) 
§.  34.  jr=±i  1950000 ,  A  =  U50000  =  75000,  n  =  10  gesetzt  wird : 


7) 


/}= 


1950000—20.75000     45000 


10.19 


19 


=  2368,4. 


.^ 
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Setzt  man  hiefiir  der  bequemeren  Rechnung  wegen  die  runde 
Somme  2400,  »o  hat  man  die  Darstellung  No.  18)  §.34.  aozuireii- 
den  und  Jr=:  1960000,  i4  =  75000,  />  =  2400,  p^  =  0,025, 
JT. 0,025  =  48750,  ^.0,02Cf  =  1875,  Z).0,025=00  und  die  allen 
Gliedern  gemeinschaftliche  Summe  JT. 0,025 -fil= 123760  zu  setzen. 
Hieraus  ergibt  sich  der  nachstehende  Tilgungsplan: 


Halb- 
jähr 


OrOsBO  der 

halbjährlichen 

Zahlungen 


'       8) 

Stand  der  Schuld  zu 

£ndc  des  Halbjahrs  od. 

Anfacg  des  nfU^hsten 


QrOsse  der  getilgten 

Schuld  am  Ende  des 

Halbjahrs  oder  Anfing 

des  nächsten 


Tilgungs- 
somme 


1 

123750" 

1875000 

2 

124275 

1797600 

3 

124740 

1717800 

4 

125145 

1635600 

5 

125490 

1551000 

6 

125775 

1464000 

7 

126000 

1374600 

8 

126165 

1282800 

9 

126270 

1188600 

10 

126315 

1092000 

11 

126300 

993000 

12 

126225 

891600 

13 

126090 

,787800 

14 

125895. 

681600 

15 

125640 

573000 

16' 

125325 

'  462000 

17 

124950 

348600 

18 

124515 

232800 

19 

124020 

114600 

20 

117465 

1 

75000 

152400 

232200 

314400 

399000 

486000 

575400 

667200 

761400 

858000 

957000 

1058.100 

1162200 

1268400 

1377000 

1488000 

1601400 

1717200 

1835400 

1950000 


75000 

77400 

79800 

82200 

84600 

87000 

89400 

91800 

94200 

96600 

99000 

101400 

103800 

106200 

108600 

111000 

113400 

115800 

118200 

114600 


Vergleicht  man  nun  die  Summen,  welche  im  Ganzen  auf  die 
Tilgung  und  Verzinsung  einer  Schuld  von  1950000  nach  No.  2)  §.36. 
verwendet  werden  mfissen,  wenn  die  Tilgung  und  Verzinsung 
jährlich  geschieht,  mit  derjenigen,  weiche  auf  Tilgung  und  Ver- 
zinsung derselben  Schuld  verwendet  werden  müssen,  wenn  die 
Tilgung  and  Verzinsung  halbjährlich  geschieht,  so  sind  im  ersten 
Falle  im  Ganzen  2527500  und  im  zi^eiten  Falle  nur  2500350,  also 
27150  weniger  erforderlich,  was  durchschnittlich  jährliirfi  eine 
Summe  von  2715  erspart.  Diess  z^igt  sich  auch,  wenn  man  die 
einzelnen  Jahresleistungen  von  No.  2)  §.  35.  mit  den  hier  in  No.  8) 
gegebenen  vergleicht.    Nur  die  zwei  Halbjahres -Leistungen  des 
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ersten  Jahres  macben  hieven  eine  Ausnahne  und  werden  von  .den 
spätem  bedeutend  fiberwogen.  Man  sieht  also  hiediirch  das  frfiher 
Gesagte  bestfitigt. 

Die  Summen,  welche  am  Ende  der  Halbjahre  ßüiig  sind, 
wachsen,  Erreichen  im  lOten  Halbjahre  den  höchsten  Werth  und 
fallen  dann  wieder,  wie  diess  nach  No.  21)§.  34. : 

2r=^.+ l,Ö-^^=4U- 31.»  =  10,25  , 

I 

sein  muss. 

Die  Schuldigkeit  des  lotsten  flalbjahrs  ergibt  sich,  wenn  man 
nach  No.  4)  §.  34.  die  Restscbold  des  lOten  Halbjahres  berechnet 
und  hiezu  die  halbjährigen  Zinsen  zählt.    Es  ist: 

I^==:1146()0  + 114000.0,025  =  114600+2865==  117466. 

Die  in  diesem  und  dem  vorhergehenden  Paragraphen  behan- 
delten besondern  Fälle  wurden  'der  einfacherB  Rechnung  wegen 
so  gewählt,  dass  Jie  Tilgungszeit  auf  ganze  Jahre  oder  Halbjahre 
f&brte.  Kommen  Fälle  vor,  worin  n  nicht  anf  ganze  Zeitabsehnitte 
führt,  wie  bei  dem  zuletzt  onter  No.8)  betrachteten  Tilgungsplan, 
8Q  hat  man  die  zu  No.  10)  und  23)  §.  34.  gemachten  Bemerlningen 
anzuwenden,  die  Restschuld  zu  bestimmen  und  in  Rechnung  zu 
bringen,  wie  diess  geschah.  Bestimmt  man  nämlich  aus  den  hiezu 
gehörigen  Elementen  nach  No.  23)  §.  34.  die  Tilgungszeit,  so  hat 
man : 

K      1950000_3250     2il--Z>_  150000 -2400     123 
2D""  2.2400""    8   *        4/>     ""       4.2400       """8"' 

und  es  ist: 

1    ,,o  •Ki«A     i^o.N     ^23     1      .'^     123     202,8—123     ^^ 

n=g  1/(8.3250 -123*) g-=:gV41l29 — g-= — ^-g =9,9 

Jahre  oder  19,4  Halbjahre.    Die  Restschuld  wurde  im  Tilgungs- 
plan auf  den  Schluss  des  20sten  Halbjahres  zurflckgefiQhrt. 


i.S7. 

Tilgungsplan    bei  Kapitalabtragungen,   die    um   gleich 

viel   abnehmen. 

Nehmen  die  Tilgungssummenj  wodurch  eine  Anleihe  K  abge- 
tragen werden  soll,  um  den  gleichen  Betrag  />  ab,  so  dass 
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t 

,  ' !         •  •  -     ■  ■    ■     ' 

isty  80  gebt  die  Darstellung  No.  2)  §.31.,  wenn  dieVerzinsupg  und 
Tilgung  jährlich  geschieht,  in  folgende  über: 

i:«a=^  +  jr.o,Oj»  -  D— i4.o,Op, 

La  =  i4  +  Jr.0,0!p— 2/>--2^  .0,0p  + />.0,0p, 
£4=i4+Ä^.0,fl!p-3/>-3J.0i0/>+p^Z).0,0p, 


>M. 


i^s£j-i^ir.o,o^-^4/>— 4ii.o,qp  +  |;^z>.o,0|p 


L,  =  J  +  j:.6,0^-(n~l)Z>---(n-l)^.0,0;?  +  ^?     jM^    ^^/>.0.0/?. 

Diese  DArotMlang  stimmt  mit  der  in  No.  1)  {.  34.  gegebenen 
flbeireiii,  wenn  dort  —  D  a^XbM  +0  gesetzt  wird.,  Unter  dieser 
Voraossetzung  gelten  tlie  dort  gefubdenen  Gesetze  auch  hier.  Der 
vorstehende  Tilgongsplan  bietet  aber  doch  besondere  Eigen thüm- 
lichkeiten,  die  im  Folgenden  hervorgehoben  wenden  sollen. 

Zählt  man  sämmtliche  Tilguogsßuramen  zusaipmen,  so  ergibt 
sich  die  Grosse  des  Kapitals,  welches  nach  dem  vorstehenden 
Plane  in  der  Zeit  n  getilgt  werden  kann,   und  man  erhält: 

Es  zeigt  sich  hieraus,  dass  K  nicht  0  oder  negativ  werden 
kann.  Die  Werthe  von  K,  A,  D  und  n  stehen  daher  unter  ein- 
ander in  einem-  bestimmten  Zusammenhange.  Ihre  Annahme  un 
terliegt  nicht  unbeschränkter  Willkuhr,  sondern  ist  an  bestimmte 
Gesetze  gekpäpft.  In  keinem  Falle  kann.  D  so  gross  oder  gros- 
ser als  \^  sein. 

•  ",■■■..  ...■'.  ■ .  , 

Wählt  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  A^  D  ist,  für 
bestimmte  Werthe  von  A  und  D  beliebige  Werthe  fiir  u  und  lei- 
tet daraus  die  entsprechenden  Werthe  für  K  ab,  so.  werden  sich 
für  verschiedene  n  verschiedene  Kapitalwerthe  ergeben.  Es  ent- 
steht daher  die  Frage :  Welchen  Geisr^tten  werden  diese  Kapital- 
werthe unterliegen  ?  « 

Untersacht  man  nun  zu  dem  Endi^  die  Gleichung  No.  2)  auf 
ein  Mazimam  od«r  Minimum,  so  hat  man: 
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3)  _  =  ^_  „/)  +  _, 


-^  •    '    -. 


'■*»»  •.'  ,.  '«{■ 


>i 


Unter  den  mugÜGhefi  Kapiteivfertben  bei  einem  r  bestknnten  .  v^ 
und  i>  ergibt  «ich  hiernaob.  eis.  MaximoiQ'-'  DieBcf^  Maximum  be- 
•tiraiiit  sich  aua  No.  3}  durcb  die  Gleichung' ;-•  .-.<  ^ 

A        • 

4)  «=:-=v  +  0,5. 

•  '  '  •  * 

Berechnet  man  nun  aus  diesem  ^erth  Rlr  n  nach  der  Gleichung 
No.  2)  den  entsprechenden  VVerlh'  vpn  JT,  so  gibt  dieser  Werth 
die  Grenze  an^  die  nicht  überstiegen  werden  darf,  wenn  ein  Kapi- 
tal nach  dem  vorstehenden '  Tifgongsplan'  getifgt  werden  istöll. 
Nur  diö  fnnerhalb  dieser  Grenze  liegi^nden  Kapitalwerthe  werden 
nach  dem  Tilgdiigsplan  No.  t)  tilgbar  sdn,  deiiii  nicht  jedes  be- 
liebige Kapital  K  wird  durch  bestimmte  A  und  D  getilgt'  werden 
können.     Die  Tilgungs^umme  des  rten  Jahres  beträgt: 

6)  7'r  =  ^  — (r  — !)/>. 

ZShIt  man  hfezu  dre  Tilgungssiiihroen  der  vorhergehenden  Jahire, 
so  bestimmt  sich  hiednrch  die  Grosse  der  tfm  Ende  des  rten  oder 
Anfang  des  (r-f  I)ten  Jahres  noch  vorhandenen  Schuld,  und  es  ist: 

6)  Gr  =  r^  — -T^i^^- 

Der  Stand  der' Schuld  zu  demselben  ZeFtpunkt  ist  hiernach:       "* 

7)  Sr=jr-r;i+'^— ^Ä 

Aus  No.  5)  entnimmt  sich,  dass  die  Tilgungssumroe  nicht  negativ 
werden  kann,  dass  also  A"^  D  sein  muss.  Wird  r=sO,  so  hdrt 
die  Tilgung  auf  und  man  erhält  dann : 

8)  ''  =  Z>+'- 

Dies's  Ist  die  Grenze,  innerhalb  welcher  die  Tilgung  einer  An- 
leihe unter  den  oben  genannten  Bedingungen  vor  sich  geht    bt 

-jz  eine  ganxe  Zahl,  soDlIk  die  letzte  Tilgung  auf  die  biednrcfe 

bestimmte  Zeit,  also  auf  das   vorhergehende  Jahr     Führt  aber 

A 

-jz  anf'eine  gemischte  Zahl,  dann  wird  fär  diesen  Zeitpunkt  noch 
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eine  entsprechende  Restochuld  bleiben,  die  sogleich  oder  im  fol- 
genden Jahre  getilgt  werden  kann. 

In  beiden  Fällen  hat  das  zu  tilgende  Kapital  seine  höchste 
Hohe  erreicht»  denn  der  Tilgungsfond» erhfilt  keinen  Zuwachs  mehr. 
Diese  Aussage  stimmt  mit  dem  Inhalt  der  Gleichung  Nr.  4)  Ober- 
ein ,  welche  den  Zeitpunkt  beselchnet»  fiEh'  welchen  das  Maximum 
unter  den  möglichen  Kapitalwerthen  eintritt.  Das  zu  tilgende  Ka- 
pital hat  auf  die  Bestimmung  der  Zeltgrenze  keinen  Einflusff,  wie 
sich  aus  No.  8)  ergibt. 

Vergleicht  man  zwei  auf  einender  folgende  Jahreszahlungen, 
so  erhält  man  für  ihre  Beziehung  unter  einander: 

*  ■ 

Ist  dieser  Wertb  positiv,  so  nehmen  die  Jahres -Leistungen  zu; 
im  umgekehrten  Falle  nehmen  sie  ab.  Da  A — (r— 1)2>  nach 
No.S}  immer  positiv  sein  mjuss»  so  nehmen  dieselben  ab.  Unter- 
sucht man  daher  den  Ausdruck: 

Lr=A^(r-l)D  +  K.O,(^—{r-i)A.Oflp+^''~^^^~^^D.Ofip 

auf  ein  Minimum«  so  zeigt  es  siirh,  dass  ein  solches  eintritt  und 
sich  durch  die  Gleichung 

10)  ••=7^  +  1^  +  5 

bestimmt.  Dieses  Resultat  deutet  auf  einen  grussern  Zeitraum, 
als  derjenige  ist,  welcher  In  No.  4}  oder  7)  angegeben  wurde  und 
flberschreitet  die  äusserste  Grenze  der  Tilgungsz^it  Er  wird 
daher  niemals  eintreten  und  die  Zahlungsleistungen  werden  be- 
ständig abnehmen.    Die  letzte  wird  immer  die  kleinste  sein. 

Die  Zahlungsleistung  eines  bestimmten  Jahres  kann  i^uch  durch 
die  Gleichung 

11)  Lr^Sr-1.0,0p+Tr 

ermittelt  werden. 

Da  sich  aus  No.  2)  verschiedene  Werthe  von  K  bei  bestimm- 
ten A  und  D  und  darunter  ein  höchster  ergeben,  wenn  f&r  n  ver- 
schiedene Werthe  eingesetzt  werden,  so  fragt  es  sich :  wie  viele 
Werthe  werden  sich  ftlr  n  und  dadurch  fdr  K  ableiten  lassen  1 
Setzt  man  zu  dem  Ende  K=0,  so  erhält  man  aus 

O^nA-'^D    . 
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folgende  Besttmmimg: 
12)  «=^  +  1. 

YäB  sind  hieroacb  doppelt  so  viele  Werthe  fllr  K  bei  bestimm tem  A 
und  D  mOglich,  unter  denen  sich  ein  grOsster  vorfinden  fi^ird>  wie 
in  No.  4)  angegeben  wurde.  Diese  Gielcbung  stebt  durchaus 
nicht  mit  No.  4)  und  8)  im  Widerspruch«  denn  sie  bexieht  sich  auf 
mögliche  Zahlen wertbe,  während  die  beiden  letzten  Rir  Zeitbe- 
stimmung und  Tilgungsieiten  gelten.  / 

Ist  Ky  A  und  D  gegeben,  wobei  K  den  oben ^ angegebenen 
Beschränkungen  unterHegt,  so  leitet  sich  ans  der  Gleichung  No.2) 
die  Tilgungszeit  auf  folgende  Weise  ab : 


13)         »=±v[-7T  +  — nMr-J+--ön— 


40«     i^    2D 

t  

Die  Abhängigkeit  des  Werthes  voif  £  gegenGber  den  Werthen 

von  A  und  D  zeigt  sich  auch  hier  und  es  muss  K^ — rgg — 
sein  oder  kann  hSchstens  diesem  Werthe  gleichkommen. 

Geschieht  die  Verzinsung  halbjährlich  und  die  Tilgung  jähr- 
lich oder  beide  halbjährlich,  so  gelten  die  in  §.  34.  unter  diesen 
Voraussetzungen  aufgestellten  Tilgungspläne  No.  11)  und  18) ^  wenn 
man  dort  —  Z>  statt  -f  ^  sjstzt,  mit  den  erforderlichen  Abände- 
roogen,  welche  sich  aus  den  hier  gemachten  Bemerkungen  leicht 
ergeben,  weswegen  wir  sie  nicht  besonders  hier  hervorheben. 


§.38. 

Anwendung. 

VTiT  machen  eine  kurze  Anwendung  der  im  vorigen  Paragra- 
pben  gefundenen  Resultate,  um  die  Eigenthflmlichlceiten  dersel- 
ben au  verdeutlichen. 

1)  Eine  Anleihe  von  3775000  soll  zu  5  Prpcent  v^r- 
linst  und  durch  jährliche  Verzinsung  und  Tilgung  so 
abgetragen  werden,  dass  ^1m  ersten  JabrelOOOOO  und 
in  jedem  folgenden  1000  weniger  abgezahlt  werden. 
Welches  ist  der  bezfigliche  Tügongsplan?  Wann  ist 
die  Anleihe  getilgt? 
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Werden  die  in  §.  37.  aofgestellten  Gleicbuikgefi. angewendet, 
80  ist  Jr=  3775000,  il  =  100000,  />=:1000.  Die  Zeit,  \a  welcher 
das  Kapital  getilgt  wird,  bestirarot  sich  aus  No.  13)  §.  ?7.     Es  ist: 

2jr     2.3775000     ^^^^     2i4+0     20Q000  +  1000     201 

F=    löoö   -^^^®'  '"2D"^=       2000    •  ="r' 

■ .     .         •«.        •  ,  .  ..     ^ 

und.  hieraus:  -  > 

201*      20i  201 

Ti=-dbV(-7B50+^)+^=:±4V(-3O2OO+4O4Ol)+^ 

=  ±iVl0201+^/ 


2) 


101   .  201 


«= 2-  + 


=  50; 


die  Anleihe  wird  in  50  Jahren  getilgt  sein. 

Zur  Feststellung  des  Tilgungsplans  sind  die  erforderlichen  Werthe 

K.QjHp  =  3775000.0,05  =  188750,    ^.'O.Öö  =  100000.0,05  =  5000, 

/>.0,0p=  1000.0,05  =  50.     Die  allen   Gliedern   gemeinschafllicbe 

Summe  ist: 

4^.  0,0p +  i4  =  288750. 
.' 
Wir  theilen   nun    der  Kiirze  wegen   die  Jahreszahhingen ,    Stand 

der  Schuld,  C^russe  der  getilgten  Schuld  und.  Til^ungssumroe  für 

die  5  ersten  and  5  .letzten  Jahre  und  fiir  xias   lOte,    ]5te,    208te 

Jahr  u.  s.  w.  mit,  woraus  man  den  Gang  der  Tilgung  überblicken 

kann. 

3) 

GrCäse  der  getilgton 


Jahr 


GrOsse  der 

j&hrlichen 

Zublnngon 


Staud    der  Schuld  am 

Ende,  des  Jahres  oder 

Anfang  des  folgcn(^en 


Schuld  am  Ende  des 
Jahre«  oder  Anfang 
des  folgenden  . 


Tilgungs- 
summe 


1 

288750 

2 

282750 

3 

276800 

4 

270900 

5 

265050 

10 

236550 

15 

200300 

20 

.  183300 

25 

158550 

30 

135050 

35 

112800 

40 

91800 

45 

72050 

4A 

08250 

47 

64500 

48 

«0800 

49 

57150 

50 

53550 

3675000 

3576000 

3478000 

3:381000 

3285000 

282Ü000 

2280000 

1965000 

1575000 

1210000 

875000 

555000 

265000 

210000 

156000 

103000 

51000 


100000 

lOOOOO 

1<)9000 

99000- 

297000 

98000 

394000 

97000 

490000 

96000 

955000 

91000 

1495000 

86000 

1810000 

81000 

2200000 

76000 

2565000 

71000 

2905000 

66000 

3220Ö00 
3510000 

61000 
56000 

3565000 

56000 

3(il9000 

54000 

W72000 

53000 

3724000 

62000 

377SO0O 

51000 

der  pöHäuken  AritMauHk,  481 

Sftmmtliche  Jahreszablungen  nebmen  ab,  wie^mao  siebt.  Die 
letite  ist  die  kleioete  und  mit  ibr  Ist  das  Kapital  getilgt  Unter- 
•acht  man  die  Ricbtigkeit ,  des  yorstebenden  Tilgungsplans  nacb 
der  Gleicbung  No.  11)  §.37.,  so  ist  ffir  das  46ste  Jahr: 

4)  i4«  =  Ä4ß.0,05+  740=265000.0,05  +  65000 

=  13250  +  55000=68250, 

wie  in  No. 3)  angegeben  ist,  denn  T^  =  100000  -  45. 1000  =  55000. 
Nicbt  alle  Kapitalien  können  durcb  die  Wertbe  ^  =  100000 
und  Z>=1000  nach  dem  Torstebenden  Tilgungsplan  getilgt  iver- 
den.  Der  grosKt  mögliche  Wertb  für  K  ergibt  nicb,  wenn  man 
nach  No.  4)  §.  37.  den  Wertb  fOr  n  und  hieraus  den  fraglichen 
Wertb  fär  £  nach  No.2)  §.37.  bestimmt.     Hiernach  ist: 

11  =  ^2? +  0,05  =  100,5. 
Setzt  man  nun- n=  100,  so  wird: 

K=  100. 100000  -  =^Yr,  1000  =  5050000. 

Dieselbe  Summe  findet  man  (Qr  9t=101.  Setzt  man  aber  11=100,5, 
so  Ist: 

I 

Alle  Kapital  wertbe,    welche  in  dieser  Grenze  eingeschlossen 
^  siod,  werden  nach  dem  Tilgungsplan  No.  1)  §.37.  bebandelt  wer- 

(den  kßnnen>  während  höhere  Summen  eine  Restschuld  am  £nde 
der  Tilgungszeit  geben  werden ,  die  sich  dem  Plane  nicbt  unter- 
iordneu  wird.  Den  gleichen  W'erth  erhält  man  auch  aus  dem  zu 
No..l3j§. 37.  mitgetheilten  Ausdruck: 

5  (2^  +  I»V201000^^40401000_ 

Untersucht  man  endlich  die  Fälle,  welche  sich  aus  No.  12)§.  37. 
für  ganze  n  ableiten,  so  gibt  es  deren  201.  FGbrt  man  diese  in 
No.2)  §.37.  ein,  so  erhält  man  eben  so  viele  Zablenwerthe  für 
Kf  unter  denen  der  eben  angegebene  höchste  Wertb  entsteht. 
|f  So  auch  bei  jedem  andern  Wertbe  (Qr  A,  D  und  n. 

K 

I.  §.  39.    ' 


5 


Tilgungsplan    bei    Kapitalabtragungen,    die    in    einer 
■  geometrischen    Progression    zunehmen. 

H  Steigen  die  Kapltalabtragnngen  Aj^  A^,  A^,....Au,  wodqrcb 

Thcil  XXXVI.  32  . 
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eine  Anleihe  K  getilgt  wird,  in  einem  stetigen  Verhältnisse  das 
gewulinlich  durch  einen  Procents^tz  w  ausgedrQckt  wird,  so  dt» 
die  Abtragssaromen  nach  dem  Maassstabe  \Jdw  wachsen»  so  «• 
gibt  sich  für  dieselbe  bei  jährlicher  Tilgung  folgende  Zosammen- 
Stellung : 

Die  Tilgungssumme  des  rten  Jahres,  die  durch  Tr  wie  hieb« 
bezeicbnet  werden  soll,  betrSgt  daher: 

2)  Tr=;AASko^-K 

Zählt  man  hiezu  die  Tilgungssummen  der  vorhergehenden  Jabre, 
so  erhält  man  die  Grösse  der  am  Ende  des  rten  oder  Anfan« 
des  folgenden  (r  -f  l)ten  Jahres  getilgten  Schuld : 

~'^-    o.Otr  • 

Das  zu  tilgende  Kapital  unterliegt  dann  folgender  Bedingung: 

4)  K=zA  +  il.l,0tc  +  ^.l,0t©«  +  ....^.l,0io"-» 

_    .  l,Oto"  — 1 

^^     o,0io  • 

Geschieht  nun  die  Verzinsung  und  Tilgung  jährlich  und  wird 
die  Anleihe  zu  p  Procent  Terzinst,  so  ergibt  sich  aus  No.  2)  $.31. 
folgender  Tilgungsplan,  wenn  die  entsprechenden  Werthe  (är 
Ai,  A^y  A^,,,.,An  eingeführt  und  die  zugehörigen  Werthe  ans 
No.  3)  berücksichtigt  werden ,  indem  man  statt  r  allmälig  die 
Werthe  0,  1,  2,....n  schreibt: 

5)  Li=A  +jr.O,Op, 

L^=zAA,Ou>      +£,0,Op  —  A.  \n^    'OiOp, 

1  (Urir—l 1 

Lr=A.l,0u,r-i-\-K.0.0p-A.-^~^.0,Op. 
U=A.\fk^^\K.^Sh>'-A}^^^^.^Sip- 


X  der  poIiUseäen  ArlthmeUk.  4t^ 

*  Der  Stand  der  Schuld  bestimmt  sieb  aas  der  Gleichang  No.  3)  fflr 
das  Ende  des  rten  oder  den  Anfang  des  (r-f  l)ten  Jahres  durch: 

das  Kapital  x^i  getilgt,  wenn  <$r  =  0  wird.     Nennt  man  die  Zahl 
der  Jabre,  nach  deren  Cmlauf  diess  geschiehty  n,  so  hat  man : 

was  mit  No.  4)  zasammenffillt.     Die  Zeit ,  fiann  diess  geschiebt, 
bestimmt  sich  durch  die  Gleichung 

fi-  1.0«.» -^  _K 

^'  0,0«.      ~  A 

flirec^  aas  den  Tafeln,  wie  diess  S.  298  u.  fT.  meifier  Anleitung  ao- 
gegeben  ist,'  oder  man  kann  n  aus  No.  8)  entwickeln,   dann  ist: 

o,  Jiog(Ar.O,0«>  +  ^-log^ 

■^  """"^  log  1,0«) 

Da  die  Zahlungs  -  Leistung  eines  jeden  Jahres  aus  der  Tif- 
gUDgssumme  (TV)  dieses  Jahres  und  den  Zinsen  der  vorhandenen 
Schuld,  besteht,  so  lassen  sich  die  Jahresleistungen  oder  der  Til- 
gyngsplan  aus  folgender  Gleichung  ableiten: 

10)  Lr  =  *-i.O,()p  +  A .  l,(W^i. 

Vergleicht  man  die  Zahlungssummen  zweier  auf  einander  folgen- 
den Jahre,  des  rten  und  (r-f-l)ten,  mit  einander,  s6  erhält  man: 

« 

=  A .  !,0«.'-i(l  —  1,'Ow)  -  ^^l.(ho^-^{l-l,Ow), 

I 

und  hieraus,    da   1  —  \,Otoz=z  —  0,Otr  im   zweiten   Gliede  wegfällt, 

11)  Lr'-Lr^i  =  A.\,Ouf-i(Oftp--OJ(hD). 

Hierin  kann  Ofip  kleiner,  grosser  oder  so  gross  als  Ofiw  sein. 
Im  ersten  Falle  ist  Xr4.i  >  X>r»  jm  zweiten  ist  Xr-fi<Xr,  im  drit- 
ten Falle  ist  Lr=Lr^i,    Diess  fuhrt  zu  folgenden  Sätzen: 

32* 


/ 


\ 
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12)  Wachsen  die  jährlichen  KapitalabtraguDgen,  wo- 
durch eine  Anleihe  getilgt  wird,  in  grosserro  Verhält- 
nisse, als  der  Zinsfuss,  worin  dieselbe  verzinst  wird, 
angibt  (to>p),  so  nehmen  die  Jahresleistungen  von  Jabr 
zu  Jahr  zu. 

13)  Wachsen  die  jährlichen  Kapitalabtragungen  in 
kleinerra  Verbal  tniss,  als  der  Zinsfuss  angibt  (to  <p), 
HO  nehmen  die  Jahresleistungen,  die  zur  Tilgung  und 
Verzinsung  erforderlich  sind,   von  Jahr  zu  Jahr  ab. 

14)  Wachsen  die  jährlichen  Kapitalabtfagungeo  in 
demselben  Verhältnisse,  wie  der  Zinsfuss  angibt  (tr=p), 
so  sind  die  sämmtlichen  Jahresleistungen  einander 
gleich  und  die  Tilgung  sammt  Verzinsung  wird  durch 
gleiche  jährliche  Summen  bewirkt. 

In  allen  drei  Fällen  bilden  die  Tilgungssurömen  die  Glieder* 
einer  geometrischen  Reihe  und  nelimen  zu,  die  Verzinsangssum- 
men  nehmen  ab.  In  den  beiden  ersten  Fällen  ist  die  Zahlungs- 
leistung des  letzten  Jahres,  wenn  n  eine  ganze  Zahl  bedeutet, 
die  grosste  oder  kleinste  von  allen.  Ein  Maximum  .oder  Minimum 
findet  nicht  statt. 

Geschieht  die  Verzinsung  halbjährlich  und  die  Tilgung  jähr- 
lich, so  bleiben  die  in  No.  1)— 4),  6)  — 9)  aufgestellten  Gleicbon- 
gen  unmittelbar  in  Kraft,  der  Tilgungsplan  stellt  sich  aber  nach 
No.  3)  §.  31.  in  folgender  Weise  fest : 

15)    Li      =:K.Ofipi, 

Li      =AC.O,Op,  •  —A.  'q^    AOpi, 

L^      =Ä.0,0pi+^.l,0w     -^'^^^-'^*(H^i, 

1  Oir*       I 

L»      =K.Ofipi+A.l,(ho*   -^•^^^~  0J)/>,, 


JUr-i= if  .0.0p.  -A.  ^'X(^~^  .0.0/,. . 
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Dieser  Tilgmlgsplaii  wird  später  weitere  Anwendung  finden. 
Um  ihn  zor  Benutzung  bequemer  zu  roacben,  ist  es  saebgemäss, 
die  Glieder  auf  der  recbtei/  Seite  zu  vervollständigen.  Dadurch 
kommt  eine  bessere  Harmonie  in  die  Reihen.    Zählt  man  zu  dem 

Bnde   -  .\  A        >n  den  zwei  ersten  Gliedern  ab  und  zu,  so  entsteht: 

16) 

7        —Knn»4.A  A.Ofipt  A.Oßpi 

I       —eniu,                       A.Ofipi .  1.0«o       .  A.Ofipi 
L^      -K.O,Opt  öjÖÜ ^~ÖjÖir' 

F.       -K  an,,  ^A  1 0.«          A.Ofipi.'lShe       .  A.OfiPx 
Ij4      -K.0,0i,i+A.l,0u, öjSi^T      +    0.0»    ' 

T       —i^ntu.  A.Q,0pi.\.0u)*     .  A.O.Opi 

r       —eniu.  A.0,0p,.l,0te'      ,  A.Oflpi 

^    -Ä.o,ppi  pj^ —   +-ü;öir' 

/      —  jr'on«  4./I  in«.s       i<.0,0p,.l,O«)»     .  A.O.Opi 
I^-^=*^O.Op,  f^ +  -5^' 

^  =Ä.ü,0;„+^.i.o«»-> 1^ +-m-- 

* 

'     Die  ZahluDgssummen  der  ungeraden  Halbjahre  sind  von  denen 
3r  geraden  verschieden  und  unterliegen  einem  andern  Gesetze. 

Vergleicht  man  die  Summen,  welche  in  je  zwei  auf  einander 
Igenden  ungeraden  Halbjahren  zu  zahlen  sind /so  erhält  man: 


id  bieraiis; 


17)  L«r-i-I«r+i=^^^(1.0iC-1.0io'-i)=^.l,0»'-».0,0p,. 


486  Oettinger:    Weiten  Ausführung 

Die  Zahlungssummen  je  zweier  auf  einander  folgenden  unge- 
raden Halbjahre  nehmen  ab  und  zwar  um  den  Qalbjahreszins  tm 
der  Summe  des  vorhergebenden  XaHres.  Sämmtliche  Summen  dff 
ungeraden  Halbjahre  sind  daher  im  Abnehmen  begriffen. 

Vergleicht  oian  die  Samnien  je  zweier  auf  einander  folgeudeii 
geraden  Halbjahre  mit  einander,  eo  ist: 

Ur — Aar+a  =  K .  0,0p,  +  ^ .  I  ,Oic'-> q^ — '-^  +"(^, 

-K.Ü,Op,-/I.I.OM'+  Q^  -     ^^^ 

=  A .  l,0«'-i (1  -  l,Ow)  -  ^^^-1.0«^"'  (1  —  l.Ow) . 
und  hieraus: 
18)  Uf  —  jL2r+2  =  A .  l,Oii?'-i  (0,Opi  —  0,Oir). 

Die  Zahlungssummen  aller  auf  einander  folgenden  geraden  Halb- 
jahre wachsen  oder  fallen  stetig,  je  nachdem  w  grosser  oder  klei- 
ner als  pi  (der  halbjährliche  Zinsfuss)  ist,  nach  dem  Gesetze, 
welches  in  No.  )2)  und  13)  angegeben  ist.  ^ 

Nach  diesem  Tilgungsplan  zahlt  der  Empftnger  im  Laufe  der 
Zeit  bei  halbjährlicher  Verzinsung  und  jährlicher  Tilgung  in  Samoe  I 
gerade  so  viel,  als  er  nach  No.  5)  bei  jährlicher  Verzinsung  and 
Tilgung  zu  zahlen  hat. 

Die  Zahlungslfsistungen  der  verschiedenen   Halbjahre  lassea 
sich  auch  auf  folgende  Weise  bestimmen : 

J9)    JL2r-l  =  &r-a.0,0/li, 

l,Ott,r-l_l 


20)  &r-2=i^— il. 


0,Otf> 


Geschieht  die  Verzinsung  und .  Tilgung  halbjährlich  und  ht 
hält  man  den  Procentsatz  w,  um  welchen  die  halbjährlicheD  Tl- 
gungssummen  steigen,  bei,  so  bleiben^  d;i  t(7  jeden  Werth  bede» 
ten  kann,  die  Gleichungen ,  welche  oben  bei  jährlicher  Tilgung  noi 
Verzinsung,  aufgestellt  wurden,  mit  der  Beschränkung  in  Kraft 
dass  sie  sich  auf  halbe  Jahre  statt  auf  ganze  Jahre  beziehen,  ^ 
dass  dann  die  Tilguhgszeit  2it  Halbjahre  umfasst. 

Der  Tilgungsplan  ist  dann  folgender: 
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21) 

^  .1,,    =K.afipi-^A, 

Die  Grosse  des  Kapitals  ooterliegt  folgender  Bestimmung:     ' 

I,0tr«--1 


22) 


Ä=^. 


0,Otü 


Der  Stand  der  Schuld  am  Ende  des  rten  Halbjahres  ist: 


23) 


Sr-K-A. 


ajdto 


u.  6.  w.    Die  Tilgnngszeit  bestimmt'sich  dann  aas  den  Tafeln  durch 


24) 
oder  durch 

25) 


0,0w       ~"^ 


log  (K.  0,Oic  -^Ä)-  \o%A 
'*—  2.logl,0ir 


Die  Zahlungsleistung   des  rten  Halbjahres  iSsst    sich   auch   auf 
folgende  Weise  finden: 


26) 


Lr  =  Är-1 .  Ofipi  +  A .  ISkif-y 


Fahrt  die  Tilgungszeit  nicht  auf  ein  ganzes  Jahr,  was  in  der 
Regel  der  Fall  sein  wird,  so  ist  es  am  Besten,  die  Restschuld 
Air  das  letzte  Jahr  oder  Halbjahr  zu  bestimmen  und  hieraus  die 
Zahlungsleistung  ffir  das  folgende  Jahr  oder  Halbjahr  zu  berechnen. 


§.  40. 
Anwendungen. 
Die  im  vorigen  Paragraphen  aufgefundenen  Sätze  sollen  nun 
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an  einreinen  Fällen  verdeutlicht  werden,  besonders  auch  aus  dem 
Grunde,  weil  sie  im  praktischen  Leben,  wie  man  später  sehen 
wird,  viele  Anwendung  finden.. 

1)  Eine  Anleihe  von  4000000  soll  mit  4  Procent  jähr- 
lich verzinst  und  so  getilgt  werden,  dass  die  Tilgungs- 
sumnie  des  ersten  Jahres  200000  beträgt  und  jährlich 
um  6  Procent  steigt.  Welches  ist  der  bezügliche  Til- 
gungsplan?   In  wie  viel  Jahren  ist  die  Schuld   getilgt^ 

Bei  Beantwortung  des  vorliegenden.  Falles  kommt  No.  5)§.39. 
zur  Anwendung  und  man  hat  hier  JT  ='4000000,  ^=200000, 
u,=:6,  )»  =  4,   Ar.O,0;ö  =  4000000.0,04  =160000  zu  setzen. 

Die  Zeit,  innerhalb  welcher  die  Anleihe  getilgt  wird,  ergibt 
sich  nach  No.  8)  §.  39. : 

1,06»— 1       4000000 


0,06      —  200000 


=  20 


aus  den  Tafeln.    Sie  fallt  ungefähr  in  die  Mitte  zwischen  das  I3te 
und  14te  Jahr.    Aus  No.  9)  §. 39.  Gndet  man,  da  AT. 0,06 =240000 ist: 

log  440000  — log  200000  _  6,6434527—5,3010300 
"^      "—  logl.06  —  0,0253059 

0,3424227 


0,0253059 


=  13,534... 


Die  Tilgungszeit  umfasst  also  13  ganze  Jahre.  Für  das  Ende 
dieses  Jahres  wird  dann  die  Restschuld  zu  bestimmen  und  am 
zweckmässigsten  am  Ende  des  14ten  Jahres  zu  zahlen  sein.  Zur 
Feststellung  des  Tilgungsplans  sind  folgende  Elemente  erforder- 
lich. Die  Tilgungssummen  der  einzelnen  Jahre  folgen  aus  No.2) 
§.39.: 

3)  rr  =  200000. 1,06^-1; 
die  Grosse  der  getilgten  Schuld  aus  No.  3) : 

1  n«r I' 

4)  .    G,=200000.^Qg     ; 

der  Stand  der  Schuld  aus  No.  6): 

5)  Sr = 4000000  -  200000 .  ^^g^ ; 

die  Zahlungssummen  berechnen  sich  dann  entweder  aus  No.  5) 
oder  aus  der  Gleichung  No.  10) :  * 


der  poU/ftcften  Arithmetik. 
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6)       Lr-Sr-i  .0,(M+  Tr = 5^-1.0,04  +  200000. 1 .06^-». 
Hieraus  leitet  sich  folgender  Tilgungfiplan  ab: 

7). 


Jahr^ 


Grösse  der 
jährlichen 
Zahlangen. 


Stand  der  Schuld  am 

Ende  des  Jahres  oder 

Anfang  des  folgänden 


Jährliche 

Tilgongs- 

summe 


Grösse  der  getilgten 
Schuld   am   Ende   des 
Jahres  oder  Anfang  des 
folgenden 


1 

360000' 

2 

364000 

3 

368240 

4 

372734,4 

5 

377498,46 

6 

382548,37 

7 

387901,27 

8 

393675,35 

9 

399589,87 

10 

405965,26 

Jl 

412723,18 

12 

419886,57 

13 

427479,76 

14 

232515,36 

3S00000 
35S8000 
33^3280 
31t>607p,8 
2872581,41 
2604936,29 
2321232,47 
2020506,42 
1701736,80 
1363841,01 
1005671,47 
626011,76 
223572,47 


200000 

212000 

^24720 

238203,2 

252495,39 

267645,12 

283703,82 

300726,05 

318769,62 

337895,79 

358169,54 

379659,71 

402439,29 

223572,47 


l 


200000 

412000 

636720 

874923,2 
1127418,59 
1395063,70 
1678767,53 
1979493,58 
2298203,19 
2636158,98 
29943-28,52 
3373988,23 
3776427,53 
4000000 


Die  Jahresleistungen,  wachsen  stetig,  wie  diess  sein  rouss,  da 
to  > /i.  Die  letzte  Summe  macht  hieven  eine  Ausnahme,  da  sie 
Dur  die  Restschuld  sammt  Zinsen  enthält^  Die  Richtigkeit  der 
gegebenen  Werthe  lässt  sich  leicht  aus  der  Gleichung  6)  nach- 
weisen. So  Ist  die  Summe,  welche  am  Ende  des  9ten  Jahres  ge- 
zahlt werden  muss : 

S^  =  «8.0,04  +  rg=:2020506,42. 0,04+318769,62 

=80820,25 ....  +  318769.62  =  399589,87. 

Geschieht  in  dem  oben  unter  No.  1)  gegebenen  Falle  die  Verzin- 
song  halbjährlich  und  die  Tilgung  jährlich,  so  hat  man  die  halb« 
jährlichen  Zahlungssummen  festzustellen.  Die.  übrigen  Elemente 
im  Tilgungsplan  ändern  sich  nicht.  Man  hat  dann  entweder  nach 
No.  15)  oder  No.  16)  §.  39.  zu  verfahren  oder  die  Gleichungen 


8) 


Ur      ^  &r-2 . 0,Opi  +  200000  . 1,06^1 


zu  benutzen.    Es  ergibt  sich  dann   folgender  Tilgungsplan,    der 
sich  auf  28  Halbjahre  erstreckt: 
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GrOsse  der 

Halb- 

jahr. 

halbj&brlichen 

Zahlnngen. 

1 

80000 

2 

280000 

3 

76000 

4 

288000 

0 

71760 

6 

296480 

7 

67265,6 

8 

305468.8 

9 

62501.54 

10 

314996.03 

11 

57451,63 

12 

325096,74 

13 

.  62098,73 

14 

335802,65 

15 

46424.65 

16 

347150;70 

17 

40410,13 

18 

369179,74 

19 

34034,74 

20 

371930,53 

21 

27276,82 

22 

385446.36 

23 

20113,43 

24 

399773,14 

25 

12520,24 

26 

414959,52 

27 

447.1,45 

28 

228043.02 

9) 

Stand  der  Schuld  anf 

Ende  des  Jahres 

oder  Anfang,  des 

folgenden 


Jährliche 
Tilgungs- 
summe 


Grösse  der  getilgtsn 

Schuld    am   Ende   des 

Jahres  oder  Anfang 

des  folgenden 


3800000 
3588000 
3363280 
3125076,8 
2872581,41 
2604936,29 
2321232,47 
2020506,42 
1701736,80 
1363841,01 
1005671,47 
62601^76 
223572,47 


200000 

212000 

224720 

238203,2 

252495,39 

267645,12 

283703.82 

300726,05 

318769,62 

337895,79 

358169,54 

379659,71 

402439,29 

223572,47 


;i  II  I  I 


412000 
636720 
874923,2 
1127418,69 
1396063,70 
1678767,53 
1979493^ 
2298263,19 
2636158,98 
2994328,52 
3373988,23 
3776427,53 


IIIIJI 


Die  Zablungssummep  der  ungeraden  Halbjahre  fallen ,  die  der 
geraden  steigen  stetig ,  mit  Aasnahme  der  letzten,  wie  diess  nach 
No.  17)  und  No.  18)  §.  39.  sein  moss.  Im  Ganzen  wird  nach  die- 
sem Tilgungsplane  dieselbe  Summe  gezahlt,  welche  nach  dem  in 
No.  7)  bei  jährlicher  Verzinsung  zu  entrichten  ist,  denn  die  bei- 
den Balbjahreszahlungen  eines  bestimmten  Jahres  sind  so  gross, 
als  die  Jahreszahlung  desselben  Jahres  in  No.  7). 


§.  41. 
Fortsetzung. 


1)  Eine  Anleihe  von  4000000  soll  zu  4  ProceDt  ver- 
zinst und  halbjSbrlich  so  getilgt  werden»  dasB  im  ersten 
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Halbjahre  100000  zurückgezahlt  werden  und  diese 
Summe  halbjährlich  um  3  Procent  steigt.  Welches  ist 
der  bezügliche  Tilgungsplan?  Wann^'ist  die  Anleihe 
getilgt? 

Bei  Beantwortung,  dieser  Frage  kommen  die  Gleichungen  No.21) 
u.  ff.  §.t)9.  zur  Anwendung.  Man  hat  dann  Af  =  4000000,  pi  =2, 
ti7:=3y  ^  =:  100000  zu  setzen. 

Die  Tilgungszeit  bestimmt  sich  aus  der  Gleichung  No.  24): 


0,03 


100000 


=40 


und  füllt  nach  den  Tafeln  zwischen  das  26ste  and  276te  Halbjahr 
oder  zwischen  das  13te  and  14te  Jahr.  Nach  No.  25)  bestimmt 
sie  sich  za  .  ' 

Iog220000- log  100000       0,3424227  _,^,,, 
^^        '*~  2.  log  1,03  "2.0,0128372""'*'^ 

Jahre,  was  iSbereinstimmt. 

Die  Tilgungssihnmen  berechnen  sich  nach  No.  2)  §.  39. : 

3)  T,  =  100000. 1,0*-»; 

der  Stand  der  Schuld  aus  No.  23) : 

1,03'- 1 


4) 


Sr=' 


I    Uli 


—11 


III 


0,03 


die  Grosse  der  getilgten  Schuld  nach  No.  3) : 

1,03^-1 


•S) 


Gr  =  100000. 


0,03 


die  Zahlungssummeu  der  Halbjahre  aus  No.  21)  oder  aus  No«  26) 

6)  .Lr=:Sr-i.0,02  + 100000.  l.as*^-!. 

Hieraas  ergibt  sich  folgender  Tilgungsplan  : 
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Halb- 
jahr 


Grösse  der 

halbjährlichen 

Zahlungen 


7) 

"Stand  der  Schuld  eu 
Endo  des  Halbjahrs  od. 
Anfang  des  folgenden 


Halbj&hrl. 

Tilgungs- 

summc 


GrOsse  der  getilgten 

Schuld  am  Ende  des 

Halbjahrs  oder  Anfang 

des  folgenden 


1 

180000 

3900000 

100000 

100000  ' 

2  1  181000 

3797000 < 

103000 

203000 

3 

182030 

3690910 

106090 

309090 

4 

183090.9 

3581637,3 

109272,7 

418362,7 

5 

184183,63 

3469086.42 

112350,8S 

t    530913,58 

6 

185309,14 

3353159,01 

115927.41 

646840,99 

.  7 

186468,41 

3233753,78 

119403.23 

766246,22 

8 

187662,46 

3110766,40 

122987.39 

889233,60 

9 

188892.34 

2984089,39 

126677,01 

1015910,61 

10 

.  190159.11 

2853612*07 

130477,32 

1146387.93 

11 

191463,88 

2719220.43 

134391,64 

1280779,57 

12 

192807,80 

2580797.04  . 

138423^39 

1419202,96 

13 

194192,03 

2438220,96 

142576,09 

1561779,04 

14 

195617,79 

2291367,58 

146853,37 

,  1708632,42 

15 

197086,32 

2140108.61 

151258,97 

1859891,39 

16 

198598,91 

1984311,70 

155796,74 

2015688,13 

17 

200156,88 

1823841.23 

160470,64 

2176158,77 

18 

,  201761,53 

'  1658556,46 

165284,76 

2341443,54 

19 

203414,44 

1488313.16 

170243,31 

2511686,84 

20 

203116,87 

1312962.55 

175^50,60 

2687037,45 

21 

206870,37 

1132331,43 

180611,12 

2867648,57 

22 

208676,49 

946321,97 

186029,46 

3053678,03 

23 

210536.78 

754711,63 

191610,ai 

3245288,37 

24 

212452.88 

«57352,98 

197358,65 

3442647,02 

25 

2U4-i6.47 

354073.57 

203279,41 

3645926,43 

26 

216439,26 

'  144695,77 

209377,79 

3855304,23 

27 

147389.69 

144695,77 

4000000 

Vergleicht  man  nun  die  Summen,  welche  die  Tilgung  und 
Verzinsung  eines  Kapitals  von  4000000  erfordert,  uenn  die  Ver- 
zinsung und  Tilgung  jährlich  geschieht,  mit  denen,  welche  erfor- 
dert werden«  wenn  die  Verzinsung  und  Tilgung  halbjährlich  (also 
mit^  dem  halben  Zinsfusse  und  der  halben  Tilgungssumme  im  ersten 
Halbjahre)  Tor  sich  geht,  so  ist  im  ersten  Falle  im  Ganzen  die 
Summe  5304658,56  und  im  zweiten  Falle  für  die  Tilgung  der  glei- 
chen Schuld  nur  5245024,37  nothig,  und  es  stellt  sich  ein  Min- 
derbedarf von  59634,19  heraus.  Diese  Bemerkung  bestätigt  das 
schon  früher  Gesagte.  ^  Die  halbjährliche  TUgung  und  Verzinsung 
«mpfiehlt  sich  daher  vor  der  ganzjährigen  Verzinsung  und  Tilgung, 


der  poiMschen  Arithmetik, 
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denn  sie  ist  vortbeilhafter  als  jene.  Dasselbe  ist  der  Fall  bei 
balbjäbriicher  Verzinsung, und  jährlicber  Tilgung»  denn  sie  erfor- 
dert die  gleichen  Stimmen  wie  die  ganzjährige  Verzinsung  und 
Tilgung. 

S)  Eine  Anleihe  Ton  4000000  soll  mit  4  Procent  ver- 
zinst und  so  getilgt  werden,  dass  im  ersten  Jahre  200000 
zurückgezahlt  werden  urtd  diese  Trigungssumme  jähr- 
lich um  4  Procent  steigt.  Welches  ist  der  bezügliche 
Tilgungsplan  für  die  5  ersten  und  letzten  Jahre  und 
für  die  zwischenliegenden  Zeiträume  von  5  zu  5  Jah- 
ren?   Wann  ist  das  Kapital  getilgt? 

Da  hier  No.  5)  §.  39.  sammt  den  zugehörigen  Gleichungen  in 
Anwendung  kommt,  so  hat  man  dfort  /r=  4000000,  ^  =  200000, 
ti7s=4,  p  =  4  zu  setzen.  Bei  Bestimmung  der  Zeit  genügt  es, 
wie  mati  sieht,  sie  den  Tafeln  zu  entnehmen,  denn  eine  ganz 
genaue  Feststellung  derselben  hat  keinen  besondern  Zweck.  Sollte 
sie  aber  dennoch  im  speciellen  Falle  nothig  werden,  so  kann 
man  sie  auf  die  angegebene  Weise  durch  (jogarithmen  bestimmen. 
Die  Tilgungszeit  fällt  nach  No.  8)  §.39., 


Ö) 


1,04« -1       4000000 


0,04 


200000 


=20, 


zwischen  das  I4te  und  15te  Jahr,  ganz  nahe  an  letzteres.     Hier- 
nach ergibt  sich  folgender  Tilgungsplan : 


Jahr 


Grosse  der 
j&hrlichen 
Zahltmgen 


10) 

Stand  der  Schuld  am 
Ende  des  Jahres  oder 
Anfang  des   folgenden 


Jährliche 

Tilgungs- 

siunme. 


Grosse  der  getilgten 

Schuld  am  Ende  des 

Jahres  oder  Anfang  des 

folgenden 


1 

360000 

2 

360000 

3 

360000 

4 

360000 

5 

360000 

10 

360000 

11 

360000 

12 

360000 

13 

360000 

14 

■  360000 

16' 

355282.48 

3800000 
3592000 
3375000 
3150707,2 
2916735,49 
1598778,58 
1302729,72 
994838,91 
674632,47 
341617,77 


200000 

208000 

216320 

224972,8 

233971,71 

284662,36 

296048,85 

307890,81 

320206,44 

333014,70 

341617,77 


200000 

408000 

624320 

849292,8 
1083264,51 
2401221,42 
2697270,28 
3005161,09 
3325367,53 
3658382,23 
4000000 
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Die  Richtigkeit  dieser  Resultate  zeigt  sich^  wenn  man  aus 
den  Elementen  des  Tilgnngsplanes  die  Zahlung  eines  bestimmten 
Jahres  berechnet,  so  ist  die  des  fünften  Jahres:     . 

Lj  =  A4. 0,04  +  Tft  =3  3150707,2 .0,04  +  233971,71 
=  126028,28  +  233971,71  =  359999,99.... 

11)  Eine  Anleihe  von  4000000  soll  zu  4  Procent  halb- 
jährlich  verzinst  und  so  getilgt  werden,  dass  im  ersten 
Halbjahre  100000  zurückgezahlt  und  diese  Tilgungs- 
sumnie  halbjährlich  um  i  Procent  steigt.  Welches  ist 
der  bezügliche  Tilgungsplan  in  den  fünf  ersteig  und 
letzten  Jahren  und  in  den  zvrischenliegenden  Zeiträu- 
men von  je  fünf  Jahren?     Wann  ist  die  Anleihe  getilgt? 

Hier  kommt  No.  21)  §.  39.  mit  den  zugehörigen  Gleichungen  zur 
Anwendung  und  man  hat  sofort  /ir= 4000000,  .^  =  100000,  tr=2, 
j9|  =  2  zu  setzen.     Die  Tilgungszeit  fallt  nach  No.  24)  §.  39. : 


12) 


1,02*>—1_  4000000 

0,02    "■  iooooo  ""^^ 


zwischen  das  29ste  und  30ste  Halbjahr.     Der  Tilgungsplan  stellt 
sich  in  folgender  Weise  fest: 


Halb- 
jähr. 


GrOsse  der 

halbjährlichen 

Zahlungen 


1 

2 

3 

4 

5 

10 

15 

20 

25 

26 

27 

28 

29 

30 


13) 

Stand   der  Schuld  am 

Ende  des  Halbjahres 

oder  Anfang  des 

folgenden 


180000 
180000 
180000 
180000 
180000 
180000 
180000 
180000 
180000 
180000 
180000 
180000 
180000 
123192,08 


Halbj&hrl. 

Tilgungs- 

summo 


GrOsse  der  getilgten 

Schuld  am  Ende  des 

Halbjahres  oder  Anfaog 

des  folgenden 


3900000 
3798000 
3693960 
3587839,2 
3479595,99 
2908027,90 
2270658,31 
1570263,02 
796970.03 
632909,43 
465567,62 
294878,97 
120776,55 


IOOOOO 

102000 

104040 

106120,8 

108243,22 

119509,26 

131947,88 

145681,12 

160843,73 

164060,60 

167341,81 

170688,65 

174102,42 

120776,55 


100000 
202000 
306040 
412160,8 
520404,01 
1091972,10 
17-29341^9 
2429736,98 
3203029,97 
3367090,57 
3534432,38 
3706121,03 
3879223,45 
4000000 
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Die  Richtigkeit  dieser  Angaben  weist  sich  leicht  nach.  So 
ist  die  im  Öten  Halbjahre  zu  zahlende  Summe: 

/.4=Ä4.0,02+  75  =  3587839,2.0,02+108243,22 

=71756,78  +  108243,22  =  180000. 

Nach  den  in  No.  10)  und  No.  13)  aufgestellten  Tilgungsplänen 
wird  die  Anleihe  durch  gleiche  Zahlungssumnien  getilgt.  Diess 
niuss  nach  dem  in  No.  14)  §.  39.  aufgestellten  Gesetze  eintreten, 
da  die  Tilgungssummen  in  demselben  Maassstabe  wachsen,  in 
dem  diQ  Anleihe  verzinst  %vird.  Die  letzte  Summe  macht  hievon 
eine  Ausnahme,  weil. sie  nur  die  Restschuld  sammt  Zinsen  angibt. 

/Vergleicht  man  die  Gesammtsummen ,  welche  nach  beiden  ' 
Tilgungsplänen  zur  Tilgung  und  -Verzinsung  aufgewendet  werden 
müssen,  so  ist  im  ersten  Falle  die  Summe  von  5395282,48,  im 
zweiten  Falle  nur  5343192,08  erforderlich,  und  es  erweist  sich, 
wie  in  frühem  Fällen,  die  letzte  Tilgungsweise  um  52090,4  vor- 
theilhafter.  Dieser  Vortheil  wird  durch  die  letzte  Zahlungssumme 
bedingt* und  fällt  daher  in  eine  spätere  Zeit.  Bringt  man  den 
Werth  dieses  V^ortheils  auf  die  Gegenwart  zurück,  so  ist  der 
baare  Werth  .hiefür :  ■ 

V  =  -^^^ = 5-2090,4 . 0,5520709 = 28767,59 

also  nieht  unerheblich.     Bei  Staats- Anleihen  von  viel  hohem  Be- 
trägen dflrllte  wohl'  ein  solcher  Vortheil  nicht  zu  übersehen  sein. 


§.  42. 

I 

Ermittelung   des  Kapitalwerthes,    wenn   ein  bestimm« 

ter   Tilgungsplan  gegeben  ist. 

In  den  bisherigen  Untersuchungen  wurde  das  zu  tilgende  Kapi* 
tal,  die  Tilgungssumme  und  der  Zinsfuss,  als  bekannt  vorausge- 
setzt und  daraus  der  zugehörige  Tilgungsplan  abgeleitet.  Ist  aber 
das  zu  tilgende  Kapital  nicht  gegeben,  sondern  die  einzelnen  Zah- 
lungsleistungen, Zinsfuss  und  Zeit,  so  stellt  sich  die  Frage  um- 
gekehrt und  man  hat  hieraus  das  Kapital  und  die  Tilgungssum- 
men  zu  entwickeln.  Sie  ergeben  sich  atfs  den  im  ersten  Kapitel 
aufgestellten  Grundsätzen. 

Die  Fälle,  welcfie  sofort  eintreten  können,  sind  jedoch  ein* 
fach.    Die  Jahresleistungen  stehen  nämlich  unter  einander  in  kei- 
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nem  ZusammeDbange,  oder  sie  nehmen  nach  bestimmtem  Gesetze 
zu  oder  ab,  oder  bleiben  sich  gleich,  wie  diess  aus  §.  31 — 41. 
hervorgeht. 

Bezeichnet  man,  nun  im  ersten  Falle  die  Jahresleistungen  irie 
bisher  durch  Li,  L^,  L^y,,,,Ln,  so  bat  man  zur  Bestimmung  des 
zu  tilgenden  Kapitals  bei  dem  Zinsfuss  p: 

*^  1.0/1  '^  l,0p2  ^  J,0/>»^  •••  Ifip^' 

Ist  der  Werth  fiir  K  gefunden,  so  ergeben  sich  aus  No.  2)  §.  31. 
dieWerthe  för  Ai,  A^^  A^^o-An  durch  einfache  Umstellung,  und 
man  erhält  dann : 

2)  A,z=zLi--K.Qfip, 
A^^zL^-K.  Ofip  +  Ai  .Ofip , 
As^Lji'-  K.O,Op  +  Ai.Ofip  +  A^AOp , 
A^^L^-  K.Ofip+Ai  .OyÖpi^A^.Ofip  +  A^.Ofip, 

An  —  Ln-  K.O,Op  +  Ai  .0,0/?  +  i^a.  OJOp  + ....  An-i .  Ofip, 

Diese  Auflosungsmethode  bestimmt  die  Werthe  der  A  succes- 
sive,  indem  jede  folgende  Tilgungssunime  erst  gefunden  werden 
kann,  wenn  die  vorhergebenden  bekannt  sind,  und  ist  zurucklao* 
fend.  ,  Sie  führt,  wie  man  sieht,  zu  dem  gewünschten  Ziele. 

Dieselben  Bemerkungen  gelten,  wenn  die  Verzinsung  halb- 
jährlich' und  die  Tilgung  jährlich,  oder  wenn  beides  halbjährlich 
geschieht,  No.  3)  und  No.  4)  §.31.,  was  leicht  durchzuführen  ist 
Aus  der  in  No.  2)  gegebenen  zurücklaufenden  Auflusungsweise 
lässt  sich  eine  directe  ableiten,  wenn  man  die  Werthe  der  frühem 
A  in  die  spätem  Glieder  einfuhrt  und  ordnet.   Hiedurch  erhält  roao: 

3)  A^= L^^  K.  0,0p  +  Li. 0,0p —K. 0,0p. 0,0p 

==  I^  +  ii .  0,0/?  -  AT.  1,0/? .  0,0/> , 

A9  =  L^+Li.0,0p+L^.0,0p+Li,0,0p.0,0p-K.0,0p'-K.0,0p.0,0p 

— /C.l,O/>.O,0|p— 0,0/> 

=  I^+La.O,fl!p  + L| .  l,0/?.ü,0/>^ /C,l,0/?.0,0/>- A:.1,0/i.O.()/i.O.O!p, 
und  hieraus  durch  Vereinigung  der  zwei  lefzten  Glieder: 

4)  A^^sim-L^JOftp^ Li  .l,0p.0,0p--K.lfip^.q,0p. 


'  f 
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Ferner  erhSit  man,    wenn  die   Glieder   nach    den   Stellenzahleo 
geordnet  werden : 

^4  =  2/4 

+JL,.0»<)j94-Ls. 0,0/1. 0,Qp+X|  J,0/7.0,0p.0,0^  -  Ar.l,Op'.0,(^ 

L^.ajdp         +Li.O,Op.O,(V>         -  K  .Ißp  .QJOp  ,QJdp 

+  Li  .0,(^  -  Ä'.0,0/i.O,Op  1* 

-AT.O.Qp. 
Nnn  ist: 

La .  0,0|p  (1  +  Qfip)  =  La .  1,0p  .0,0|p , 

L|  .O,0p.0,0^(l+I,0p)+Li  .0,Qp=X,  .0,0/i.O,()p.?^^~^+L,  .0,0p 

=  i|.  0,0p.  1,0p« 
-  Ä.O,Op  .0,Qp  (1  +  1,0p  +  l,()p«)— Ar.O,Op 

1  üo3 1 

=-Ä.O,Qp.^^^^  .0,0p-  i5:.0,0p  =  K.  l,0p».0,0p, 
daher  entsteht: 

6)      2l4=L4  +  L3 .0,()p  +  L2.1,0p.0,()p  +  ii .  I,0p«.0,0p 

—  AM,0p».O.0p.    • 

Führt  man  den  Caicul  auf  diese  Weise  fort,   so  ergibt  sich  fol 

eendes  Gesetz: 

6) 

An=Ln  +  Ln-1 . 0,0p  +  i„_2 .  l.Op .  0,0|p  +  X«_3 . 1,0p* .  0,0p . . . 

....  +Xa.l,0p«-».0,0p  +  Z:i. 1,0p»-«. 0,0p-  Ä.l,0|p«-^O,fl!p, 

womach  die  Werthe  der  A   direct  aus  den  L  gefunden   werden 
können,  wenn  K  nach  No.  1)  bestimmt  ist. 

Benutzt  man  diese  Darstellungen,  so  lassen  sich  hieraus  noch 
weitere  Folgerungen  ziehen :    da  nämlich  : 

ist,  denn  sSmmtÜche  Tiigungssummen  kommen  dem  dargeliehenen 
Kapitale  gleich,  so  hat  man  aus  No.  2)— 6): 

7) 
Jf=2li=Xi— Ä.O,Op 

Jjz=  Xa  +  Xj  .0,0p  —  iT.  1,0p  .0,0p 

Ja=X3  +X2.0,0p  +  Xi  .l,0/>.O.ap— AT.  \,0p^.0,0p 

J4=X4  +  Xb  .0,0p  +  X4.  l,()p.O,Op  +  Xi .  l,0p«.0,0p 

—  ir.l,Op».0,()p 

iJi,===X«  + Xn_i.0,()p  +  X«_2.1,(V>.0,()p....X|  .l,(^p^«.O,0^ 


Th«ü  XXXVI.  i^/iw^i/'*       W 
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.Ordnet  man  diese  Parstellnng  gletcbratls  nach  den  StelteniaU« 
der  L,  80  erhalt  man: 

8)  «=i,+i,.0,0,.(I  +  I.0p  +  I,0p«  +  ....1.0(.--') 

i,+  i,.o,Op(i+i,()p+Mp«+  "W-') 

i,  +  L,.0,()p(l+I,Op  +  l,()p^+....l,Op— •) 
i.  +  i.O.Oj.  (I  +  1.0y  +  1,0p«  +  ....  1.0p—') 


i.-a  +  i— a.0,0p(14 1.0p) 
L.-t  +  L^0.llp  +  L. 
—  *C.O.0p.(l  +  I.0p-|-l,Op>  +  ....  1,(^-'). 
SSmmtliche  Reihen  lassen  sich  in  folgender  Weise  behandeln: 

9)  Lr  +  Z,r.0,0p{l+1.0p  +  l,0pa  +  ....l,0p'-'->) 

=  t,+/.,.0.0p!=5^^'  =  l,.I,0p-'. 

Durch  EinliQhning  dieser  Wertbe  geht  die  Darslellung  Mo-  8)  ia 
Mgepde  flbflr: 
K=:ti.l,Ofi'-^-Hjt.lflp—*+I^.hOpß-^+....U~i.l.Op-i-U 
—  K.lßp'  +  K 
oder 

10)  K.i,Op»=L,.\.Op^^+l^lfip'~H--I^'iXO/)-^L,. 
und  hierauB: 

Die  in  No.  10)  und  No.  1 1)  erbalteneD  Gleichungen  sind  eii 
dritter  Betreis  för  die  in  §.  3.  und  §.  6.  aurgeBlelKen  LehraStze. 

Du  Gesagte  Ifiast  eich  leicht  auf  balbjibriiche  Veralnanif 
und  jBhrlicbe  Tilgung,  sa  wie  auf  halbjShriidie  VeraiDsnng  ml 
Tilgung  anwenden  und  gilt  auch  von  diesen. 

i.  43. 

Ermittelung  dea   Kapitalnerthea,    wenn   dit    Sunnei 

des  Tilgungaplanes  um  gleichviel  zu-  oder  abnebmei 

and  nenn  «ie  gleich  aind. 

^ebniM  di4  Zablangsleistungen  dea  Tilgangsplanea  ua  alai 
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bestioimte  Summe  D  zu  oder  ab,  so  dass  L|=L,  L2^=L^:D, 
X8  =  £J:2/>,....  JLn  =  Lj: (n  —  ])Z>,  so  ergibt  sich  zur  Ermitte- 
lung des  Kapital werthes  K  bei  dem  Zinsfuss  p,  der  Tilguogs- 
zeit  n  und  bei  jährlicher  Verzinsung  und  Tilgung  nach  N6. 1)  §.  42. : 

l^  y_   L    ,  L  +  D  .L  +  2D         L-\-in^l)D 

wenn  man  vorerst  das  positive  Zeichen  berücksichtigt.  Diese 
Darstellung  zerlegt  sich  in  folgende  zwei  Reihen : 

..  X/  Mj  mj  MJn 

4.     ^    4.   20_   .  i^  .        (n-l)D 

+ 1;^« ^ i;ö/>» ^ i,o/>*  +  ••   i,ö/i»  ■    " 

Zerlegt  man  die  zvreite  Reihe  nach  den  Vorzahieo  von  D  in  be- 
sondere Reihen,  so  zerfällt  sie  in  folgende,  fSr  sieb  summirbare : 

D     ,_jD.  ._D_  .       _D l,0p-»~1.0p- 

r^"^l,0/>»'^l,0p4+-  -UO/»»"^*  0,0/) 

D,D_,_D^,       _D ^  l,0p-a-l,0p- 

1.0^«^  l,0!p4^  l,0;i«  +  •••  l,0/>«~  ^"  0.0p 

_D_    _D_    ^_  _D ^  1.0p-» -1.0p-« 

1.0^*^l,0p»'*^  1,0p«  +  •■••  l.Op»-^-  0,0p 

D  ^   -    n  1>0p-'"-')--l.Qp— 

l,0p«-»  +  l,0p«~''-  0,0p 

j2_  _  n  LOp-C-^J-LOp- 
+  l.Op  ~"'  0,0p 

Hier  ist  das  letzte  Glied  zugeiiigt,  um  die  Reihen  zu  vervoll- 
stSodigen.    Aus  dieser  Darstellung  erhält  man  nun: 

q.  ^5_  4.  _2^  4- J£.  4.      in-\)D 

^'  1.0p»  "^  l.Öp»  ^  I,Op*  +  •••     1,0^» 

- -^  ^  JL + -i- +  i- 4.      M        «^ 

-  O.0!pU.Op  ^  1,0p«  ^  1,0p»  +••••  T^)  "  O.Op.l.Op' 

D_   1  — 1,0p-"  _       wP 

"■  0.0p  *      0.0p      ~  0,0p .  1,0p» ' 

und  hieraas  durch  Einffibrung  in  No.  2),  nachdem  die  erste  Reihe 
■aibst  snmmiit.  ist, 

__     1— 1,0p—       D     1— l,Cip—  »P 

*— ^-      0,0p      +87^*      0,0^      "OfipAfipf 

'*  ' 


-t      * 


*    ^  H 


I 


500  OeiSinper:    Weitere  Ausführung 

oder 

4;  Ä-(x.+^^^;      ^j^^  0,0/1. l,()p«' 

Nehmen  die  Zahlungsleistungen  ab,  so  ist  hieraus: 

5)      K^^L-^)'-^-;^^  "^ 


Werden  die  Zahlungen  halbjährlich  gemacht,  so  bleiben  die 
vorstehenden  Entwicklungen  in  Kraft  und  erstrecken  sich  auf  % 
Halbjahre.  Die  vorstehenden  Gleichungen  gehen  dann  in  fol- 
gende über: 

D     1-1,0^,-2«  2nD 


7)  K=  (L  -  nn-)       nZ'        + 


0,0p/       Ofip,        ^  Qftpi.lfipi^^ 

Ist  K  gefunden,  so  entwickeln  sich  dann  die  bezüglichen  Til- 

gungssnmmen  A,,  A^,  A^ An  nach  No.  2)  oder  No.  7)  $.  42., 

wenn  die  erforderlichen  Werthe  eingeführt  werden. 

Sind  aber  die  fälligen  Summen  einander  gleich,  so  bestimmt 
sich  das  zu  tilgende  Kapital  bei  jährlicher  und  halbjährlicher  Ver- 
zinsung und  Tilgung  wie  bekannt  durch: 

l-~l,0/>-» 


8)  K=:L, 


Ofip 


Die  Tilgungssummen  ergeben  sich  aus  No.  2)  §.  42.   auf  fol- 
gende Weise : 

A,=zL-K.Ofip, 

A2=L--K.0fip  +  A,0fip  =  Ai+AiAS>p-AiAfip, 

^3  ^zL-K.Ofip  +  Ai  .OyOpi^  A^.OyOp—Ai+Ai  .Ofip+AiAJOp.Ofip 

=  Ai+Ai.Ofip(l  +  hOp)=^A,+Ai.Ofip.  'q^q       =Ai .  1,0/1«, 

A^  =  L^E.i)fip  +  A^.Ofip  +  A^.Ofip  +  A^.Ofip 
=  ^,  +  i4,  ,Ofip  +  Ai .  Ifip.Ofip  +  J,  .l,0/^2.0,0p 

=  Ai  +  A,,Ofip(l+lfip+}fip^)  =  Ai+A,.^^^^=Ai.\fip^ 

u.  s.  w.    Die  Fortsetzung  dieser  Schlüsse  fuhrt  auf  folgendes  Gesetz: 

10)  Ar=AiAfipf-^. 

Ax  tber  bestimint  sich  direct  nach  8)  auf  folgende  Weise : 


» 


*> 


-  ■;■, 
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11)         .  A,=    ^ 


hOp'' 
folglich  auch  in  RScksicbt  auf  No.  10) : 

12)  ^'  =  lV-'+** 

Diese  GleicbungeD  gelten  auch  für   halbjährliche  Verziosong  und 
Tilgung,  wenn  man  Halbjahre  statt  Jahre  setzt. 

Hieraus  rechtfertigt  sich  folgender  Satz: 

13)  Wird  eine  Anleihe  durch  gleiche  Summen  (Zins 
und  Tilgungssumme  einbegriffen)  zurückgezahlt,  so 
wachsen  die  Tilgungssummen  nach  den  Gesetzen  einer 
geometrischen  Progression,  deren  Exponent  mit  dem 
Verzinsungs-Maassstab  zusammenfällt.  Die  Tilgungs- 
somroe  des  ersten  Jahres  kann  man  direct  aus  No.  11) 
bestimmen  und  den  Tilgungsplan  aus  zwei  Elemen- 
ten ableiten. 

Dieser  Satz  ist  die  Kehrseite  des  in  §.39.No.  14)  aufgestellten.. 

§.  44. 
Anwendungen. 

1)  Eine  Anleihe  wird  in  40  Jahren  bei  5  Procent  so 
getilgt,  dass  im  ersten  Jahre  600000  und  in  jedem  fol- 
aenden  10000  weniger  gezahlt  werden.  Welches  ist  der 
Werth  dieser  Anleihe?  Welches  ist  der  bezügliche 
Tilgungsplan? 

Hier  kommen  die  in  §.  43.  aufgefundenen  Gleichungen  zur  An- 
wendung. Aus  No.  5)  ermittelt  sich  die  Grosse  der  Anleihe:  Setzt 
man  dort  £=ti00000,  />  =  10000,  p  =  5,  fi  =  40,  so  erhält  man: 

2^  ir-rG00000-.15?W.  l-1,05-4o       40.10000 

I)  Ä-(UUUUUU      g^g)       ^^       +0,05.1,0540 

=  (600000-200000)  17,1590864  +  8000000.0,1420457 
=  6863634,54  -f  1 136365,45  =  7999999,99 = 8000000. 

Die  Tilgungssummen  erhält  man  aus  No.  2)  §.  42. : 

3)  Ai  =  Li^K.Ofip  =  600000—8000000.0,05 

=  600000—400000=200000, 

A^  =  L^'-K.Ofip  +  Ai  .0.0p  =  590000  -8000000.0,05  +  200000.0,05 
=  590000 -400000 +  10000  =  200000     u.  s.  w. 


«^ 
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Man  bemerkt,  dass  der  Satz  No.  3)  §.32.  eintritt,  wornacb  die 
.  Samme,    um   welche  die  jSfarlicfaen  Zahlungen    abnehmen,   dem 
Zinsbetrage  von  der  Tilgungssumme   des   ersten  Jahres   gteich- 
Icommt,  denn  es  Ist: 

4)  />  =  200000.0,05  =  10000. 

Die  Tilgung  der  Schuld  wird  daher  durch  gleiche  Summen   be- 
wirkt und  der  Tilgnngsplan  lässt  sich  nun  leicht  feststellen. 

5)  Eine  Anleihe  wird  bei  5  Procent  durch  die  jähr- 
liche Summe  von  432194,237  In  30  Jahren  getilgt.  Wie 
gross  ist  die  Anleihe?  Welches  ist  der  bezugliche 
Tilgungsplan? 

Der  Werth  der  Anleihe  bestimmt  sich  nach  No.8)  §.43.  und  ist: 
ir = 432194,23.  ^—^^^  =5  432194,23 .  15,3^^ 

lg432194,2  =  5,6356789 
lg  15,374251  =  1,1867431 

6,82242-20 

6)  Ä-  =  N,  6,8224220  =  6643884. 

Die  Grösse  der  Tilgungssummedes  ersten  Jahres  ist  nach  No.  11)  §.43: 

_432194,23_432194,23_ 
^'  '^»—     1,0580    "4,3219423  ""'"^'^^• 

Die  Richtigkeit  dieses  Werths  erweist  sich  aus  No.  2)  §.  42.    Hier- 
nach ist:  , 

Ji  =  Xj —Jf.O,()p  =  432194,23-6643884.0,05 

=  43219423—332194,2  =  100000. 

Da  nun  nach  No.  13)  §.  43.  die  Tilgungssummen  dieser  An- 
leihe nach  dem  Gesetze  einer  geometrischen  Progression  stei- 
gen, so  ist: 

8)  ^r=  100000. 1,05'^-!. 

Man  kann  nun  hieraus  den  bezOglichen  Tilgungsplan  leicht 
nach  den  Gleichungen  des  §.  39.  feststellen.  So  ist  z.  B.  die  Zah- 
lungsleistung des  fünften  Jahres: 

L^  =  54.0,05  +  ^45  =  «4-0,05  + 100000.1,05*, 

Ä4=ir-^.^^^^  =  6643884-100000.5,52563125 

=  6643884  -  552563,125  =  6091321 ,875, 
also 

£5  =  6091321,8.0,05  + 127628,1  =  304566,09  + 127628,1  =  432194,2, 
wie  diess  sein  muss. 


« 
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Miscellen. 


Von    ilem    Heraatgeber. 

Grosse  des  den  Grandflächen  einer  abgestumpften 
Pyramide  parallelen  Schnitts,  welcher  die  Pyramide 
nach  einem  gegebenen  Verhältnisse  in  zwei  Theile 
tbeilt. 

Die  kleinere  und  grössere  Grundfläche  der  abgestumpften  Pyra- 
mide seien  respective  f  und  F,  die  Hube  der  Pyramide  sei  h; 
das  Verhältnisse  nach  welchem  die  Pyramide  zu  theilen  ist,  sei 
n:N;    die  Fläche  des  zu  bestimmenden  Schnittes  sei  G, 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  der  Grundfläche  f  von  der 
Spitze  der  ganzen  Pyramide  durch  x,  so  ist  bekanntlich: 

fiFsna^iik+x)^,    Vf:VF=a!:h  +  x; 

also: 

hVf 

Die  Hohe  der  abgestumpften  Pyramide  mit  den  Grundflächen  / 
und  G  sei  tf,  so  ist  ganz  eben  so: 

/^:G  =  ar«:(K  +  ar)«,     V/*:  VG=a::»  +  ar; 
also: 

A/G — v/* 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

VG—v/ 

Der  Inhalt  der  gegebenen  abgestumpften  Pyramide  mit  den  Grund- 
flächen f  und  iP  und  der  Hohe  A  ist: 

1Ä(/+V7P+F); 

der  Inhalt  der  abgestumpften  Pyramide  mit  den  Grundflächen  f 
irod  G  und  der  Hube  u  ist: 

ii«(/^+V7«+G); 

«Iso  ist  nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe : 

und  folglich,  wenn  man  den  obigen  Ausdruck  iron  u  einfilbrt: 


woraus 
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(VC  -  V/)  (/•+ VT«  +  G) :  ( VF- V/O  (/^+ V^7^+ F) 

=(VG-vn(C+V^+/'):(VF-V/)(F+Vfy-+n 

,  =n:n  +  JS; 

also,  wenn  man  die  Multiplicationeo  in   den  beiden  ersten  Glie- 
dern dieser  Proportion  ausföhrt: 

GVG-*fVf:FVF^fVf=n:n  +  N, 

nFvF+Nf\/f 
leicht   GVG^- nvr  —    erhalten  wird,   oder 

Ich  theile  diese  Formel,  die  wahrscheinlich  längst  bekannt  ist, 
aber  doch  in  der  ihr  hier  gegebenen  Form  wenigstens  nicht  so 
allgemein  bekannt  zu  sein  scheint,  als  sie  verdient,  in  ganz  an- 
spruchlsloser  Weise  zu  häufigerer  Benutzung  bei  dem  stereome- 
trischen Elementar -Unterrichte  mit  Es  ist  ja  mit  eine  Aufgabe 
des  Archivs,  auch  nur  weniger  Bekanntes  im  Interesse  des  Ele- 
mentar-Unterricht»  von  Neuem  in  Erinnerung  zu  bringen. 

Will  man  die  gegebene  abgestumpfte  Pyramide  durch  ihreD 
Grundflächen  parallele  Ebenen  in  n  gleiche  Theile  theilen,  und  be- 
zeichnet die  Flächen  der  Theilungsebenen  oder  Theilungsschnitte 
durch  Gl,  G^,  G^, ....  Gn-i;  so  muss  man  zu  deren  Bestimmung 
in  der  obigen  Formel  nach  der  Reihe 

n  =  l,   N=n^l;    n  =  2,   iV  =  «  — 2;    n  =  3,   iV=n-3; 

u.  s.  w. 
n  =  n  — 1,   N=l 

■ 

setzen,   und  erhält  auf  diese  Weise: 

,LF<  +  (n-l).r    }                 ,2.F*-f(n~2)./->,} 
Gl-}  ^r-r l    f     G,=  J 1    , 

Grg  =  ^ l    ,  U.  S.  W.,    Gn-1=  l ~ —l    • 


Ich  bemerke  hier  gelegentlich,  das«,  wenigstens  dem  Wesentliden 
nach,  Begriff,  Benennung  und  Berechnung  des  „Obelisken"  sich  sehen 
in  der  ,, Niederen  und  höheren  Stereometrie  u.  «•  w.,  beson- 
ders für  Forstmänner,  Baukünstler  und  Techniker  bearbei- 
tet Ton  Wilhelm  Hossfeld,  Herzof^l.  Sachs.  Mein.  Forst* 
kommissar,  Lehrer  an  der  Forstakademie  and  Sekretair 
der  Forstsocietät  an  Dreyssigaoker.  Leipzig.  ISia.  4®.  $.54. 
S.  95.  n.s.  w.«^  finden.  G. 
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Anzeige. 

Die  Unterzeichneten  sind  in  dem  Beisitz  einijrer  Exemplare 
von  Abelf  BT«»  Oeuvres  compl^tes  avec  de  notes  et  dtf- 
veloppements  rädig^es  par  B.  Holmboe.  2  tomes.  Chris- 
tian ia.  1839.    4.     die  sie  zu  10  Thir.  Pr.  Cour,  ablansen. 

Berlin,  December  1860. 

S.  Ca! Vary  &  Comp. 
Mittel -Strasse  61. 

Es  wird  gewiss  Jeder,  der  noch  nicht  im  Besitz  der  Werke 
des  grossc^n  norwegischen  Mathematikers  ist,  die  ihm  hier  gebo^ 
tene  Gelegenheit,  dieselben  sich  zu  einem  massigen  Preise  zu  ver- 
schaffen, unbenutzt  lassen.  Grün  er t. 


Unterrichtswesen 

Gütigst  mitgethellt  worden  ist  uns  das: 

Adressbuch  der  Grossherzoglich  Badi^chen 
Polytechnischen  Schule  in  Karlsruhe.  Studien- 
jahr 1860-61. 

an  welches  wir,  für  die  Mittheilung  verbindlichst  dankend,  absicht- 
lich einige  Betrachtungen  knüpfen,  wenn  auch  solche  Adress- 
bjicher  jetzt  nichts  Ungewöhnliches  sind,  und  von  den  meisten 
grosseren  Lehranstalten  in  Deutschland,  namentlich  auch  von  allen 
Universitäten,  ausgegeben  werden. 

Die   polytechnische  Schule  in   Karlsruhe   zählt  in  dem  oben 
genannten  Studienjahre  840  SchOler,  unter  denen  sich  484,  also 

ThI.XXXVl.  Hfl.  I.  i 
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weit  über  die  Hälfte,  Nichtbadener  befinden,  nämlich  V2H  Nicht 
badeiier  mehr  als  Badener.  8ehen  wir  von  Deutschland  ab,  jmi 
befinden  sich  unter  diesen  Nichtbadenern  145  aus  Amerika,  Bra 
silien^  den  Donauförstenthüniern,  Ent;land,  Frankreich,  Holland, 
Java,  Italien,  Norwegen,  Polen,  Russland,  der  Schweiz,  Lai«;ani. 
Liegt  in  diesen  Zahlen  nicht  der  klarste  Beweis  i'ür  die  nicht  mehr 
abzuweisende  Nothwendigkeit  solcher  Lehranstalten  lur  unsere 
Zeit?  und  muss  nicht  Deutschland  der  Badischen  Regierung  de« 
wärmsten  Dank  zollen,  dass  sie  eine,  eines  solchen  Hufes  bis  weit 
über  den  Ocean  hinaus  sich  erfreuende  Lehranstalt  dietstfr  Art  er- 
richtet hat  und  unablässig  ihrer  Vollkommenheit  näher  zu  fuhren  und 
immer  noch  grossartiger,  als  schon  jetzt,  auszustatten  beniQht  ist! 

Die  grusste  Anzahl  der  Nichtbadener  überhaupt  bilden  die 
Preussen,  nämlich  1U3,  folglich  wahrlich  einen  sehr  grossen  Brack- 
theil  der  Ausländer  äberhaupt;  weil 

103x4,7  =  484,1 

ist,  weit  mehr  als  ein  Viertheil.  Liegt  bierin  nicht  eine  lebhafte 
Aufforderung  für  das  engere  Vaterland  des  Unterzeichneten,  mit 
der  Errichtung  einer  ähnlichen  Lehranstalt  nicht  länger  zu  zugem? 
Mass  der  Vaterlandsfreund  nicht  den  Städten  Crdn  und  Aachen 
sich  zu  dem  lebhaftesten  Danke  verpflichtet  fühlen,  dass  diesel- 
ben schon  längere  Zeit  wegen  der  Errichtung  einer  polytechnischen 
Schule  petitioniren  ?  Möchte  es  wahr  sein,  dass,  wie  wenigstem 
die  Zeitqngen  berichten,  die  Errichtung  in  Aachen  hescblossei 
sein  soll!    Mcige  man  dann  nur  aber  auch  die  Mittel  nicht  spare»! 

Zu  besonderem  Danke  würden  wir  uns  verpflichtet  fühlen, 
wenn  andere  grössere  polytechnische  Lehranstalten,  wie  z.B. 
das  polytechnische  Institut  in  Wien,  welches  wir  aus  eigener 
Anschauung  kennen,  und  andere,  unsere  schon  im  Literar.  Ber. 
Nr.  CXXXIX.  8.  2.  ausgesprochene  Bitte  um  ähnliche  Mittheilun* 
gen,  wie  die  obige,  erfäUen'  wollten.  Grunert 


Arithmetik. 

Siebenstellige  gemeine  Logarithmen  der  Zahlen 
von  1  bis  108Ü00  und  der  Sinus,  Cosinus,  Tangenten  und 
Gotangenten  aller  Winkel  des  Qudranten  von  10  su  10 
Secunden,  nebst  einer  Interpnlationstafel  zur  Berech- 
nung der  Propotionaltheile  von  Dr.  Ludwig  Scbrun. 
Director  der  Sternwarte  und  Professor  zn  Jena.    Ste- 
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reotyp* Ausgabe.     Braanscbfveig.     F.  Vieweg  und  Sohn. 
1860.    gr.  8. 

Zu  derHerau8g;ibc  der  vorliegenden  Tafein  liewogeii,  —  nacb 
der    Vorrede,  —   ver8rhiedcno  Kücksicliten.     Sie  «ollen  nSmIicb: 

1)  die  8cbriftlicben  Hulfsrecbnungen  hei  der  Interpolation  ent. 
behrlicb  machen; 

2)  dabei  eine  grössere  Genauigkeit  gewähren,  als  andere  Ta- 
feln von  ähnlichem  UmCiiiige; 

3)  zugleich  einen  verschiedenen  Gebrauch  nach  Gewohnheit 
und  Bedflrfniss  zulassen; 

4)  auch   für  Rechnungen   mit  sechsstelligen   Logarithmen  ein 
bequemeres  und  schärferes  Uülfsmittel  darbieten  als  dies  die  ge-  ' 
wohnlichen  sechsstelligen.  Logarithmen  verraugeii; 

5)  durch  ihre  Ausstattung  dem  Auge  angenehm  und  wohl« 
thaend  sich  erweisen  und 

6)  durch  die  vier  verschiedenen  Ausgaben  einfachere  Zwecke 
mit  geringerem  Aufwände  befriedigen. 

Der  Kundige  erkennt  auf  den  ersten  Bliok,  wie  sehr  durch 
die  Erfüllung  der  vorhergehenden  Bedingungen  allen  den  Anforde- 
rungen genOgt  und  entsprochen  wird,  welche  -!ian  in  jetziger  Zeit 
an  Logarithmentaieln  zu  stellen  gewohnt  ist.  Welche  Einrichtun- 
gen  der  einsichtsvolle  Herr  Herausgeber  aber  getroffen  hat,  um 
allen  diesen  Erfordernissen  zu  genügen,  kann  natOrlich  an  diesem 
Orte  nicht  ausführlich  dargethan,  und  muse  in  dem  Werke  selbst 
weiter  nachgesehen  werden.  Fragt  man  uns  aber  nach  unserem 
Urtheil,  ob  den  in  Rede  stehenden  Anforderungen  in  diesen  Ta* 
fein  auch  wirklich  entsprochen  worden  sei,  so  beantworten  wir 
diese  Frage  mit  Ja!  und  fugen  hinzu,  dass  diese  Einrichtungen 
keineswegs  in  Weitläufigkeiten  führen,  sondern  uns  überall  im 
Ganzen  einfach  und  zweckmässig  erschienen  sind,  wobei  ausserdem 
noch  hervorgehoben  werden  mag,  dass  die  Interpolationstafel  Nr.  111. 
diesen  Tafeln  vorzugsweise  eigenthümlich  ist. 

Was  nun  die  äussere  Ausstattung  betrifft,  so  übertreffen  nach 
unserer  Meinung  in  Bezug  auf  Papier,  Druck  und  Zweckmässig- 
keit des  Formats  diese  Tafeln  die  meisten  bisher  in  Deutschland 
erschienenen  Tafeln,  so  verdienstlich  auch  viele  derselben  —  na 
mentlich  die  in  allen  Beziehungen  trefflichen  Arbeiten  von  Bre- 
miker  — sind,  wie  wir  bei  unseren  früheren  Anzeigen  solcher  Ta- 
feln Überall,  wo  es  uns  das  Verdienst  zu  fordern  schien,  gebührend 
und  mit  wärmsler  Anerkennung  hervorzuheben  uns  bemühet  haben. 
Giaoz  besonders  dem  Auge  wobltfauend   erscheinen  uns  in  diesen 
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fieuen  Tafeln  die  äusserst  schon  und  scharf  geschnitteneo  Ziier», 
welche  sich  in  ihrer  Form  am  meisten  den  Ziffern  in  den  beruhntet 
und  höchst  seltenen,  eben  deshalb  viel  gesuchten,  auf  ^oz  uover 
wustlichem  Papier  gedruckten  TabI es  of  Logarithms.  fiy  Wil- 
liam Gardin  er.  London.  1742.  4%  die  wir  bei  dieser  Aoseigt 
zur  Vergleichung  vor  uns  liegen  haben,  nähern  durften.  Ueber- 
haupt  können  sich  diese  neuen  Tafeln  riicksichtlich  ihrer  äusseret 
Ausstattung  den  besten  Productionen  der  englischen  und  französi- 
schen Presse  dieser  Art  nicht  bloss  unbedingt  an  die  «Seite  stellen, 
ijOndern  übertreffen  dieselben  selbst  noch  in  vielen  Beziehungen, 
so  dass  die  Ofiicin  der  Herren  F.  Vieweg  und  Sohii  jedenfalU 
fär  dieses  dem  deutschen  Vaterlande,  dem  Auslände  gegenüber, 
so  viel  Ehre  machende  typographische  Werk  den  ivärnisten  Dank 
jedes  Vaterlandsfreundes  verdient. 

Der  Preis  von  I  Thaler  22Va  Groschen  l'ur  ein  solches  Werk 
ist  so  ausserordentlich  niedrig  gestellt,  dass  es  uns  in  der  Tbnt 
unbegreiflich  ist,  wie  dafür  die  Herstellung  möglich  gewesen  sein 
kann,  namentlich  gegenüber  den  hohen  Preisen  der  englischen 
und  französischen  Tafeln  von  gleichem  Umfange.  Ausserdea 
kann  auch  Tafel  1.,  Tafel  I.  und  11.,  Tafel  111.  separat  zu  dem 
Preise  von  beziehungsweise  20  Groschen,  1  Thaler  TV«  Gro- 
schen, 15  Groschen  bezogen  werden,  was  auch  eine  überaiu 
zweckmässige,  mit  besonderem  Danke  aufzunehmende  Einrich- 
tung ist. 

Endlich  sind  diese  Tafeln  auch  auf  meergrünem  Papier  ge- 
druckt ganz  zu  den  nämlichen  Preisen  zu  erhalten.  Da  wir  ein 
solches  Exemplar  nicht  zu  sehen  Gelegenheit  gehabt  haben,  so 
können  wir  ein  Urtheil  darüber  nicht  abgeben,  zweifeln  aber  nickt 
an  der  Zweckmässigkeit  eines  solchen  Papiers  namentlich  für 
schwache  Augen.  Sollte  sich  uns  Gelegenheit  darbieten,  ein  sol- 
ches Exemplar  zu  Gesicht  zu  bekommen,  so  werden  wir  nicht 
-unterlassen,  darüber  nachträglich  zu  berichten,  da  uns  selbst  viel 
daran  liegt,  diesen  schönen  Tafeln  möglichst  allgemeinen  Ein- 
gang zu  verschaffen.  Die  ziemlich  theuren  englischen  Tafeln  von 
Shortrede  sind  auch  auf  solches  meergrüne  Papier  gedruckt, 
uns  aber  bis  jetzt  auch  nicht  aus  eigener  Ansicht  genauer  be- 
kannt geworden. 

Herausgeber  und  Verleger  haben  hier  allen  billigen  Wünschen 
in  ausgezeichneter  Weise  entsprochen,  und  ein  Werk  geliefert 
welches  der  deutschen  malhematischen  Literatur  wahrhaft  Ehre 
macht;  möge  dasselbe  daher  die  Anerkennung,  welche  es  sosehr 
verdient,  in  vollstem  iVlaasse  finden,  und  sich  recht  bald  nament« 
lieh  auch  den  Weg  in  die  Lehranstalten  bahnen.    Tragen  die  ▼o^ 
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stehenden  Worte  dazu  Einiges  bei,  so  haben  sie  ihren  Zweck 
erfrdlt.  Wir  haben  freilich  jetzt  schon  eine  ziemlich  grosse  An- 
zahl sehr  schöner  Logarithmen -Tafein;  indess  sind  die  eigen- 
thumiichen  Vorzüge  cler  vorliegenden  uohl  geeignet,  denselben  eine 
glOckliche  Zukunft  zu  versprechen. 


Geometrie 

Das  'PriMniatoid.  Eine  Erweiterung  der  elementa- 
ren Stereometrie  von  Theodor  W^ittstein,  Professor 
an  der  k.  Generalstabs-Akademie  u.  s.  iv.  in  Hannover. 
Hannover.     Hahn.     1860.    4. 

Durch  die  Einföhrung  des  Prismatoids,  einer  viele  andere 
unter  sich  fassenden  neuen  Kurperform ,  hat  Herr  Professor 
Wittstein  sich  jedenfalls  ein  Verdienst  um  die  Stereometrie, 
^laroentlich  auch  um  den  Unterricht  in  derselben  erworben,  wel- 
ches von  Niemand  lebhafter  als  von  dem  Unterzeichneten  er- 
kannt werden  kann.  Jedenfalls  wQrden  wir  uns  bemfihen,  auch 
durch  Verniittelung  des  Archivs  diesen  neuen  Körper  in  die  Wis- 
senschaft einzufuhren,  und  schon  hier  die  Leser  näher  mit  dem- 
selben bekannt  zu  machen,  wenn  wir  nicht  so  glücklich  wären, 
einen  von  Herrn  Professor  Bretschneider  in  Gotha  uns  gütigst 
mitgetheilten  Aufsatz  über  diesen  Körper  in  dem  vorliegenden  Hefte 
(S.  18.)  zur  Kenntniss  unserer  Leser  bringen  zu  können,  welcher, 
bei  eigenthümlicher  Behandlung  des  Gegenstandes,  allen  vorher  von 
uns  näher  bezeichneten  Zwecken  vollständig  entspricht.  Dabei 
bemerken  wir  aber  ausdrücklich,  dass  die  obige  Schrift  an  sich 
keineswegs  unbeachtet  gelassen  werden  darf,  wäre  es  auch  nur 
wegen  der  interessanten  Behandlung  einer  ziemlich  grossen  An- 
zahl anderer,  auch  krummflächiger  Körper  mittelst  des  Prismatoids. 
Wir  wünschen  sehr,  dass  dieser  neue  Körper  recht  bald  die  all- 
gemeinste Aufnahme  in  die  Lehrbücher  der  Stereometrie  finden 
möge. 

Abhandlung  über  die  verschiedenen  Projections- 
arten  im  Allgemeinen,  und  die  axonometrischen  und 
parallel  perspecti  vi  sehen  im  Besondern  von  Professor 
G.  Delabar,  Conrector  der  Kantousschule  in  St.  Gallen. 
Mit  4  Figurentafeln.  St.  Gallen.  Scheitler  und  Zolli- 
kofer.     1860.    4. 

Der  Herr   Verfassser   hat  in  dieser  namentlich  von  Lehrern 
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an  Realscbalen  und  ähnlichen  Lehranstalten  zu  beacKtendeD  Schiil, 
nach  einer  Charakterisirung  der  verschiedenen  Projectionstrtei 
im  Allgemeinen,  eine  ausfOhrliche  und  eingehende  Theorie  der 
Parallelperspective  geliefert,  und  hat  »ich  dabei  weder  einer  rM 
geometrischen 9  noch  rein  analytischen^  sondern  im  vorliegendcB 
Falle  ganz  zweckmässig  einer  gemischten,  algebraisch -geometri- 
schen Methode  bedient.  Er  erläutert  zuerst  wieder  die  Parallel- 
perspective im  Allgemeinen  in  Verbindung  mit  den  allgemeinei 
wissenschaftlichen  Grundlagen  der  zu  entwickelnden  fernereii 
Theorie,  und  theilt  diese  letztere  dann  in  zwei  Hauptabschnitte, 
nämlich : 

A.  Die  orthographisch  axonometriscfaen  und  parallel perspecti- 
vischen  Projectionen  im  Allgemeinen; 

B.  Die  klinographische  Parallelperspective. 

In  A.  werden  abgesondert  betrachtet : 

o)  Die  orthographisch  anisometrische  Projection. 
ß)  Die  orthographisch  monodi metrische  Projection. 
y)  Die  orthographisch  isometrische  Projection. 

Für  diese  drei  Projectionsarten  werden  sowohl  die  allgemei- 
nen Grundlagen  sehr  deutlich  entwickelt,  und  dann  wird  ferner  die 
Aufgabe  noch  mehr  zu  vereinfachen  und  dem  Geiste  der  darstellen- 
den Geometrie  noch  mehr  anzupassen  versucht,  wobei  hervorzuheben 
ist,  dass  die  Verbindung,  in  welche  die  Theorie  der  Projectione» 
mit  der  descriptiven  Geometrie  in  dieser  Schrift  gebracht  wird, 
zu  den  besonderen  Eigenthümlichkeiten  derselben  gehurt. 

Unter  B.  ßnden  wir  wieder: 

a)  Die  klinographisch  anisometrische  Projectionsart. 
ß)  Die  klinographisch  monodimetrische  Projectionsart. 
y)  Die  klinographisch  isometrische  Projectionsart. 

Der  letzte  Abschnitt  C.  hat  die  Erörterung  der  Frage  ztun 
Gegenstände^  ob  es  nicht  noch  einen  einfacheren  Weg  als  die  im 
Vorhergehenden  betrachteten  axonometrischen  Projectionsarten 
zur  Losung  der  Aufgabe  der  Parallelperspective  giebt 

Wir  bedauern,  dass  die  Beschränktheit  des  Raums  uns  ge- 
bietet, uns  mit  dieser  Angabe  des*  Hauptinhalts  der  vorliegenden, 
jedenfalls  recht  sehr  beachtenswerthen  Schrift  zu  begnfgen.  Die 
Entwickelung  ist  eine  völlig  methodische  und  die  Schrift  hat  we* 
nigstens  uns  auch  dadurch  besonders  angesprochen ,  dass  sie 
flberall  die  Hauptgesichtspunkte,    auf  die  es  ankommt,    deotlich 


UUrarizcher  Bertchl  CXLL  7 

und  bestimmt  hervorhebt ,  so  dass  man  nicht  in  Gefahr  kommt, 
den  Faden  zu  verlieren,  uie  dies  bei  einer  weniger  methodischen 
Behandlung,  wie  man  sie  in  anderen  Schriften  von  ähnlicher  Ten- 
denz nicht  nelten  antrifft,  bei  diesen  Dingen  nur  zu  leicht  mög- 
lich ist. 

Wir  empfehlen  {ilso  diese  Schrift  den  Lehrern  an  allen  den 
Lehranstalten ,  wo  die  Schüler  in  den  verschiedenen  Methoden 
der  graphischen  Darstellung  körperlicher  Gegenstände  auf  einer 
Ebene  unterrichtet  und  geübt  werden,  nochmals  recht  sehr  zur 
Beachtung. 


Die  Stereotomie  (Lehre  vom  KörperHchnitte)  ent- 
haltend: Die  Anwendungen  der  darstellend«; n  Geome- 
trie auf  die  Schattenlehre,  Linearperspective,  Gno- 
monik,  den  Stei  »schnitt  und  die  Holz  verbin  dun  gen, 
mit  einem  Atlas  von  74  Tafeln  in  gr.  Folio,  von  Leroy, 
Professor  an  der  polytechnischen  Schule  in  Paris  etc. 
Uebersetzt  von  Kauffmann,  Professor  am  Gymnasium 
in  Stuttgart.  Neue  Ausgabe,  unter  der  Presse.  In 
Ö  Lieferungen,    a  22^2  Sgr.     Ad.  Becher  in  Stuttgart. 

Dieses  Werk,  von  welchem  rn  neuester  Zeit  eine  zweite  Aus- 
gabe erschienen  ist,  wurde  von  dem  Verfasser  ausgearbeitet  als 
eine  praktische  Fortsetzung  seiner  darstellenden  Geometrie.  Wenn 
die  Anwendungen  dieser  Wissenschaft  auf  die  Schattenlehre  und 
Linearperspektive  für  huhere  technische  Schulanstalten  beim  Un- 
terricht im  technischen  und  Linearzeichnen  vorzugsweise  Werth 
haben,  so  eignet  sich  dagegen  die  Lehre  vom  Steinschnitt  und 
von  den  Holzverbindungen  mehr  für  diejenigen,  welchen  im  Bau- 
oder Ingenieurfach  die  praktische  Ausführung  solcher  Constructio- 
iien  oltliegt  Es  ist  in  der  That  allgemein  anerkannt  und  durch 
die  Erfahrung  bestätigt,  dass  auf  die  theoretischen  Lehren,  wie 
sie  in  einem  Cursus  über  descriptive  Geometrie  gegeben  werden, 
nicht  leicht  eine  vortheilhaftere  und  mehr  nutzbringende  Anwen** 
düng  folgen  kann,  als  die  Construktionen  der  Schattenlehre  und 
Linearperspektive.  Obiges  Werk  enthält  in  ersterer  Beziehung 
als  Beispiele  mehrere  Rotationskörper  in  Form  von  Vasen,  einen 
jonischen  Säulenfuss,  ein  dorisches  Capital  und  verschiedene 
Schrauben.  Die  perspektivischen  Zeichnungen  umfassen  die  Kreis: 
Projektionen  .  an  welche  sich  wichtige  Lehren  der  neueren  Geo- 
metrie anknüpfen  lassen,  Zeichnungen  von  Gewölben,  Säulengän- 
gen; hierauf  folgt  die  mehr  der*  Theorie  angehörige  perspektivische 
Zeichnung   des   VVulsts  (tore);   den   Beschluss   dieser   Abtheilung 
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machen  verschiedene  Aufnahmen  von  Gegenständen,  bei  welchen 
die  Schlagschatten  ana;egeben  sind:  Vasen,  Säulen  und  Sinleii' 
gänge. 

Einen  <;rossen  Keichthum  von  Beispielen  zur  Lehre  vom  Stein* 
schnitt  bietet  die  Stereotomie  von  Leroy  dar,  wie  sie  wohl  nicht 
leicht  ein  ähnliches  Werk  von  gleichem  Umfang  enthalten  dfirfte. 
Man  findet  darin  eine  Anzahl  von  Darstellungen  schrSger  Ein- 
und  Durchgänge  bei  cylindrischen,  kugelförmigen,  Tonnen -Ge^vül- 
ben,  den  Marseiller  Bogen,  elliptische,  ellipsoidische  Tonnen-, 
Kreuz-  und  Klostergevvölbey  Kugel-,  und  Trompen-Geirolbe; 
kreisförmige  Treppen,  Spindeltreppen ,  Treppen  mitj  Schrauben- 
gewulbe.  Bei  den  Holzverbindungen  sind  viele  Construktionen 
von  Dachstiihlen  und  hölzernen  Treppen  gegeben. 

Wenn  wir  die  Aufmerksamkeit  von  Lehrern  und  Schülern  ao 
polytechnischen  Instituten^  von  Architekten,  Ingenieuren  auf  dieses 
gediegene  Werk  lenken,  so  geschieht  diess  hauptsächlich  darum, 
weil  dasselbe  sich  noch  keineswegs  derjenigen  Verbreitung  in 
Deutschland  erfreut,  welche  es  verdient,  und  weil  uns  kein  zwei* 
tes  deutsches  Werk  bekannt  ist,  welches  .wir  als  einen  Ersati 
dafür  anfuhren  könnten,  und  das  bei  gleichem  Umfang  und  Prei» 
denselben  Gehalt  und  praktischen  Werfh  hätte.         Dr.   Buklen. 


A  8  t  r  0  Q  0  in  i  e. 

Grosse  Sonnen  finsterniss  vom  18.  Juli  1860.  (M.  s. 
Literar.  Ber.  Nr.  CXL.  S.  4.). 

Die  kaiserlich -rassische  Akademie  der  Wissenschaften  in  Pe- 
tersburg, stets  bemüht,  die  exacten  Wissenschaften  nach  allen 
möglichen  Seiten  und  Richtungen  hin  zu  fördern,  hatte  zur  Beob- 
achtung der  grossen  Sonntinsterniss  vom  18.  Juli  1860  eine  EIx- 
pedition  nach  Spanien  gesandt,  und  konnte  diese  Mission  in 
keine  besseren  Hände  legen,  als  in  die  der  beiden  trefilichen 
Astronomen  der  Pulkowa^er  Haupt- Sternwarte,  der  Herren  Otto 
Struve  und  Dr.  Win  necke.  Der  von  dem  Ersteren  der  kai- 
serlichen Akademie  erstattete 

., Bericht  über  die  Beobachtung  d er  totalen   Sod- 
nenfinsterniss  vom  6.(18.)  Juli,  von  Otto  Struve." 

wenn  derselbe  auch  für  jetzt  nur  als  ein  vorläufiger  zu  betrachten 
ist,   ist  dessungeachtet  so   interessant   und    nach  unserer   Ueber- 
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Zeugung  8o  wichtig,  dass  er  in  diesen  literarischen  Berichten  aus- 
fiihrlicher  besprochen  xu  werden  verdient. 

Herr  Otto   Struve  hatte  mit  diem   Director   der  Sternwarte 
in  Greenwich,  Herrn  Airy,  die  Uebereinkunft  getroffen,  die  Fin- 
sterniss  gemeinschaftlich  zu  beobachten,  und  täuscht  sich  gewiss 
nicht,   wenn   er  der  Meinung  ist,   dass    dieses   Uebereinkommeo 
wesentlich   dazu   beigetragen  hat,   das   Interesse  für' diese  Beob- 
achtung zu  beleben   und  die  iMittel  zur  erfolgreichen  Losung  der 
Aufgabe  zu   vermehren.     Auf  Airy's   Antrag  stellte  demzufolge 
die  brittische  Admiralität  mit  grosster  Liberalität  einen  der  schön- 
sten  und  grussten   Dampfer,  den   Himalaya,   zur  Disposition  der 
Sonnenfinsterniss- Expedition  und  autorisirte  Herrn  Airy,  so  vielen 
Astronomen  und  Liebhabern  der  Astronomie,  als  das  Schiff  bequem 
beherbergen  Jconnte,  Plätze  auf  demselben  anzuweisen.    Der  7.  Juli 
war  zum  Abgang  des  Himalaya  angesetzt  und  Abends  zuvor  hat- 
ten sich  alle  Theilnehmer  mit  ihren  Instrumenten  in  Plymouth  ein- 
zuGnden.    So  bald  die  Anker  gelichtet  und  Ruhe  auf  dem  Schiffe 
eingetreten  war,  wurde  unter  Airy 's  Vorsitz  in  aller  Form  Astrono- 
inisches  Conseil  gehalten.    Der  Namensaufruf  ergab  51  Beobach- 
ter an  Bord.    Unter  den  Engländern  befanden  sich  die  allgemein 
bekannten  und  hochgeachteten  Namen:  Airy,  Las  sei.   De  la 
Rue,  Grant,    Capt.   Jacob    u.  s.  w.     Von    Ausländern    waren 
an  Bord:  die  beiden  trefflichen  russischen  Astronomen  O.  Struve 
und  Dr.  Win  necke  mit  dem  in  Pulkowa  sich  ausbildenden  por- 
tugiesischen Astronomen  Com  und  Professor  Dr.  Lindeioef  aus 
Helsingfors;  ferner  die  trefflichen  schwedischen  und  norwegischen 
Astronomen:  Lindhagen  aus  Stockholm,  Muller  aus  Lund  und, 
Fearnley  aus  Christiania.     Nach  dem  in  diesem  astronomischen 
Conseil  entworfenen  Plane  theilte  sich  die  auf  dem  Himalaya  be- 
fmdliche  Gesellsahaft  in  zwei  Hauptsectionen,  von  denen  die  eine 
In  Bilbao,  die  andere  in  Santander  zu  landen  hatte.    Die  Pulko* 
waer  Astronomen  gehörten  der  ersten  Section  an.    Am  9.  Juli  frfib 
Morgens  kam  das  Schiff  nach   einer  angenehmen  Fahrt  auf  der 
Rhede  von  Portugalete,  dem  Hafenorte  von  Bilbao,  an,  wo  der  Hi- 
malaya nur  auf  wenige  Stunden  Anker  warf,  um  noch  an  demsel- 
ben Tage  die  andere  Section  nach  Santander  zu  führen,  indem  ein 
kleineres  Dampfboot  die  erste  Section  rasch  nach  Bilbao  brachte. 
Wesentlich   unterstützt   ward  die    Expedition    in   ihren    Arbeiten 
durch  den  Ingenieur  Herrn  Vignoles;  durch  Herrn  Don  Cipriano 
Montesino,  einen  Neffen  Espartero's,  gegenwärtig  einen  der 
Hauptunternehmer  der  Eisenbahnen  in  Spanien;  ferner  durch  den 
deutschen   Ingenieur  Herrn   C.  Weiler,  ehemaligen  Schüler  der 
polytechnischen   Schule    in   Carlsruhe   und    daher    mit   tüchtigen 
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Kenntnissen  in  Mathematik  und  Geodäsie  ausgerastet;  und  durch 
mehrere  Andere,  so  dass  in  dieser  Beziehung  nichts  zo  wün- 
schen übrig  blieb.  Ihren  Standpunkt  wählte  die  russische  Expe- 
dition bei  Pobes,  einem  armseligen,  nur  aus  wenigen  HSusero 
bestehenden  Dorfchen  zwischen  den  Städten  Ordunna  und  Miranda, 
das  aber  durch  seine  Lage  sehr  günstige  Bedingungen  filr  die 
Beobachtungen  darbot. 

Der  Morgen  des  18.  Juli  brach  unter  sehr  ungünstigen  Au. 
spicien  an;  aber  um  Mittag  klärte  sich  der  Himmel  auf  und  ge- 
gen 2  Uhr  wurde  die  erste  äussere  Berührung  der  Ränder  der 
beiden  Himmelskörper  mit  grüsster  Schärfe  beobachtet.  Von  da 
an  blieb  es  ununterbrochen  klar  bis  zum  Ende  der  Verfinsterung 
überhaupt;  kaum  aber  war  das  Austreten  des  Mondes  aus  der 
Sonnenscbeibe  beobachtet,  so  bezog  sich  der  Himmel  wieder  mit 
Wolken,  und  am  Abende  war  es  so  dunkel,  dass  kein  Stern  ge- 
sehen werden  konnte.  Ganz  ähnliche  meteorologische  Vorgänge 
hat  Herr  O.  Struve  merkwürdigerweise  auch  1842  in  Lipezk  und 
1851  in  Lomza  beobachtet.  Der  Erfolg  war  ein  in  allen  Beziehun- 
gen überaus  günstiger  und  zufriedenstellender. 

Das  Detail  der  Beöbchtungen  behält  Herr  O.  Struve  seinem 
späteren  ausfuhrlichen  Berichte  vor,  und  stellt  hier  nur  die  we. 
sentlichsten  Resultate,  so  weit  sie  sich  aus  den  gegenwärtig  nur 
unvollständig  vorliegenden  Beobachtungen  ziehen  lassen,  zusammen. 

Es  ist  bekannt,  dass  die  bei  Weitem  von  den  meisten  Astro- 
nomen getheilte  Ansicht,  dass  die  während  totaler  Sonnenfinster- 
nisse beobachteten  rothen  Vorsprünge  integrirende  Theile  der 
Pbotosphäre  der  Sonne  sind,  ihren  kraftigsten  Stützpunkt  in  Herrn 
O.  Struve's  1851  in  Lomza  angestellten  Messungen  bat.  Be- 
kanntlich hat  sich  hiergegen  eine  andere  Ansicht  einige  Geltung 
zu  yerschaffen  gesucht,  die  wir  in  unseren  beiden  früheren  Be- 
richten (Literar.  Ber.  JNr.  CXXXLX.  und  CXL.)  hinreichend  be- 
sprochen und  als  von  den  gewichtigsten  Au  toritäten  jetzt 
allgemein  verworfen  nachgewiesen  haben.  Hiezu  kommt  nun 
jetzt  noch  die  neue  sehr  viel  wiegende  Autorität  in  den  von  Herrn 
O.  Struve  aus  seinen  Beobachtungen  gezogenen  Resultaten, 
worüber  dieser  treffliche  Astronom  sich  auf  folgende  Art  ausspricht: 

„Es  lag  uns  besonders  daran,  über  diesen  Punkt*) 
voUkomiiieiie  Oewinshelt  zu  erlangen,  und  ich  freue 
mich,  der  Akademie  melden  zu   können,  dass   die  von 


')  Dsii  nämlich   die^  Protiiberanzen    l«Mliglich   der   Sonne  RngetiArea 
lind  intef^rirende  Theile  ihrer  Photosphäre  sind. 
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mir  vertretene  Ansicht  darch  die  jetzt  angestellten 
Beobachtungen  Ober  alleZweifel  erhoJbenist,  und  von 
jetzt  an 

„ALS    ASTRONOMISCHER    LEHRSATZ" 

dasteht'** 

So  H-äre  denn  auch  durch  diesen  ausgezeichneten  Beobachter 
und  trefflichen  Astronomen,  der  schon  früher  zwei  Mal  ähnlichen 
Beobachtungen  sich  mit  dem  grOssten  Eifer  und  schönsten  Erfolg 
gewidmet  hat,  die  obige  Ansicht  zu  völliger  Gewissbeit  erhoben 
und  damit  die  völlige  Nichtigkeit  jeder  anderen  nachgewiesen. 
Einerseits  nämlich,  —  sagt  Herr  O.  Strue,  -~  haben  Dr.  Win- 
n  ecke 's  Beobachtungen  die  stetige  Abnahme  in  der  Höbe  der 
Protnberanzen  auf  der  Ostseite  des  Mondes  and  die  meinigen 
ihr  Anwachsen  auf  der  Westseite  dargethan,  andererseits  haben 
Airy's  Beobachtungen  nachgewiesen,  dass  die  Vorspränge, 
welche  sich  in  den  um  90^  von  der  Richtung  der  Mondbewegung 
abstehenden  Punkten  des  Mondrandes  besonders  glänzend  zeig- 
ten, bei  unveränderter  Höhe  solchen  Winkelveränderungen  in  Be- 
zug auf  das  Mondcentrum  unterworfen  waren,  wie  sie  sich  er- 
zengen mussten,  wenn  dieselben  der  Sonne  angehö  r- 
ten.  Diese  Beobachtungen  haben  ferner  eine  glänzende  oder  viel- 
mehr augenscheinliche  Bestätigung  erhalten  durch  zwei  Pbotogra- 
phieen,  die  Herrn  De  la  R'ue  am  Anfang  und  Ende  der  totalen 
Verfinsterung  zu  nehmen  gelungen  ist.  Da  diese  interessanten 
Photographieen  sehr  bald  durch  den  Druck  vervielfältigt  werden 
sollen,  so  wird  dadurch  jeder  Astronom  in  den  Stand  gesetzt 
werden,  sich  von  der  Richtigkeit  der  gewonnenen  Resultate  sdbst 
zu  überzeugen. 

Auch  die  besonders  von  russischen  Astronomen  Tertretene 
Ansicht,  dass  ein  inniger  Zusammenhang  zwischen  den  Protube- 
ranzen und  den  Sonnenflecken  besteht,  hat  durch  diese  Sonnen* 
finsterniss  wesentlich  an  Consistenz  gewonnen,  wie  dies  Herr 
O.  Struve  in  seinem  Berichte  für  Jeden,  der  Augen  hat  zu  sehen 
und  Ohren  um  zu  hören,  in  der  deutlichsten  und  anschaulichsten 
Weise  darlegt. 

Ueber  die  Natur  der  Corona  wird  hoffentlich  aus  der  Verei- 
nigung und  Vergleichung  der  auf  den  verschiedenen  Stationen 
angestellten  Beobachtungen  mehr  Licht  verbreitet  werden.  Bis 
jetzt  scheint  Herrn  O.  Struve  das  Eine  festzustehen,  dass 
dieselbe  wesentlich  durch  trerrestrische  Bedingungen,  speciell 
durch  den  Zustand  unserer  Atmosphäre  modificirt  wird,  welchem 
Himmelskörper  auch  die  Corona  angehören  mag. 
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DeM  Weiteren  wegen  müssen  wir  aut  den  höchst  interessan- 
ten Beficht  selbst  verweisen,  inileui  wir  Herrn  Otto  8truve 
fiir  denselben  im  Namen  der  Wissenschaft  unseren  wärmsten  Dank 
abfiitatten. 

Es  schüren  also  ein  für  alle  Mal  die  Pro  tuberan- 
zen unbedingt  der  8onne  an,  und  die  vrdlige  Nichtigkeit 
der  in  allen  ihren  Tbeilen  an  sich  schon  überaus  schwachen  so- 
genannten optischen  Theorie  ist  auch  durch  diese  Beobachtungen 
eines  der  ausgezeichnetsten  Astronomen  mit  völliger  Evidenz  nach- 
gewiesen. Dass  auch  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaf- 
ten der  grusste  Dank  gebührt,  dass  sie  zu  diesen  trefflichen  Beob- 
achtungen die  nächste  und  unmittelbarste  Veranlassung  gegeben 
hat,  versteht  sich  Von  selbst.  Grunert 


Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Seiner  k.  k.  apost.  Majestät  auf  öffentliche 
Kosten  herausgegeben  von  Carl  von  Littrow,  Director 
der  k.  k.  Sternwarte.  Dritter  Folge  neunter  Band.  Jahr- 
gang 1859.     Wien  1860.    8. 

Der  achte  Band  der  dritten  Folge  dieser  Annalen,  deren  so  sehr 
regelmässiges  Erscheinen  zugleich  ein  sehr  rühmliches  Zeugniss 
von  dem  regelmässigen  und  ununterbrochened,  planmässig  geord- 
neten Fortgange  der  Arbeiten  auf  der  Wiener  Sternwarte  liefert, 
wie  wir  schon  öfters  hervorzuheben  uns  erlaubt  haben,  ist  im 
Literar.  Ber.  Nr.  CXXVIII.  S.  3.  von  uns  an<;e/eist  worden.  Der 
vorliegende  neunte  Band  der  dritten  Folge  enthalt  zuerst  die  Beob- 
achtungen am  Meridiankreise  aus  den  Jahren  1857  und  1858, 
angestellt  von  Herrn  All^.  Diese  ßeobachtiinuei»  Gelen  noch  in 
eine  Periode  von  Versuchen,  zu  welchen  die  in  den  beiden  vor- 
hergehenden Jahrgängen  besprochene  Einrichtung  lichter  Linien 
im  dunklen  Felde  veranlasste,  und  bedurften  hauptsächlich  des- 
halb einer  umständlicheren  Erläuterung  der  Veränderungen^  welche 
nach  und  nach  in  den  Correctionen  der  Instrumente  nöthig  wor- 
den. Diese  Erläuterungen  sind  in  der  Einleitung  vollständig  and 
in  lehrreicher  Weise  gegeben.  Hieran  schliessen  sich  die  Plane- 
ten- und  Cometen- Beobachtungen  am  Refractor  in  den  Jahren 
1856  bis  1859  (Juli),  angestellt  von  Herrn  Dr.  Hornstein.  Un- 
ter den  Cometen  spielt  natürlich  der  Donati'sche  Comet  (1858.  V.) 
eine  besondere  Rolle,  und  wir  machen  die  Leser  hauptsächlich 
aufmerksam  auf  die  interessanten  Bemerkungen  über  die  physische 
Beschaffenheit  dieses  Weltkörpers  S.  177— S.  182.  Nun  foigeo 
die  Zonenbeobachtungen  am  Mittagsrohre,  welche   wie  früher 
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Herrn  Oeltzen  anTertraut  waren.  Den  Schluss  machen,  nebst 
einigen  Redactionntafeln,  die  Meteorologischen  Beobach- 
tungen vom  Jahre  1858. 

Ganz  besonders  erfreulich  ist  es  uns  gewesen,  dass  die  über- 
aus verdienstliche  Publication  der  älteren  meteorologischen  Beob- 
achtungen, auf  welche  wir  schon  im  Literar.  Ber.  Nr.  CXXVIll. 
S.  4.  als  ein  besonders  wichtiges  Unternehmen  uns  hinzuweisen 
erlaubt  haben,  nun  wirklich  begonnen  hat,  indem  mit  dem  vor- 
stehenden Bande  der  Annalen  zugleich  der  erste  Band  dieser 
älteren  meteorologischen  Beobachtungen  unter  folgendem  Titel 
ausgegeben  worden  ist: 

Meteorologische  Beobachtungen  an  der  k.  k.  Stern» 
warte  in  Wien  von  1775  bis  1855.  Auf  öffentliche  Kosten 
herausgegeben  von  Carl  von  Littrow,  Director,  und 
Carl  Hornsteiu,  Adjunct  der  Sternwarte.  Erster  Band. 
1775-1790. 

Wie  wichtig  diese  V'eruffentlichung  älterer  meteorologischer 
Beobachtungen,  welche  den  langen  Zeitraum  von  81  Jahren  um- 
fassen, ist,  und  wie  dankbar  dafür  die  Wissenschaft  den  Herren 
Herausgebern  sein  muss,  brauchen  wir  nicht  weitläuGger  aus  ein- 
ander zu  setzen,  und  müssen,  der  Beschränktheit  des  Raums  we- 
gen, auch  riicksichtlicb  aller  Punkte,  welche  in  Betreff  dieser 
Beobachtungen  eine  besondere  Erörterung  bedürfen  mochten,  auf 
die  ausführliche,  vielfach  interessante  und  lehrreiche  Einleitung 
zu  denselben  verweisen. 


1^  h  y  s  i  k. 

Variationen  der  Declination  der  Magnetnadel,  be- 
obachtet in  Krakau.  Von  Dr.  Max  Weisse,  Director 
der  k.  k.  Sternwarte  in  Krakau.     VVien.  1859.     4. 

Diese  sehr  verdienstlichen,  mit  dem  grossten  Fleisse  und,  so 
weit  es  irgend  die  Verhältnisse  gestatteten,  ohne  Unterbrechung 
angestellten,  in  der  vorliegenden  Schrift  mit  grosser  Vollständig- 
keit und  Umsicht  mitgetheilten  Beobachtungen  der  Variationen 
der  Declination  der  Magnetnadel  umfassen  den  langen  Zeitraum 
von  1839 — 1856,  und  lassen  die  Beharrlichkeit,  mit  welcher  dabei 
verfahren  worden  ist,  lebhaft  bewundern.  Auf  S.  3 — S.  7.  ist  eine 
kurze  Geschichte  der  Beobachtungen  in  Verbindung  mit  mehreren 
«ehr    verdienstlichen    allgemeinen  Zusammenstellungen    gegeben. 
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Diese  allgemeiiien  Zusänimenstellungen  betreffen  eine  Uebersicbt 
der  Schwankungen  der  Declination  in  verschiedenen  Monaten «  wie 
sie  die  Beobachtungen  im  Mittel  ergeben;  ferner  die  roittlefen 
Krakauer  Zeiten,  zu  «velchen  das  Maximum  und  Minimum  der 
Declination  in  den  verschiedenen  Monaten  eintrat;  die  jährliche 
Abnahme  der  Declination;  die  Constanten  zur  Ermittelung  der 
absoluten  Declination;  den  merkwiirdigen  Gang  der  Declination 
in  den  Monaten  October,  November,  Decemher  1843,  1844,  1845; 
Beobarhtungen  der  Declination  während  der  Zeit  des  Nordlichts 
am  6.  Februar  1840;  einige  Beobachtungen  der  Inclination  u.  s.  w. 
MGge  der  verdienstvolle  Herr  Verfasser  in  seinem  rGhmlichen 
Eifer  für  alle  derartige  Beobachtungen,  für  welche  die  Wissen- 
schaft nur  dankbar  sein  kann,  nicht  ermOden! 


Vermischte  Schriften. 

Die  Königliche  Societät  der  Wissenschaften  in  Upsala*). 
gestiftet  im  Jahre  1720,  hat  sieb  bekanntlich  durch  die  Heraus- 
gabe ihrer  „Acta**  und  y,Nova  Acta'S  welche  eine  grosse 
Anzahl  der  wichtigsten  Untersuchungen  enthalten,  die  höchsten 
wissenschaftlichen    Verdienste    erworben,    und  erwirbt  sich  die- 


*)  Schweden  lieiitxt,  auaaer  einer  nicht  geringen  Anziihl  anderer 
.  höchnt  achtbarer  wU<enschaftlicher  Vereine,  bekanntlich  zwei  pruste, 
weltberühmte  gelehrte  Gesellschaften:  die  Königliche  Akademie  der 
Wissenschuften  in  Stockholm,  und  die  Königliche  Societät  der  Wis- 
senschaften in  Upsttia,  wobei,  was  wenigstens  in  Deutschland  nicht 
allgemein  bekannt  zu  sein  oder  wenigsten«  nicht  immer  gehörig  beach- 
tet KU  werden  «chcint,  die  Kamen  Akademie  (Kon gl.  Vetenskaps- 
JLlCademien)  und  Societät  oder  Gesellschaft  (Kongl.  Vetenskaps- 
Socicteten)  wohl  von  eimmder  zu  unterscheiden  und  als  amiliche 
Benennungen  dieser  hohen  gelehrten  Körperuchafteu  za  betrachten  sind. 
Der  Herausgeber  hat  es  für  angemessen  gehalten,  dies  hier  einmal  zb 
bemerken,  und  hat  dazu  solbst  eine  gewisse  Verpflichtimg  und  Berech- 
tigung, weil  es  ihm  vergönnt  ist,  e«  sich  als  eine  ganz  besondere  Ehre 
anrechnen  zu  dürfen,  —  vielleicht  in  Folge  einer  Uoberschätznng  seiaer 
geringen  wissenschaftlichen  Verdienste,  —  sowohl  der  Königlich(*n  Aka- 
demie der  Wissenschaften  in  Stockholm,  nU  üiich  der  Königlichen  So- 
cietät der  WissenRcbnftcn  in  llpsnlu  nls  3titglied  anzugehören;  unJ  wel- 
cher Mathematiker  sollte  dies  nirht,  da  in  Schuedcn  die  Mathematik 
eine  so  grosse  Anzahl  ihrer  ^^ürdigstcn  und  trefflichsten  Vertreter  zählt 
und  von  jeher  gezählt  hat,  zugleich  auch  ols  allgemeines  Bildongs- 
inittel  der  Jagend  ganz  unbedingt  und  nnangefochCen  eine  der  emie» 
Stellen  einnimmt! 
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«elbeu  Ibrtivährend.  Die  darin  erscheinenden  Arbeiten  werden 
in  lateinischer  oder  t'ranzüsiseher  Sprache  publicirt.  Es 
gereicht  uns  zu  ganz  besonderer  Freude,  anzeigen  zu  kilnnen, 
dass  neben  diesen  »»Nova  Acta'*  die  Königliche  Societfit  von 
dem  Jahre  1860  an  jetzt  noch  ein  zweites  periodisch  erschei- 
nendes Werk  unter  dem  Titel  „Ärsskrift"  herauszugeben  ange- 
fangen hat,  in  welchem  aNe  Arbeiten  in  schwedischer  Sprache 
verfasst  sein  werden,  jedenfalls  ein  echt  nationaler  Gedanke,  den 
man  seine  höchste  Achtung  zollen  muss.  Von  diesem  neuen 
Werke,  welches  gleichfalls  für  die  Wissenschaft  sehr  %vichtig 
zu  werden  verspricht,  liegt  uns  der  erste  Jahrgang  vor  unter 
dem  folgenden  Ti(el: 

Arsskrift  utgifveu  af  Kongi.  Vetenskaps- Societe- 
ten  i  Upsala.  Första  Argängen.  Dpsala.  C.  A.  Leffler. 
1860.    8«. 

Ausser  sechs  anderen  Abhandlungen  historischen  und  natur- 
historischen Inhalts  von  Hammarstrand,  Bonsdorff,  Lillje- 
borg,  Th.  M.  Fries  (ein  sehr  interessanter  Bericht  über  eine 
im  Jahre  1857  unternommene  Reise  nach  Finnmarken)  und  eini- 
gen literarischen  Anzeigen  von  Werken  aus  dem  Gebiete  der  Zoo- 
logie, enthält  der  vorliegende  Jahrgang  auch  eine  sehr  beachtens- 
werthe  mathematische  Abhandlung  nnter  dem  Titel : 

Omarbetning  af  üuhamels  bevis  för  „Principe  des 
yitesses  virtuelles'S  af  Akad.  Docenten  H.  Th.  Daug 
(PrisbelOnt  af  K.  Vet.-Societeten).    p.  149  — p. 236. 

weiche  wir  der  Aufmerksamkeit  unserer  Leser  sehr  empfehlen, 
einmal  wegen  der  darin  gegebenen  neuen  Darstellung  des  Duha- 
merscben  Beweises  an  sich,  dann  aber,  und  zirar  ganz  vorzQglieh, 
wegen  der  grossen  Anzahl  sehr  lehrreicher  Beispiele  fllr  die  An- 
wendung des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  bei  der 
L5sung  mechanischer  Probleme.  Je  weniger  solche  Beispiele  io 
den  Lehrbüchern  der  Mechanik  gewohnlich  vorkommen,  and  je 
wichtiger  dieselben  für  den  Lernenden  sind :  desto  verdienstlicher 
ist  jedenfalls  41®  vorliegende  Abhandlung,  und  wir  würden  aus 
dem  angegebenen  Grunde  selbst  eine  Uebersetzung  in's  Deutschet 
oder  in*s  Franzosische  für  sehr  wünschenswerth  und  verdienstlich 
halten.    Jedenfalls  machen  wir  auf  selbige  besonders  aufmerksam. 

Zugleich  liegt  uns  ein  neuer  Theil  der  „Nova  Acta'*  vor 
unter  dem  Titel: 

Nova  Acta  Regiae  Societatis  scientiarnm  Upsa- 
liensis.  Seriei  tertiae  Vol.  II.  Fascieulas  posterior. 
1858.    Upsaliae.    €.  A.  Leffler.    1858.    4». 
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Serie!  tertiae  Vol.  IL  Fase,  prior  ist  von  ans  im  Li- 
terar.  Ber.  Nr.  CXXVIL  8.5.  angezeigt  worden.  Der  vorlie- 
gende neue  Band  enthält,  ausser  mehreren  anderen  naYnentlicb 
naturhistorischen  Abhandlungen,  nur  eine  in  den  Kreis  des  Ar- 
chiv^s  gehörende  Abhandlung,  nämlich: 

Analysis  aequationum  aliquot  functionalium,  qoae 
partim  in  theoria  ellipticarum  partimque  dilogaritb- 
roicarum  magni  sunt  usus,  auctore  Gar.  Job.  D:  Son 
Hill.    p.  391— p.  405. 

welche  auch  separat  unter  dem  etwas  veränderten  Titel: 

Analysis  aequationum  aliquot  functionalium,  quae 
partim  in  theoria  ellipticarum  partimque  dilogaritb- 
micarum  magni  sunt  usus;  adjecta  est  varia  suniroatio 
seriei 

3*2  ■  52     72  +  — 

Auctore  Car.  Job.  D:  Son  Hill.     Dpsaliae.     1859.    4^ 

erschienen  ist. 

Herr  Professor  Hill  hat  sich  bekanntlich  schon  durch  andere 
Untersuchungen  über  die  Auflosung  gewisser  allgemeiner  Functio- 
nengleichungen  sehr  verdient  gemacht,  und  beschäftigt  sicb.io 
dieser  Abhandlung,  wie  schon  deren  Titel  besagt,  vorzugsweise 
mit  solchen  Functioneogleichungen,  welche  fflr  die  Theorie  der 
elliptischen  und  der  sogenannten  diiogarithmischen  (s.  weiter  un- 
ten) Functionen  von  Wichtigkeit  sind.  So  sehr  beachtenswerth 
uns  auch  diese  Abhandlung  erscheint,  so  können  wir  doch  auf 
eine  noch  nähere  Angabe  ihres  Inhalts  nicht  eingehen,  theils  der 
Beschränktheit  des  Raums  dieser  literarischen  Berichte  wegen, 
theils  aber  auch  deshalb,  weil  dazu  eine  ziemlich  grosse  Anzahl 
besonderer  Zeichen,  deren  sich  Herr  Professor  Hill  bedien^ 
notbig  sein  würde,  die  uns  für  den  Druck  nicht  zu  Gebote  stehet. 
Beachtenswerth  sind  aber  insbesondere  auch  die«nach  verscbie* 
denen  Methoden  angestellten  Untersuchungen  über  die  Summe 
der  Reihe 

I      32  +  52     72  +  92     — ' 

welche  als  eine  besondere  Constante  betrachtet  und  durch  \l  oder 
K\'Jt  bezeichnet  Iwird.  Nach  verschiedenen  Methoden,  die  sich 
zum  Theil  an  Legendre  Exercices  anschliessen,  ergiebt  sich 
fibereinstimmend : 
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/=  "IKln  =  1^831931188354438030. 

In  Verbindung  mit  diesen  Untersuchungen  stehen  auch  die,  ei- ' 
nen  fihnlichen  Zn-eckj  wie  z.  B.  die  bekannten  Arbeiten  Ober  den  so- 
genannten Integral-Logarithmus  verfolgenden  Untersuchungen  über 
verschiedene  aus  der  Integration  hervorgehende  transcendente 
Functionen,  durch  welche  Herr  Professor  Hill  sich  schon  frfiher 
vielfach  verdient  gemacht  hat;  dahin  gehört  namentlich  die  von 
ihm  L am ma  genannte  und  mit  Ax  bezeichnete  Function,  worun- 
ter die  durch  das  bestimmte  Integral 

o 

gegebene  transcendente  Function  zu  verstehen  ist,  welche  er,  in 
Verbindung  mit  den  durch  die  bestimmtet  integrale 

^/(l+2a:Ca+:r«),     /     dxKSm)"'^ 
o  o 

gegebenen  Functionen,  Functiones  elementarie  Dilogarith- 
roicae*)  genannt  hat.  Für  die  Function  Lamma  liegt  uns  eine 
von  demselben  ausgezeichneten  Mathematiker  berechnete,  sehr 
verdienstliche  Tafel  unter  dem  Titel: 

Tabula  functionis  Lamma  ejusque  Derivatae,  item- 
qne  Logarithroi  naturalis  cum  differentiis.  Lundae. 
1859.    4« 

vor,  auf  die  wir  noch  besonders  aufmerksam  machen. 

Sitzungsberichte  der  konigl.  Bayerischen  Akade- 
mie der  Wissenschaften  in  München. 

Die  konigl.  bayerische  Akademie  der  Wissenschaften  in  Mfin- 
eben  hat  mit  dem  Jahre  1860  auch  die  Herausgabe  von  Sitzungs- 
berichten über  ihre  Verhandlungen  begonnen,  was  uns  zu  ganz 
besonderer  Freude  gereicht,  und  wofür  wir  dieser  hohen  gelehr- 
ten Körperschaft  im  Namen  der  Wissenschaft  den  wärmsten  Dank 
sagen.  Wir  werden  uns  angelegen  sein  lassen,  auch  von  diesen 
Sitzungsberichten  jederzeit  unmittelbar  nach  dem  Erscheinen  der- 
selben  Anzeigen  in  unseren-  literarischen  Berichten  zu  liefern, 
fi'obei  es  sich  von  selbst  versteht,  dass  wir  uns  dabei  lediglich 
aaf  den  in  den   Kreis  des  Archivs  gehörenden  lohalt  beschrän* 


*)  M.  8.  Specimen   exercitii    analjtici  etc.     Part.  I.     Lon- 
dini  Gothorum.     1830.     4®.     p.  1. 
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ken  mOssen^  wodurch  natflrlich'  die  Wichtigkeit  des  fibrigen  Inhalts 
nicht  im  Geringsten  von  uns  verkannt  wird;  der  uns  knapp  zuge- 
messene Raum  und  der  Zweck  unserer  Zeitschrift  legen  uns  aber 
von  selbst  eine  solche  Beschränkung  auf.  G. 

1860.  Heft  I.  Dieses  erste  Heft,  mit  welchem  die  Reihe 
der  vorliegenden  Sitzungsberichte,  deoeo  wir  eine  Dauer  bis  auf 
die  spätesten  Zeiten  aufrichtigst  wünschen,  beginnt,  enthält  zuerst 
swei  interesbante  Abhandlungen  ilieteorologischen  Inhalts  von 
Herrn  C.  Kuhn. 

a)  Beitrag  zur  Kenntniss  des  Teroperäturganges 
zu  Jerusalem.     S.  l  —  S.  20. 

b)  Ueber  die  Vertheilung  der  Gewitter.    S.  20 — S.36. 

Die  erste  Abhandlung  liefert  einen  sehr  dankenswerthen  Bei- 
trag zur  Meteorologie  des  Orients,  wobei  die  bei  näherer  Unter« 
suchung  zu  Vertrauen  berechtigenden  Temperatur- Beobachtungen 
zur  Grundlage  dienten,  welche  von  einem  deutschen  Lehrer,  Herrn 
Palmer,  in  den  Jahren  1847  bis  1855  in  Jerusalem  angestellt 
worden  sind;  diese  Beobachtungen  waren  von  dem  verstorbenen 
Geheim-Rathe  v.  Schubert  bei  dem  Conservatorium  der  k.  Stern- 
warte deponirt,  und  von  Herrn  Conservator  Lamont  mit  bekann- 
ter Bereitwilligkeit  und  dem  wärmsten  Interesse  für  die  Fort- 
schritte der  ihm  selbst  so'  viel  verdankenden  meteorologischen 
Wissenschaft  zur  Benutzung  überlassen  worden.  ROcksichtlich 
der  Resultate  dieser  mit  grossem  Fleisse  und  grosser  Umsicht 
angestellten  Untersuchung  müssen  wir  auf  die  Abhandlung  selbst 
verweisen. 

Ganz  besonders  machen  wir  unsere  Leser  auf  die  zweite,  auch 
in  allgemein  physikalischer  Rflcksicht  wichtige  und  interessante 
Abhandlung  über  die  Vertheilung  der  Gewitter  aufmerksam.  Für 
21  Orte  hat  Herr  Kuhn  die  mittlere  Jahressuiiime  der  Gewitter 
so  weit  die  vorliegenden  Beobachtungen  reichten,  bestimmt,  und 
dann  die  Abweiehungen  einzelner  Jahre  für  die  Jahre  1844 — 1859 
von  diesen  Mittelzablen  tabellarisch  zusammengestellt.  Daraus  hat 
sich  ergeben,  dass  nur  selten  die  Abweichungen  mehrerer  auf 
eisander  folgender  Jahre  ungleiche  Zeichen  haben,  sondern  ge* 
wohnlich  mehrere  auf  einander  folgende  Jahre  einen  Ueberschuss, 
andere  ein  Zurückbleiben  unter  dem  Mittel  anzeigen,  so  dass  es 
also  fast  den  Anschein  hat,  als  ob  eine  gewisse  Periodicität  un 
Auftreten  der  Gewitter  während  einer  gewissen  Anzahl  von  Jah- 
ren stattfinde,  eine  Ansicht,  die  Herr  Kuhn  noch  weiter  zu  be- 
gründen sucht.     Findet    nun    aber   eine  langjährige    Periode  ia 
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Auftreten  der  Gewitter  wirklich  Statt,  bo  kann  eine  derartige  ge** 
aetimfisaige  Vertheilungs weise,  wie  sie  die  Gewitter  seigeD,  wenn 
man  grossere  Landesstrecken  anter  einander  vergleicht,  nicht  her- 
vortreten, wenn  nicht  eine  und  dieselbe  Ursache,  die  ausschliess- 
lich an  der  £rde  und  nicht  in  der  Atmosphäre  wirkt,  angenommen 
werden  kann,  eine  Annahme,  für  welche  auch  andere  Thatsachen 
sprechen.  Da  nun  bekanntlich,  abgesehen  von  der  Schunbe lo- 
schen Hypothese,  hauptsächlich  zwei  Anschauungsweisen  über 
die  Entstehung  ^et  Gewitter  sich  bis  jetzt  geltend  gemacht  ha- 
ben, von  denen  die  erste  die  Quelle  für  die  Gewitterbildung  ledig- 
lich in  der  Atmosphcire  sucht,  die  zweite  die  eigentliche  Ent- 
stehungsquelle an  oder  in  der  Erde  zu  suchen  sich  fSr  berechtigt 
hält,  indem  beide  darin  übereinkommen,  dass  die  Bildung  eines 
Gewitters  ohne  die  Anwesenheit  von  Wolken  in  der  Atmosphäre 
nicht  möglich  ist :  so  wurde  also  in  den  Untersuchungen  des  Herrn 
Verfassers  die  zweite  Ansicht  einen  neuen  wichtigen  Stützpunkt 
finden.  Wegen  des  weiteren  Inhalts  müssen  wir  auf  die  vielfach 
interessante  Abhandlung?  selbst  verweisen,  welche  Niemand,  der 
sich  mit  Untersuchungen  über  das  Gewitter  beschäftigt,  unbeach- 
tet lassen  darf. 

Ferner  enthält  das  vorliegende  Heft  die  Denkrede  des  Herrn 
V.  Martins  auf  den  Mineralogen  J.  F.  L.  Hausmann,  mit  ei- 
nem vollständigen  Verzeichnisse  der  Schriften  dieses  verdienten 
Gelehrten.    S.57— S.75. 

Endlich  setzt  Herr  Schönbein  seine  verdienstlichen  Beiträge 
zur  näheren  Kenntniss  des  Sauerstoffes  fort.    S.  75 — S.  91. 

1860.  Heft  11.  Ausser  mehreren  interessanten  naturhistori- 
schen  Abhandlungen  enthält  dieses  Heft  S.  160  — S.  163.  eine  sehr 
interessante  Mittheilung  über  ein  Fernrohr  mit  Objectiv  nach  der 
Construction  von  Gauss,  welches  Herr  Stein  heil  in  seiner 
schon  jetzt  sehr  berühmten  Werkstätte  hat  construiren  lassen. 
Gauss  hat  bekanntlich  gezeigt,  dass  es  möglich  ist,  einObjeetiv 
SU  construiren,  welches  Strahlen  von  zweierlei  Brechbarkeit,  ub4 
zwar  solche,  die  der  Axe  unendlich  nahe  und  solche,  die  am  Rande 
einfallen,  in  aller  Strenge  in  einem  Punkte  vereinigt.  Die  eigen* 
thümliche  Gestalt  der  Bestandlinsen  dieses  Objectivs,  welches 
jedenfalls  in  theoretischer  Rücksicht  vor  allen  übrigen  den  Vorzug 
verdient*),  setzte  aber   bisher  der  Ausführung  desselben  fär  un- 


*)  Der  HerHUKjreher  nlHtibt  Mich  auf  feine  ausführliche  (heoretiiche 
Untermchung  iinil  iiuincrii^rhi;  Hererhnung  dieiieii  Objectiv«  in  seinen 
Optischen  Unlersiichungen  ThI.  II.  S.  2S5  — $.2&6.  su  verweisen. 
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übersteigbar  gehaltene  Hindernisse  entgegen,  und  auch  noch 
manche  andere,  —  selbst  theoretische,  —  Bedenken  machten  sieb 
geltend.  Sehr  erfreulich  und  wichtig  ist  es  daher ,  zu  erfahren, 
dass  Herr  Steinheil  durch  sehr  sinnreiche  Hälfsmittel  alle  diese 
Hindernisse  jetzt  überwunden  zu  haben  glaubt,  und  sich  der 
sicheren  Hoffnung  hingiebt,  bessere  grossartige  Refractoren  her* 
stellen  zu  können  als  bis  jetzt  muglich  war.  MOgen  die  Bemühun- 
gen des  um  die  Optik  schon  so  hoch  verdienten  Mannes  mit  dem 
schönsten  Erfolge  gekrönt  werden !  Weiteren  Mittheilungen  sehen 
wir  mit  grossem  Verlangen  entgegen. 

1860.  Heft  HI.  In  den  Kreis  unsers  „Archivs"  gebureode 
Abbandlungen  enthält,  streng  genommen,  dieses  Heft  nicht.  Hin- 
weisen wollen  wir  jedoch  in  der  Kürze  auf  Schonbein's  Fort- 
setzung seiner  Beiträge  zur  näheren  Kenntniss  des  Sauerstoffs 
S.  272  —  S.  289. ;  auf  Pettenkofer's  Aufsätze  über  die  Bestim- 
mung der  freien  Kohlensäure  im  Trinkwasser,  und  über  einen  Re- 
spirations-  und  Perspirations- Apparat  im  physiologischen  Institute 
zu  München;  endlich  auf  einige  Berichtigungen  zuKuhn's  obiger 
Abhandlung  über  die  Vertheilung  der  Gewitter. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  pubblicati 
di  Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  E.  Betti  a  Pisa, 
F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Torto- 
lini a  Roma.    4».    (S.  Literar.  Ber.  Nr.CXXXIX.  S.  li.) 

Nr.  3.  (Maggie  e  Giugno  1860).  La  Teorica  delle  fnn- 
aioni  ellittiche,  e  sue  applicazioni.  Monogra6a  del  Prof.  Enrico 
Betti  (Continuazione).  p.  129.  —  La  Teorica  dei  Covarianti,  e 
degli  Invarianti.  Monografia  del  Prof.  F.  Brioschi  (Continuasione). 
p.  160.  —  Sopra  un  problema  generale  di  Geometria.  Nota  del 
Prof.  L.  Cremona.  p.  169.  —  Sur  quelques  fonctions  syinme- 
triques  des  racines  des  eqnations  algäbriques.  Par  Michael 
Roberts,  p.  172.  —  Ricerche  geometriche  sulle  funzioni  elfif- 
tic|ie.  Nota  del  Prof.  B.  Tortolini.  p.  178.  ^  Sulla  riduzione 
di  un'  integrale  alle  funzioni  ellittiche.  Nota  del  Prof.  Torto- 
lini.   p.  183. 
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CXLH. 

Wichtiges  wissenschaftliches  UnterDehmen. 

Des  regierenden  Küniga  von  Biiyern  Majeslüt  halieti  den  Wis- 
senecfaarten  wieder  einen  neuen  Beiveis  Allerhiielisler  Aufmerlc 
sanikeit  gegeben.  Der  bei  der  Akademie  der  Wis^enscharien  in 
München  vun  dem  Könige  Maximilian  gegründeten  historischen 
Coniniission  sind  so  eben  mit  griiester  MuniliceiiK  die  (jeldniittel 
gewährt  worden,  tvelche  zur  uugesüumlen  Ausfii.hrung  der  schon 
rrflber  beschiosaeneij  Bearbeitung  einer  Geschichte  der  Wls- " 
(«enscharten  in  Deutschland  erforderlich  sind.  In  den  Kreis 
dieses  Unlernehmens  ist  nun  natürlich  auch  die  Ijescbicble  der 
Mathematik,  der  Astronomie  und  der  Physik  in  Deutschland  ge- 
zogen worden.  Die  Geschichte  der  Mathematik  wird  fierr  Pro- 
fessor Gerhardt  in  Eisleben  übernehmen,  der  sieb  durch  die 
Herausgabe  der  Werke  von  Lelbniz,  durch  seine  sorgfältigen 
Untersuchungen  Qber  die  Geschichte  der  Differentialrechnung  und 
andere  ausgezeichnete  historische  Arbeiten  *)  schon  so  vielfach 
verdient  gemacht  hat  Die  Beurbeilung  der  Geschichte  der  Astro- 
nomie wird  Herr  Professor  v.  Littrow  in  Wien  übernehmen,  der 
sich  gleichfalls  schon  längst  mit  erfolgreichen  Studien  auf  dem 
Felde  der  Geschichte  der  Astronomie  beschäftigt  hat,  tvift 
u.  A.  die  schöne  Abhandlung  im  Archiv.  ThI.  XXXIV.  S. '249:  , 
zeigt.  Die  Geschichte  der  Physik  endlich  ist  in  die  Hände  des 
Herrn  Professor  Jolly  in  München  gelegt,  von  dem  sich  gleicb» 
falls  Ausgexeichnetes  auf  diesem  Gebiete  envarten  läest.  Win 
glauben  daher,  dass  ganz  die  richtigen  Männer  für  diese  gross« 
Arbeit  gewählt  worden  sind,  und  begrüssen  das  ganze  Unterneb« 


•)  M.i,«.  H.Archiv.  ThI   II.  S'-MM).  «3.  437.  Itl.S.»«.  X\VI1.S,126. 
ThI.XXXVl.  Hfl.  2.  3 
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roen  mit  der  grOssten  Freude,  weshalb  wir  auch  unseren  Lesern 
fiber  dasselbe  hier  besondere  NachVicht  zu  geben  nicht  TerfeMen 
zu  dürfen  geglaubt  haben.  Von  sehr  grossen  Scbwierigkeiten  Ist 
diese  wichtige  Unternehmung  keineswegs  frei,  welche  nach  im- 
serer  Meinung  hauptsächlich  darin  liegen,  dass  die  Mathematik 
und  Physik  im  eigentlichen  Sinne  Weltwissenschaften  sind, 
auf  deren  Gebiete  sich  jederzeit  fast  alle  Culturvulker  an  allen 
wichtigen  Entdeckungen  selbst,  oder  wenigstens  an  deren  weite- 
ren Vervollkommnung  und  Entwickelung,  betheiligt  haben,  sodass 
es  gewiss  nicht  leicht  sein  wird,  sicii  auf  den  engeo  Kreis  nar 
eines  Landes,  —  wenn  auch  nur  so  viel  wie  möglich,  —  zu 
beschränken.  Indess  sind  diese  Schwierigkeiten  nicht  unuberwind- 
bar,  und  wenn  sie  glücklich  überwunden  worden  sind,  ist  das 
Verdienst  der  unmittelbar  bei  dem  Unternehmen  Betheiligten  aod 
des  hohen  Monarchen,  dessen  regem  Sinn  f&r  die  Wissensdiaf- 
ten  dttHidhe  «eioe  Bntstebimg  v^rda«^,  dealo  grosser.         ^. 


Arithmetik. 

Theorie  g^n^rale  de  l'^limination.  Par  le  Cheva- 
lier Frangois  Faä  de  Bruno,  Docteur  ^s  science  de  la 
facultö  de  Paris,  Capitalne  honoraire  de  l'^tat  major 
Sarde,  Professeur  libre  ä  l'universit^  de  Turrn.  Paris. 
1869.    «0. 

Wir  bedauern  recht  sehr,  dass  wir  dieses  wichtige  und 
aosgezetdinete  Werk,  welches  uns  erst,  jetzt  genauer  bekanot 
geworden  ist,  nicht  schon  früher  unseren  Lesern  haben  zar  6e- 
apcbttng  empfehlen  kOnnen,  indem  uns  kein  ähnliches  Weri: 
bekannt  Ist,  in  welchem' die  vielen  Arbeiten,  welche  die  Theorie 
der  Elimination  den  neueren  Mathematikern  verdankt.  In  einer  so 
▼ollständigen  systematischen  Znsammenstellung  beisammen  anzii- 
keffen  wären.  Alle  hierher  gehörenden  Untersochungen  vov 
Boler,  Bezout,  Cramer,  Cauchy,  Lagrange,  Lioavifle, 
Jacobi,  Sylvester,  Bettl,  Brioschl,  Borchardt,  Cayley, 
Sehläfli  o.  A.  findet  man  hier  mit  oftmals  eigener  Begrifndinig, 
«nd  mit  eigenen  Untersuchungen  vermehrt,  zn  einem  Ganzen  ver- 
einigt, eine  Arbeit,  filr  welche  der  Herr  Verfasser  den  lebhafte- 
sten Dank  verdient,  da  wohl  jeder  Anal3rst  schon  die  Erfahrung 
an  sich  selbst  gemacht  haben  wird,  wie  viele  Schwierigkeit  es  in 
mehrfiioher  Beziehung  hat,  sieh  mit  allen  diesen  Untersocbangen, 
namentlich  den  neueren,  aus  den  verschiedenen  mathematischen 
Journalen,   in  denen  sie  sich  vorzugsweise  zerstreut  finden,  he- 
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kannt  zn  machen.  Hier  mflasen  wir  uns  mit  der  folgenden  An- 
gabe des  Hanptinhaits  begnfigen:  Premfire  Partie.  Theo- 
rie de  r^limlnation  entre  deox  ^^aatione.  Chap.  1.  Sor 
les  fonction«  symetriquee  des  racines  et  sur  lenrs  propri^täs.  — 
Chap.  II.  Elimination  de  la  variable  entre  deox  ^qoations  ä  une 
variable.  —  Chap.  fli.  Propri^t^s  et  emplol  de  la  r^snltante  dans 
la  recherche  des  racines  communes.  -*  HenxÜme  Partie« 
Theorie  de  reiimination  dans  le  cas  de  trois  äquations 
a  deux  variables.  Chap.  1.  Recherche  et  propri^t^s  des  Solu- 
tions commanes  k  deux  ^quations  k  deux  variables.  —  Chap.  II. 
Elimination  des.  variables  entre  trois  equations  it  deox  variables. 
~  Trolslime  Partie.  Theorie  g^n^rale  de  l'^limina- 
tion.  Chap.  I.  Propri^täs  relatives  aux  Solutions  communes.  — 
Chap.  II.  Recherche  et  formation  de  la  r^snltante.  <— >  Chap.  III: 
Propri^t^  de  la  r^saltante.  —  Notes,  welche  verschiedene  speoiel- 
lere  Theoreme  von  Borchardt,  Cayley»  Betti,  o.  s.  w.  betreffen. 

Jedenfalls  verdient  Herr  Faä  de  Bruno  f0r  die  Herausgabe 
dieses  Werkes  besonderen  Dank»  da  durch  dasselbe  einem  wah- 
ren Bedürfnisse  abgeholfen  und  entgegen  gekommen  wird. 


f  ^Geometrie. 

Prolusione  ad  on  corso  di  Geometria  saperiore» 
letta  dal  Dottor  Luigi  Crentona,  Professore  ordlnarlo 
di  qaesta  scienza  neirunlTersita  di  Bologna.  Novem- 
bre  1860.    Milano  1861.    8.^ 

In  dieser  Einleitung  zu  seinen  Vorlesungen  über  neuere  Geo- 
netrie  an  der  Universität  zu  Bologna  giebt  Herr  Professor  Luigi 
Cremona  in  allgemeinen,  aber  scharf  gezeichneten  Zfigen  ein 
sehr  anziehendes  Bild  von  Tendenz,  Inhalt  und  Methode  dieser 
Wissenschaft»  wobei  er  sich  mit  allen»  dieselbe  betreffenden  Lei- 
stungen» namentlich  auch  mit  den  Arbeiten  der  deutschen  Geo- 
meter  Steiner»  Möbius»  Seydewitz  *)  u.  A.  vollkommen  be- 
kannt und  vertraut  zeigt»  jund  namentlich  auch  durch  die  Wftnoe» 
mit  welcher  er  das  eifrige  Studium  der  neuen  Wissenschaft  sei- 
nen Zuhörern  empfiehlt»  das  Interesse  des  Lesers  in  der  viel-, 
fachsten  Weise  erregt  und  in  Anspruch  nimmt.  Wir  bekennen» 
dass  wir  diese  Schrift  mit  dem  grossten  Vergnügen  gelesen,  und 


*)  Archiv  an  vielen  Stellen,  i.  Inhalisverxeichnisii  S.79  ii.  SO. 
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vielfache  Beiehrung  aus  derselben  geschimpft  haben;  auch  wfis»- 
ten  wir  kaum  eine  andere  Schrift  zu  nennen*)»  in  welcher  die 
Hauptpunkte»  auf  die  es  hier  ankommt»  mit  derselben  Deutlich- 
keit und  Bestimmtheit  hervorgehoben  wären»  in  der  überhaupt  das 
Wesen  der  neueren  Geometrie  so  scharf  charakterisirt  wSre,  als 
in  der  vorliegenden»  weshalb  wir  dieselbe  unseren  I^eaern  drio- 
gend  zur  Beachtnog  empfehlen»  und  deip  Herrn  Verfasser  recht 
sehr  für  deren  Publication  danken. 


Intorno  ad  una  linea  di  quart*  ordine.  Nota  di  F. 
Siacci.  (Estratta  dal  giornalearcadico.  T.  CLXVII.  Mag- 
gio  e  Giugno  1860.)    Roma  1861. 

Die  Linie  des  vierten  Grades,  Welche  der  Herr  Verfasser  in 
dieser  lesenswerthen  Schrift  einer  genaueren  Betrachtung  uoterio- 
gen  hat»  wird  durch  die  Gleichung 

?^  +  ^*=) 

charakterisirt»  die  gewissermassen  die  Umkehmng  der  Gleichong 
der  Ellipse  ist.  Es  ist  uns  interessant  gewesen ,  dass  diese  Curve 
eine  so  grosse  Anzahl  bemerkenswerther  Eigenschaften  hat»  auch 
vielfach  zu  einfachen  Constructionen  Veranlassung  giebt;  and  der 
Herr  Verfasser  hat  sich  jedenfalls  durch  iKese  mit  Geschick  vod 
Sachkenntniss  angestellte  Untersuchung  ein  Verdienst  erworben, 
insbesondere  nach  unserer  Meinung  auch  um  den  mathematiscbeii 
Unterricht.  Denn  die  bis  jetzt  bekannten  Curven  sind  schon  so 
häufig»  fast»  mochten  wir  sagen»  zum  Ueberdruss  untersucht  usd 
als  Belfspiele  für  die  Zwecke  des  Unterrichts  benutzt  worden»  dass 
es»  wie  jeder  Lehrer  gewiss  schon  gefühlt  haben  wird»  hi^chst 
wfinschenswerthist»  die  Anzahl  solcher  Beispiele  durch  einige  neae 
Curven»  deren  Betrachtung  zu  bemerkenswerthen  Resultaten  flihrt 
und  In  lehrreicher  Weise  angestellt  werden  kann»  vermehrt  zu 
sehen.  Einen  dankenswerthen  Beitrag  hierzu  liefert  jedenfalls  die 
vorliegende  Schrift»  weshalb  wir  namentlich  auch  alle  Lehrer  auf 
dieselbe  aufmerksam  machen »  und  Anfängern  die  in  Rede  stehende 
Curve  Behufs  ihrer  eigenen  Uebung  zur  selbstständigea  Unter* 
^suchung  recht  sehr  empfehlen»  welche  wahrscheinlich  noch  zu 
weiteren  Interessanten  Resultaten  fiShren  wird,  wenn  auch  die 
Rectification»  Ciibatur»  Complanation»  die  Bestimmung  der  Schwer 
punkte  u.  s.  w.  in  Angriff  genommen  wird»  was  In  der  voriiegen- 


*)  Dem    Uiscoars  -d' inaogu  ration   du    coiirs  de  g^om^trie 
tuperieure  von  Charles  iteht  dietelbe  In  wärdigiter  Weite  aar  Seite. 
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den  Schrift  noch   oicht  geschehen    ist. 

in  der  Anatysis  neben   obiger  Curve   i 

^■aehung  der  durch  die  Gleichung 


Auch  dürfte  »ur  Uebung 
jn   Wühl  auch    die  Unter- 


a=l 


enaralilerieirteii    Curve    sii   einpfeblen    sein.     Wir    wünschen    der 
^chriU  nocbmuls  die  Beachtung  dar  Lehrer  und  Schüler. 


Astronomie. 

Grosse  Sonnen  M  nsteruiss  vom  18.  Juli  1860.  (M.  8. 
Literar.  Ber.  Nr.  CXLI.  S.  8.). 

Es  war  KU  erwarten,  dass  das  preussische  Unferiichts-Alini- 
sterium,  welches  allen  Unternebniungen,  von  denen  sieb  wiriclich« 
Früchte  für  die  Förderuni:  der  Wbsenscfaalt  mit  Sicherheit  hoffen 
lassen,  jederzeit  seine  krtil'tige  Unterstützung  ta  Theil  werden  zu 
lassen  bereit  Ut,  nie  andere  Regierungen,  gleichfalts  einen  ge- 
schickten Astronomen  zur  Beobachtung  der  grossen  Sonnetifin- 
sterniss  nach  Spanien  senden  würde.  Uieee  Erwartung  ist  in  der 
erfreu licbHleo  Weise  in  Erfüllung  gegangen,  und  der  preussische 
Unterrichts -Minister  Herr  von  ßetbroann-Uoll  weg  Excellens, 
verdient  jedenfalls  den  grüssten  Dank  aller  Freunde  der  Wissen- 
schaft, dass  er  durch  besonderes  Rescript  vom  14.  JuH  1860  Herrn 
Docior  C.  Bremiker  in  Berlin  den  Auftrag  erlheilte,  in  Ueber* 
eiostiramung  mit  dem  Uirectur  der  Künifilichen  Sternwarte,  Herrn 
Professor  Encke,  und  unter  dessen  specieller  Anweisung,  sich 
den  in  Spanien  versammelnden  Astronomen  anzuschliessen ,  um 
an  der  Beobachtung  der  grossen  Sonnenfinsterniss  am  18.  Jul^ 
Theil  EU  nehmen.  Die  von  dem  Herrn  Minister  getroffene  Wahl 
muss  unter  allen  Bedingungen  eine  bVchst  glückliche  genannt 
werden,  da  Herr  Doctor  Bremiker,  als  trefflicher  Mathematiker 
längst  bekannt  und  vielfach  verdient,  damit  grosse  Ge$ichicklicb" 
keit  und  Fertigkeit  im  Beobachten  verbindet,  und  durch  seine, 
ausgebreiteten  astronomischen  und  physikalischen  Kenntnisse  in 
der  schönsten  und  vollkommensten  Weise  belobigt  ist,  —  wenn 
wir  so  sagen  dürfen,  —  in  den  ganzen  Geist  einer  solchen 
Erscheinung,  um  deren  Beobachtung  es  sich  fiier  handelte,  ein- 
zudringen und  denjenigen  Momenten,  auf  die  es  hter  vorzugs- 
weise ankam,  seine  volle  Aufmerksamkeit  zu  widmen.  In  sehr 
zweobmässiger- Weise  hatte  er  mit  Herrn  Encke  die  Verabre-< 
düng  getroffen,  zwar,  wie  es  sich  von  seihst  verstand,  die  aatro- 
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nomischen  Momevito',  insbesondere  Zeit-  und  Breiten^Bestimmung. 
keineswegs  ganz  zn  vernachlässigen.,  dieselben  aber,  wie  es  seast 
wohl  geschieht,  nicht  zur  Hauptsache  zu  machen,  sondern  tiel- 
mehr  vorzugsweise  den  Pro  tuberanzen,  deren  Grosse,  Ihrer  Z«- 
und  Abnahme  und  den  Posltions- Winkeln  seine  Aufmerksamkeit 
zu  widmen.  Der  von  Herrn  Doctor  Bremiker  der  Berliner  Aka* 
demie  erstattete,  in  jeder  Beziehung  höchst  interessante  und  wich* 
tige  Bericht  iiber  den  Erfolg  seiner  ihm  von  Herrn  von  Betb- 
mann-Hollweg  anvertrauten  Mission  liegt  unter  dem  TUel: 

Bericht  über  die  Beobachtung  der  Sonnenfinster- 
niss  am  18.  Juli  1800  von  Dr.  C.  Bremiker  In  Berlin.  (Aus- 
zug aus  dem  Monatsberichte  der  Kunigl.  Akademie 
der  Wissenschaften  zu  Berlin  fOr  den  November  1860.) 
Berlin.     1860. 

uns  jetzt  vor,  uhd  wir  erlauben  uns,  Über  die  gewonnenen  Resul- 
tate unseren  Lesern  im  Folgenden  einige  Mittheilungen  zu  machea. 

Herr  Doctor  Bremiker  begab  sich  Ober  Paris  und  Lyoo 
nach  Marseille,  und  gelangte  von  dort  nach  einer  30st findigen  Fahrt 
mit  einem  Schiff  der  MessageHe  Imperiale  am  13.  Juli  nach  Valen- 
cia, welches  bereits  innerhalb  der  Zone  der  totalen  Verfinstemng 
lag.  Von  dort  begab  er  sich  nach  Castetlon  de  la  Plana,  den 
Hauptorte  der  Provinz  gleichen  Namens,  in  einer  sehr  frnebtiNi- 
ren  Kbene,  eine  halbe  Meile  vom  Mittelländischen  Meere,  and 
der  Linie  der  centralen  Verfinsterung  sehr  nahe  gelegen.  Hier 
traf  er  mit  Herrn  Lamont  aus  München  zusammen,  und  beide 
treffliche  Astronomen  wühlten  zu  dem  Orte  ihrer  Beobachtnngeo 
In  höchst  zweckmässiger  Weise  einen  500  Schritte  Östlich  Ton  der 
S6tdt  nach  dem  Meere  zu  gelegenen  Garten»  wo  die  Insframente 
sicher  in  einem  Gartenbause  untergebracht  werden  konnten,  und 
^r,  mit  hoher  Mauer  umgeben,  Schutz  gegen  jede  StCning  ge- 
wBhrte.  An  Instrumenten  stand  Herrn  Bremiker  zu  Gebote  ein 
Fernrohr  von  Stein  heil  von  SVs  Fuss  Fokallfinge  und  33  Linie» 
Oeffnung,  ein  Spiegelsextant  mit  Quecksilberborfzont  von  Oert- 
llng,  und  ein  Taschenchronometer  von  Tiede.  0er  I7te  Jo/i  und 
am  18ten  die  Zelt  vor  dem  Anfange  der  Finstemlss  ward  sor  An- 
Stellung  aller  npthwendigen,  im  eigentlielien  Sinne  astronomischen 
Beobachtungen  (natürlich  hauptsächlich  Zeit-  und  Breltenbestin- 
mnngen)  benutzt,  dann  aber  die  ganze  Aufmerksamkeit  der  pracht- 
vollen Erscheinung  selbst,  vor  Allem ,  wie  sich  *von  selbst  ver- 
steht, der  Corona  und  den  Protuberanzen  zugewandt ,  wobei  alle 
DflMtünde  den  Beobachtungen  In  jeder  Beztehnng  günstig  waren, 
und  die  durch  dieselben  gewonnenen  Resultate  Zelt  mid   Mühe 
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und  die  weite 'Reise  volikommeii  lohnten..  Die  bOchst  interee- 
8«ote  Be^tcbrelbung  der  merkwOrdigen  Erecbeinung  in  der  treff- 
iicben  Schrift  selbet  nacbsuleeen,  mdssen  wir  unseren  Lesern 
überlassen,  und  wollen  denselben  nun  nur, noch  die  wichtigsten 
Resultate  vorfahren ^  welche  Herr  Bremiker  aus  seinen  schönen 
uud  überaus  sor<;föltigen  Beobachtungen,  die  in  jeder  Beziehung 
für  musterhaft  gelten  können»  gezogen  hat. 

Was  zuerst  die  Corona  betrifft^  so  kann  dieselbe  durch  eine 
Reflection  In  der  Erdatmosphfire  nicht  erklärt  werden,  da  bei 
einem  Durchmesser  des  Kernschattens  von  25  Meilen  und  einer 
Höhe  der  Atmosphäre  von  10  Meilen  sich  ein  dunkler  Hof  zeigen 
mUsste,  densen  Radius,  der  Tangente  =fjj  entsprechend,  eine 
scheinbare  Grösse  von  51  Grad  hStte  und  dessen  Mittelpunkt  die 
schnelle  Bewegung  des  Kernschattens  theilte,  so  dass  der  Mond 
während  der  totalen  Finsterniss  den  Durchmesser  oder  eine  Sehne 
dieses  dunkeln  Hofes  durchlaufen  musste.  An  eine  Beugung 
des  Lichts  kann  in  so  grosser  Entfernung  vom  Mond- 
rande gar  nicht  gedacht  werden,  und  e»  flndet  daber 
die  Corona  nur  Ihre  Erklünmi^  In  dem  VorhandeBoeln 
einer  SonnenatmospiiAre,  welclie  das  Ucht  des  Cen- 
tralkörpers  rellecllrt. 

RQcksichtrich  der  Protuberanzen  bemerkt  der  Herr  Verfasser 
auf  S.  16.,  dass  jeder  Versuch,  die  Protuberanzen  auf 
optische  Erscheinungen  zurückführen  zu  wollen,  auf 
lauter  Widersprüche  führt,  da  nichts  wahrgenommen 
wird,  was  mit  Reflection,  Refraction,  Inflection  oder 
Interferenz  die  geringste  Aehnlichkeit  hätte,  abgesehen 
von  den  nach  verschiedenen  Richtungen  vom  Mondrande  ausgeb- 
enden* Strahlen,  welche  als  Reflection  von  den  Bergwänden  oder 
imderen  Unebenheiten  des  Mondrandes  wohl  ihre  Erklärung  inden 
mögen.  Ute  Protuberanaen  sind  daber  naob  dem  ■emt 
Vertesser  —  mit  Bfteluieht  auf  die  obl^e  SrUAnun^ 
der  Corona  and  In  unaUtteiliarer  l^erblndnny  mUt  der* 
selben  betraebtet  —  als  nriederscbläi^e  In  dem  niede- 
ren Tbelle  der  Sonnenatmospb&re  anauseben,  übnllcb 

« 

unseren  lirolken,  welcbe  bei  ^erlnf^erer  Temperatur 
Iris  der  CentralkUrper  eine  yerln^ere  üeucbtkraft  be- 
sltaen»  und  die,  da  an  dem  Susammenban|^e  mit  den 
Sonnenflecken  niebt  mebr  i^eawelfelt  werden  kann» 
sieb  bei  starker  Blenduni^  auf  der  Sonnensebelbe  als 
sebwarae  Flecke  profldren. 

Dem  Einwände,  dass  eine  andere  VerSnderung  in  den  Gros- 
sen-VerhSitnissen  als  solche  durch  die  Bewegung  des  Mondes 
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bedingt  ist,  beobachtet  oder  aue  den  Beobachtungeo  abgeleitet 
sei,  ist  kein  besonderes  Gewiclit  beizalegen,  da  die  Beobaeh- 
tung  unregelmSssiger  Geetaiten  and  ihrer  Poaitiooswiokely  ver- 
banden mit  der  genauen  Zeitangabe,  grossen  Unsicherheiten  nnter- 
werfen  ist,  und  die  gefundenen  Unterschiede  in  der  Schwierigkeit 
und  Hast  der  Beobachtung  ihre  Erklärung  finden  dfirfteo  *).  Erst, 
wenn  es  gelungen  sein  wird,  während  der  Dauer  der  totalen 
VerGnsterung  von  der  ganzen  Erscheinung,  der  Corona  sowohl, 
als  den  Protuberanzen ,  eine  Menge  von  Photographien ,  etwa  voo 
5  zu  5  Secunden,  zu  nehmen,  eine  Methode  der  Beobachtoog, 
worauf  bei  künftigen  Finsternissen  die  Haupt-Aufmerlcsanikeit  sieh 
richten  wird,  kann  über  das  Zutreffen  der  Grossen -Verhältnisse 
mit  der  relativen  Bewegung  des  Mondes  vor  der  Sonne  ein  end- 
gültiges CJrtheil  geföllt  werden. 

Mit  einer  sehr  lehrreichen,  auf  die  Lamber fache  Fomel 
gegründeten  Betrachtung  über  die  auffallende  Helligkeit  der  Venu 
während  der  Finsterniss,  welche  auf  das  |fache  der  Helligkeit 
des  Jupiters  geschätzt  wurde  und  mit  ihrer  Nähe  zur  untereo 
Conjuoction  nach  photometrischen  Grundsätzen  nicht  recht  ver« 
einbar  schien,  schliesst  der  Herr  Verfasser  seinen  in  jeder  Be- 
ziehung buchst  interessanten  und  lehrreichen  Bericht 

So  ist  denn  auch  durch  die  Bepbachtnngen  der  nach  Spanien 
gesandten  prenssischen  Expedition  in  der  unzweideotigsten 
und  bestimmtesten  Weise  die  Richtigkeit  des  schon  von  O.  Strave 
sehr  treffend  als 

MAstronomlselier   Iielir8»tB*< 

bezeichneten  Satzes**)  bewiesen  worden: 

dass  die  Corona  und  die  Protuberanaen  ledig- 
lich der  Sonne  und  nicht  dem  Monde  angehören, 

und  dass  es  also  auch  nach  diesen  schunen  Beobachtungen  mit 
der  sogenannten  optischen  Theorie  gar  nichts  Ist.  Jedehfalls  ge- 
bührt deib  prenssischen  Unterrichts-Ministerium  und  Herrn  Doctor 
Bremiker  unser  und  der  Wissenschaft  wärmster  Dank. 

Grunert. 


Vermischte  Schriften. 

Sitzufigsberichte  der  k.   böhmischen    Gesellschaft 


*)  Besonders  wenn  die  BeobuchtungeD  'von  ungeübten  Beobachtern 
mit  gans  mittel  in  ätti  gen  Intttrumenten  und  unter  dem  Drucke  TorgefaM- 
ter  Meinungen  angestellt  worden  tind.  G. 

*«)  M.  •.  Literar.  Ber.  Nr.  CXLI.  S.  1 1. 
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der   Wisnenschartei.    in   Pr«g.     JahreaiiR  IH6U.    Juli  - 
December.     Vergl.  Lit.rar.  Her.  Nf.  CXXXIX.  S.  U. 


Vo 


.  3.     Herr  kaiserl.  Rath  Kulik  (iprach  Üb 
iebluhg,    um  .lie  Thu 


alle 


atiii 


iihä- 


rischen  Eiiillnssen  unabhängig  zu  machen  und  ihnen 
den  Gans;  einer  guten  Penrieluhr  kii  Tcrschaffen.  Im 
Inlerebse  des  allKcmeineu  Besten  nohl  zu  licachten.  —  S.  II. 
Herr  Purkyne  theille  nieder  meh  re  rv  pliysiohigisch-afcu- 
Htiüche  Versuche  mit.  Hie  wir  auch  in  pliysibalischer  Rück- 
sicht für  sehr  interessant  halten.  —  Ü.  18.  Herr  Pietre  hielt 
«inen  denionHf rati v«n  Vortrag  Sher  die  Entstehung  des 
Nelzfaiiut  bilfles  hei  den  zusani  mengesetzlen  Augen 
der  Cttederthiere.  —  -S.  34.  Herr  Purkyne  nker  die  Ver- 
vr«rtbung  der  bisherigen  Beobachtungen  im  Oebiete 
des  subjectiren  Sehens  für  Anatomie.  Physi  nlogie, 
Physik,  Paychologre.  Kunst  und  bewerbe.  -  S.  54,  Herr 
Kofistka  be8]irach  eine  von  General  Kris  eingelangte, 
mit  mehreren  Abhiidungen  versehene  Bette  hrcihung 
des  pernischen  AstrolaheR.  Wir  haben  schon  im  Liter.  Ber. 
Nr.  CXXXIX.  S.  16.  eine  knrze Notiz  Über  dieses  allpersische  Astrn- 
tah  niilgetheilt,  welches  noch  gegennürtig  von  den  persischen 
Gelehrten  gebraucht  wird.  Von  allgemeinem  Interesse  ans  dem 
vorliegenden  neueren  Aufi^alz  ilürfte  die  folgende  Ableitung  des 
Worts  „Astrolab"  bei  den  Persern  sein.  Während  man  bekannt- 
lieh  geivGbnlich  die  Wurzel  iu  den  griechischen  Worten  aurpov 
und  Xa^ßavoi  sucht,  erzählen  die  persi.schen  Mollah's,  dass  vor 
etwa  2000  Jahren  ein  persischer  Herrscher  Hurmui  einen  Sohn 
Namens  Lab  gejiabi,  der  sich  viel  mit  Astronomie  befasst  haben 
soll.  Eines  Toges  brachte  man  Jenem  eine  astronomische  Arbeil 
seines  Sibneii.  ..Man  aeteraba?"  (uer  hat  diefi  geschrieben?) 
fragte  Hurniu/  »ratiisrh.  ..Asierahn  Lab"  (Lab  Imt  ex  ge- 
schrieben) lautete  die  Antworl,  woraus  Astrolab  gebildet  wnrden 
«ein  soll.  —  S.  55.  In  dii-sem  Archiv.  Tbl.  XXVII.  S.  275.  bat 
Herr  Kofislka  ein  Inslrtiment,  Uöhenttinkel  Hnrcli  ReflexioD  kd 
messen,  beschrieben,  »elches  er  RefIexi*«Fi - Hypsometer  genannt 
hat.  In  den  vorliegenden  Sitsungs berichten  tiiebt  er  eine  kurze 
Notit  fiher  ein  von  ihm  consiruirtes  Nivellir- Instrument  samml 
.Stativ,  welches  auf  Reisen,  namentlich  bei  Hühcnmessungen  wie 
jenes  frühere  Instrument  vortbeilhafl  gclfrancht  werden  kann,  aber 
vnr  diesem  älteren  Instrumente  mehrere  wesentliche  Vorzüge  bat. 
Als  Stativ  verwendet  Herr  K.  ein  :SysIeiu  von  hohlen  Eisenblech- 
Röhren,  deren  Widerstand  gegen  Seitendruck  und  Torsion  eine 
hinreichende  und   deren   Leichtigkeit  im  Vergleich   zu   den  ma»ei- 
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ven  Holzstativeq  eine  so  bedeuteode  ist,  dass  sieb  Herr  K.  fär 
die  Folge  eine  aqsgebreitete  Anwendung  derselben  bei  Stativeo 
verspricht.    Könstltr  scheinen  hierauf  aufmerksam  zu  machen  sein. 


Anzeige  und  Bitte. 

• 

Als  ich  mit  der  Bearbeitung  meiner  Tafeln  bestimmter  Inte« 
grale  beschäftigt  war,  habe  ich  an  das  mathematische  Publicam 
die  Bitte  gerichtet,  mir  zur.  Erreichung  möglichst  grosser  Voll- 
ständigkeit die  hie  und  da  erschienenen  Monographieen  über  diese 
Functionen  zusenden  za  wollen;  einige  Journale  haben  diese  Auf- 
forderung damals  aufgenommen.  -  Vor  der  Herausgabe  der  Tafeln 
ist  mir  nichts  zugekommen.  Denjenigen  aber»  die  mir  später  ihie 
werthvollen  Abhandlungen  zusendeten,'  statte  ich  hier  nochmals 
meinen  verbindlichsten  Dank  ab^  so  wie  auch  denen,  die  mir  die 
Recensionen  der  genannten  Arbeit  zukommen  zu  lassen  die  Gute 
hatten.. 

Da  ich  nun  durch  die,  meine  Erwartungen  in  dieser  Hinsicht 
sehr  übertreffende  Abnahme  der  „Tables  d'Int^grales  di^fi- 
nies  (publik  par  l'Ac.ademie  Royale  des  sciences.  Am- 
sterdam), wodurch  die  Auflage  fast  erschöpft  worden  ist,  zo 
einer  neuen,  gänzlich  umgearbeiteten  Ausgabe  schreiten  muss,  to 
der  mir  ausser  der  ersten  Auflage  noch  einiges  Material  zu  Ge- 
bote steht,  so  rufe  ich  noch  .einmal  die  freundliche  Hilfe  der 
Sachverständigen  in  zweifacher  Rücksicht  an  und  bitte  sie : 

P  die  betreffenden  Abhandlungen,  insoweit  sie  in  den  Tables 
a.  s^w.  S.  21,22  nicht  citirt  und  also  nicht  benutzt  worden  sind, 

2^  die  kritischen  Recensionen ,  insofern  die  Herren  Referentei 
sie  mir  schon  zu  übersenden  no<%  nicht  die  Güte  hatten,  mir 
auf  dem  Wege  des  Buchhandels  schicken  zu  wollen:  erstens  xm 
bei  der  genannten  zweiten  Auflage  möglichst  grosse  VolUtindii^ 
keit  zu  erzielen,  und  zweitens  um  von  allen  Winken,  w«  «f 
angeht  und  erspriesslich  scheinen  möchte,  einen ,  nütaliche«  tit- 
brauch machen  zu  können. 

Das  meinem  Unternehmen  zu  Theil  gewordene  grosse  Inter- 
esse, und  die,  ich  darf  wohl  sagen,  überaus  günstige  Aufnahme 
desselben  von  Seiten  der  Academieen  und  wissenschaftlichen  Joiv- 
nale  ermuthigen  mich  zu  diesem  Schritte  sowohl,  als  auch  zu  der 
nicht  geringen  Arbeit  einer  Umarbeitung  dieses  Werkes. 

Deventer  in  den  Miederlanden  Februar  1861. 

Dr.  H.  Blerens  de  Haan. 
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Literarischer  Bericht 

CXLDI. 


Am  Sten  April   1861  starb  in  Breslau  der  ^ordentlicbe  Pro- 
fessor der  Mathematik  an  der  dortigen  UniTersitSt 

Dr.  Ferdliuuid  JoaoUnistliali 

geboren  1818  zu  Goldberg  in  Schlesien,  ein  Verlast  fiir  die  Wis- 
senschaft, den  mit  uns  jeder  Mathematiker  tief  empfinden  wird. 


Geschichte   uifd  Literatur  der  Mathematik  und 

Physik« 

Almanacfi  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissen- 
schaften in  Wien.    Zehnter  Jahrgang  1860. 

Der  nennte  Jahrgang  dieses  Almanacbs»  anf  dessen  Wichtig- 
keit in  literarischer  Besiehnng  wir  schon  mehrmals  aufmerksam 
gemacht  haben,  ist  im  Literar.  Ber.  Mr.  CXXXVIL  S.  4.  von  uns 
angezeigt  worden.  Der  Torliegende  sehnte  Jahrgang  enthält 
ausser  den  gewöhnlichen  Mittheilungen  wiederum  einen  sehr  interes- 
santen V.ortrag  des  Präsidenten  der  Akademie  Herrn  Freiherrn 
von  Baumgartner:  Ueber  Gruniigesetxe  der  Naturwis- 
senschaft und  ihre  Geltung  im  praktischen  Leben,  der 
sich  mit  grusster  Sachkenntniss  über  die  verschiedensten  Theile 
der  .Naturwissenschaft  verbreitet;  dann  den  Bericht  des  Gene- 
ral-Sekretärs Herrn  Dr.  Anton  SchrStter  über  die  weitere 
höchst  erfolgreiche  Tbätigkeit  der  Akademie  in  dem  letsten  Jahre 
im  Allgemeinen,  so  wie  dessen  Bericht  über  die  mathematisch- 

ThUXXXVI.  m\.  3.  3 
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natarwisBenschaftliche  Klasse  insbesondere,  worin  sich  auch  eine 
interessante  Beschreibung  der  fflr  die  Wissenschaften  so  wichtigen 
Weltamsegelong  der  Novara  nnd  Lebei^sbeschreibangen  von  Bor- 
don i  und  Grailich  befinden»  in  denen  anch  yetxeichnisse  der 
Schriften  dieser  so  verdienten  Mathematiker  und  Physiker  mit- 
getheiit  werden. 

Beitrag  zur  Feststellung  des  Verhältnisses  von 
Keppler  zu  Wallenstein.  Von  Otto  Strave,  Mitglied 
der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaf  ten  in  Pe- 
tersburg. Gelesen  am  8.  April  1850.  St.  Petersburg. 
1860.    40. 

In  den  astronomischen  Nachrichten  Nr.  1178.  suchte  der  Herr 
Gymnasiallehrer  Dr.  Michael  in  Sagan  aus  einem  in  Sagan 
aufgefundenen  ActenstQcke  nachzuweisen,  dass  Keppler  nie  ei- 
gentlich Im  Dienste  Wallenstein s  gestanden  habe,  wie  es  von 
Breitschwert,  dem  Biographen  Keppler's,  behauptet  wird. 
Dadurch  'ward  Herr  Otto  Struve  veranlasst,  die  in  Pulkowa 
befindliche  Sammlung  Keppler'scher  Manuscripte  in  Bezug  aaf 
diesen  Gegenstand  näher  zu  untersuchen.  , 

Herr  O.  Struve  erzählt  zuerst  in  sehr  interessanter  Weise 
die  Geschichte  der.  Wanderungen  dieser   wichtigen  und  merkwür- 
digen Manuscripte,  und'  theilt  dann  aus  dem  XVlIIten  Bande  der- 
selben drei  Briefe  Wallenstein's  an  Keppler  mit,  die  in  vieler 
Beziehung,  auch  in  allgemein  historischer  Rücksicht,  s.  B.  In  Be- 
treff des  Ursprungs  des  Miss  trau  ens  Walle  nsteinV  gegen  den 
König  von  Ungarn,    den    nachmaligen   Kaiser   Ferdinand  111^ 
höchst  interessant  sind.    Durch  diese  Briefe  und  andere  ans  dee 
gedachten   {tfanuscripten   gemachte   Mittheilungen   wird   swar  fai 
Allgemeinen  die  Ansicht  des  Dr.  Michael,  dass  nämlich  Kepp- 
ler nicht  geradezu  in  des  Herzogs  von  Fridland  Diensten  gestan- 
den habe,  bestätigt,  indem  jedoch  auf  der  anderen  Sdte  aus  dietsi 
Actenstücken  auch  hervorgeht,  dass  zwischen  Beiden   enge  Be- 
ziehungen stattgefunden  haben  mflssen,  welche  zu  gegenseil^ 
Leistungen  verpflichteten.    Dass  Keppler's  Leistungen»  dea^* 
zog  gegenüber,  sich    hauptsächlich    auf  die  Astrologie   beiegea, 
versteht  sich  von  selbst,  und  aus  dieser  überaus  lesensivcrtka 
Abhandlung  das  Verhältniss'  Keppler's  zu  derselben  näher  kesDea 
zu  lernen,  ist  höchst  interessant,  weshalb  wir  unsere  JLeser  dib 
gend  auf  diese  fflr  die  Geschichte  der  Mathematik,  insbesondere 
der  Astronomie,  wichtige  Schrift  des  geehrten  Herrn  Verfassers 
aufmerksam   machen,  und   dieselbe  deren  Beachtung  recht  sehr 
empfehlen,  in  demuns  hier  leider  der  Ranm  zu  weiteren  Anssflgea 
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ttelilt.  —  Ein  gaoi  beaonderea  Inleresae  verleiht  der  Herr  Ver- 
fasser seiner  so  yerdieiisllicben  Schrift  noch  dadurch,  dass  er  in 
«tiera  Anhange  auf  S.  13.  -  S.  36.  iwei  von  Kepplerfiir  Wal- 
lenslein  geslellle  Prognosfica  TotlstSndig  ntiltlieill,  lon  denen 
.flas  kürzere  sich  zwar  schon  im  ersten  Bande  der  von  Professnr 
. frisch  besorgten  Ausgabe  der  Keppler'schen  Werke  beündet, 
'liier  aber  verschiedener  Varianten  ivenen ,  uie  sich  dieselben  in 
den  PulkoWaer  Manuacripten  finden,  sehr  ziveckmüssig  von  Neuem 
Übgedruckt  norden  ist.  Wir  danken  Herrn  O.  Strnve  recht  sehr 
fOr  diesen  überaus  werlhvollen  Beitrag  zu  der  (>eschichtc 
'WisseiiKchari.  tiru 
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eil bnien  der  Zahlen  und  der  t 
Functionen  und  Antüogarithmen-  Mit  einer  Sammlung 
on  Tabellen  und  Formeln  Tu  rivissenschart  liehe,  tech- 
nische und  Schiilziv  ecke  in  neuer  Anordnung  von  Dr. 
■r.  Lukas.     Wien.     Helf.     1860.     12».  1  Thir. 

Diese  kleinen  rtinfstelligen  Tafelii  sind  auf  sehr  schönes  und 
tarkes  Papier,  und  mit  sehr  deutlicher  und  scharrer  Schrift  jte- 
dnickt.  überhaupt  sehr  elegant  ausgestattet.  Ausser  den  geivOhn- 
lichen  Tardn  der  Logarithmen  dex  Zahlen  und  der  WinkelTunctio- 
nen  enthalten  sie  auch  die  Anttlogarithmen  und  noch  eine  grosse 
Anzahl  anderer  niltzlicheT  Tafeln  aus  dem  (iebicte  der  reinen 
Bdathematik,  der  Physik,  der  Astronomie  und  Technik,  im  Ganzen 
IQB  Tafeln,  nie  z.  B.  Tafeln  für  mittlere  Refraclion,  Verwandlung 
Jder  Siernzeit  in  mittlere  Zeit  und  umgekehrt,  Vergleichung  der 
j^hermometerscalen  nach  Celsius,  R^amnur  und  Fahrenbeit,  Rc- 
iluction  des  Barometers  auf  0"  K.,  Psychrometertafeln  nach  August, 
LJB«duction  der  Aräometergrade  nach  Baume  auf  das  speciliache 
■Gewicht  bei  15»  R.,  Tafeln  zum  Uühenmessen  mit  dem  Barome- 
^Br  nach  Gauss,  Aeqnivalente  cheniiscber^Grundstofie,  Ausdehnung 
Hdiger  Körper  durch  die  WSrme,  Specilische  Gewichte,  Maasse 
Hnd  Gewichte,  u.  s.  vr.  Zugleich  ist  ein  bei  anderer  Gelegenheit 
Ititerar.  Bericht  Nr.  CXXXVIII.  S.  13.)  von  uns  ausgesprochener 
■Wunsch  in  diesen  Tafeln  wenigstens  theilweise  erfüllt  worden, 
■■dem  Taf.  V.  auvh  die  wirklichen  numerischen  Werihe  der  Si- 
nns, Cosinus,  Tangenten  und  Cotongenten  enthält.  Diese  Tafel 
Hcfareitet  aber  leider  nur  von  15  zu  15  Minuten  fort,  was  für  den 
[Äsquemen  Gebrauch  nicht  ausreicht,  welcher  ein  Fortschreiten  durch 
!.jie  einzelnen  Minuten  fordert.     Dann  aber  müssen   solche  Tafeln 
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nothweBdig  auch  die  Secaoten  and  Cosecanten  enthftlteo,  weil 

diese  Functionen'  sec  =  — .  coseos -;-  dienen»  die  hfiafie  vor- 

cos'  8tn  ° 

kommenden  Divisionen  durch  den  Cosinus  und  SinuB  in  ^ie  leicb- 
terien  Mnltiplicationen  resp.  mit  der  Secante  und  der  Cosecante 
SU  Yerwandein,  was  natürlich  fOr  den  bequemen   praktisen   Ge- 
brauch von  grosser  Wichtigkeit  ist     Wir  wänschen  daher  recht 
sehr,  dass  bei  einer  neuen  Ausgabe  seiner  Tafeln  der  Herr  Ver- 
fasser  eine  durch  die  einselnen  Minuten  fortschreitende  Tafel  der 
wirklichen  Werthe  der  Sinus»  Cosinus,   Tangenten»  Cotangeoteo, 
Secanten  und   Cosecanten  beiftige,  welche  in  der  Praxis  in  sehr 
vielen  Fällen  von  dem  vortheilhaftesten  Gebrauch  sein  kann.    Die 
trefflichen,  namentlich  sehr  correcten  Tafeln  von  S her w in*)  wür- 
den nur  eine   Verkürzung  auf  fünf  Decimalstellen  erfordern,  um 
eine  solche  Tafel  mit  grSsster  Leichtigkeit  construiren  zu  konnem 
Wir   wünschen   dem  hübschen    Büchlein    sorgfaltige   B^chtnng. 
Leider  scheint  der  Preis  von  1  Thlr.  zwar  nicht  an  sich,  aber  im 
Verhältnis^  zu  dem  anderer  Tafeln  e^was  ho^h  zu  sein,  und  dürfte 
der  zu  wünschenden  weiteren  Verbreitung  einigermassen  hindernd 
entgegen  treten. 


Geometrie. 

Des  Apo.llonius  von.Perga  sieben  Bücher  über  die  Ke- 
gelschnitte nebst  dem  durch  Halley  wiederhergestell- 
ten achten  Buche.  Deutsch  bearbeitet  von  H.  Balsam^ 
Dabei  ein  Anbang,  enthaltend:  .Die  auf  die  Geometrie 
der  Kegelschnitte  bezüglichen  Sätze  ans  Newton'« 
„philosophiae  naturalis  principia  mathematica/'  Mit 
31  Figurentafeln.    Berlin.    G.  Reimer.    1861.    8^. 

Vl^ir  danken  Herrn  H.  Balsakn  für  diese  sehr  guter  D«6eT- 

•    Setzung  oder  vielmehr  Bdhrbeitung,  welche  von  der  verdienstiicben 

Verlagshandlung  auch  äusserlicb  sehr   gut  ausgestattet  worden 

ist,  der  vollständigen  acht  Bücher  des  apolloniscben  Meisterwerks 


*)  Daa  jetzt  selteno  Buch  hat  den  Titel:  Siierwin'e  Matema- 
tical  Tables.  The  third  edition.  Carefnlly  reviced  and 
corrected  by' William  Gardiner.  London  1749.  8.,  wobei  wir 
bemerken,  daii  et  darauf  ankommt  gerade  dl^te  Aaagabe  an  benataea* 
weil  die  neueren  Anagaben  von  Clark  uaiaerat  fehlerhaft  gedruckt  siad. 
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r  ilie  K«gelachiiiUe  im  Interesse  der  VV'uucnscban  recht  sehr, 
und  finden  es  auch  gutu  zweckmSssig  und  aogemessen,  dass  der 
Herr  Bearbeiter  eich  nicht  sciavtsch  dem  Wortlaut  des  Originals 
angeschlossen,  sondern  sich  einer  freieren,   der  neueren  Wissen- 
schaft mehr  anschliessenden  Bearbeitung  bedient  hat.    Ein  gleiches 
Verfahren  haben  auch  die  früheren  Bearbeiter,  insbesondere  Ba 
row  in  seiner  sehr  guten,  unter  dem  Titel:  Apollonii  Conic 
methodonova  illu>>trata  et  succincte  demonstrala.     Per   , 
Uaacum  Barruw.    Londini   1675.    4".  erschienenen  Bearbei- 
tung der  vier    eretcn    Bdcher,   welche  bekanntlich  allein  noch  Im 
Original  vorhanden  sind,  befolgt;  nodBarrow  hat  sii.-h,  v 
der  Zusatz  „succincte  dcmonstrata"  auf  dem  Titel  : 
viel  grussere  Freiheiten  erlaubt,  als  der  jetzige  Her 
Die  vier  erste»  Bücher  sind,  nie  schon  ernähnt   in 
die   drei   fotgendeu   in  einer  arabischen  Ueberselxu 
und  das  achte   Ist   von   Halley   nach   der   kurien   ' 
gegebenen    Anzeige  wiederhergestellt. 
Ansgabe  aller   acht  BQcber,   die  vier  t 

hat  Halley  (Oxoni&e  171U.  Fol.)  geliefert,  und  als  eine  nene 
Bearbeitung  in  deutscher  Sprache  dieser  sehr  schSnon  und  sel^  | 
(enen  lateinischen  Ausgabe  von  Halley  ist  Herrn  Balsams 
verdienstliches  Werk  zu  betrachten.  Mit  Dank  muss  auch  von 
denen,  die  Newton'«  „Principien"  nicht  besitzen,  die  Mitlhei- 
lung  der  in  diesem  unsterblichen  Werke  des  menacblicheD  UeU 
stes  enthaltenen  Nstze  über  die  Kegelschnitte  aufgenommen  wer-  ■ 
den,  so  wie  auch  das  sehr  vollständige  Inhaltsvcrzeichniss  des 
apollonischen  Werks  auf  S.  328.  — S.  354.  die  Uebersicht  wesent- 
lich erleichtert,  Herausgeber  und  Verleger  verdienen  jedenfalls 
den  wärmsten  Dank  für  diese  Bereicherung  der  deutschen  ma- 
tb«mattscbeu  Literatur,  die  wir  zur  sorgfältigslen  Beachtung  drinr 
gend  emplebicn. 


indeutet,  noch" 
r  Herausgeber. 
II  Ütiginal,  die 
mg  vorhanden,-  ' 
I  Pappus- 
I  schönste  lateinische 
luglcich  grieehiHch^ 


Intorno    alla  curva  gobba    del    «[uarf    ordine   per   la    ' 
((ualepassnuDasolasuperficiedisecondogrado,  sunto 
di   una  memoria  letta   dal  Prof.  L.  Crem o na  all'  Accad. 
delle  Scienze  dell'   Institute    di   Bologna  ai  7  di  Marao 
1861.     Bologna  1861. 

Wir  zeigen    diese   karxe    Analyse  einer  vor  Kurzem   in  dem    , 
Institut  KU  Bologna  gelesenen,  tvle  es  scheint,  sehr  interessanten 
Abhandlung  des  Herrn  Professor  Luigi  Gremonaüber  eioeCurve, 
durch  vvelclie  nur  eine    Fljiche  des  zweiten   Grades  geht,  die  in 
den.  ticfaril'ten   des  genannten    Instituts   erscheinen  (vird,  und  ai)f  J 
Hli|b>wir,  so  bald  sie  in  unsere  Hände  gelangt,  zurückkommen  werf  | 
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deD,  hier  für  jetzt  nur  an,  um  aof  die   betreffende   Abhandleni 
selbst  vorläufig  aufmerksam  zu  machen.    « 


Vermischte  Schriften.     ^ 

Sitzungsberichte  der  kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Wien.  (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXXXFIL 
8. 13.;  wobei  bemerkt  wird,  dass  dort  durch  ein  Versehen  oielit 
angezeigt  worden  ist»  dass  die  Hefte  17»  18»  20,  22  zu  Tbl.  XXXTIL, 
die  Hefte  23»  24»  25  zu  Tbl.  XXXVUI.  geboren). 

Band  XXXTUI.  1859. 

Nr.  26.  Friesach:  Astronomische  und  magnetische  Beob- 
achtungen in  Amerika»  angestellt  in  den  Jahren  18S7»  1858»  1859 
S.593.  —  Fritsch:  Ceber'die  Störungen  des  täglichen  Ganges 
einiger  der  wichtigsten  meteorologisclien  Elemente  an  Gewitter- 
tagen  (mit  1  Tafel).  S.  633.  —  ALU:  lieber  die  Bahn  der  Ne- 
mausa.    S.749. 

Nr.  27.  Murmann:  Ueber  die  Bahn  der  Europa  (Fortsetzung). 
S.  821.  —  Strauch:  Auszug  aus  der  Abhandlung:  »,das  umge- 
kehrte Problem  der  Brennlinien. «^    S.861. 

Nr.  28.    LOwy:  Ueber  die  Bahn  der  Eugenia.    S.  1025. 

Band  XXXIX.  1860. 

Nr.  1.  ^Schmidt:  Ein  Beitrag  zur  Mechanik  der  Gase.    S.  41. 

—  Wüllerstorf-Drbair:  Deber  das  Verheilten  und  die  Ve^ 
theilung  der  Winde  auf  der  OberflScbe  der  Erde»  so  wie  insbe- 
sondere über  die  Windverhältnisse  am  Cap  Horo  (mit  6  Tafelo). 
S.  105. 

Nr.  4.    Reitlinger:  Ueber  die  Einwirkung  der  Elektricitit 
auf  Springbrunnen.    S.  59Ö. 

Nr. 5.  V.  Littrow:  Andeutungen  über  astronomische  Beob- 
achtungen  bei  totalen  Sonnenfinsternissen.  S.  625.  —  Derselbe: 
Physische  Zusammenkünfte  der  Asteroiden  Im  Jahre  1860.    S.635. 

—  Knochenbauer:  Ueber  das  elektrische  Luftthermometer. 
S.  701. 

Band  XL.  1860. 

Nr.  7.  V.  Littrow:  Ueber  das  Mikrometer  mit  lichten  Li- 
nien bei  den  Wiener  Meridiaii-Instnim«Dten.  S.^27.  — -  v.  Son- 
kfar:  Ueber  die   Aenderungen  der  Temperatur  mit  der   Hübe. 
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S.  58.  —  Pohl:  Ueber  mikroskopische  Probeobjecte,  insbesondere 
iVobert's  Testobject-  Platte.    S.  63. 

Nr.  12.  Helinholtz  und  v.  Piotrowski:  Deber  Reibung 
tropfbarer  Flüssigkeiten.    S.  607. 

Band  XU.  1860. 

Nr.  13.  Loffler:  Beitrag  zum  Probleme  der  Brachystochrone. 
S.  53. 

Nr.  14.  Hörnst  ein:  Ueber  die  Heliigkeitsmessungen  bei 
kleinen  Fixsternen.  S.  261.  —  Sonndorfer:  Ephemeriden  für 
die  Helligkeit  ^er  Asteroiden  im  Jahre  1860.  S.27].  —  Od- 
strcii  und  Stu()nicka:  Deber  elektrische  Entladung  und  In- 
duction.    S.  302. 

Nr.  16.  Reitiinger:  Zur  Erklärung  der  Lichtenbergischen 
Figuren.  S.  358.  —  Kreil:  Beitrag  zur  Klimatologie  von  Central- 
Afrika.    S.  377. 

Nr.  17.  V.  Lang:  Ueber  das  Gesetz  der  rationalen  VerhSlt- 
nisse  der  Tangenten  tantozonaler  Kry^talie.  S.525.  —  NIemt* 
schik:  Ueber  die  directe  Coostruciion  der  schiefaxigen  Krystall- 
gestalten  aus  den  Kantenwinkeln.  S.  535.  -r  Mach:  Ueber  die 
Aenderung  des  Tones  und  der  Farbe  durch  die  Bewegung.  S.  543. 

Nr.  18.  Petzvai:  Angstrum*s  experimentelle  Untersuchun- 
gen über  das  Specfrum  des  elektrischen  Funkens  in  Beziehung 
auf  die  Farben  der  Doppelsterne.    S.  581. 

Nr.  19.  Winckler :  Einige  allgemeine  Sätze  zur  Theorie  der 
Reihen.  8.675.  —  Petzval:  Ueber  Professor  A. Mflller's  Dis- 
cussionsmethode  der  algebraischen  Flächen  höherer  Ordnungen. 
S.  735.  ' 

Nr. 20.  Reitiinger:  Zur  Erklärung  des  Lullin'schen  Ver- 
suches und  einiger  '  anderen  Artunterschiede  der  positlTcn  und 
n^ativeli  Elektricität.  S.  759.  —  Sehr  auf:  Bestimmung  der  op- 
tischen Gonstanten  krystallisirter  Körper.    I.  Reihe.    S.  769. 

Band  XLIL  1860. 

Nr. 21.  Dauber:  Ermittelung  krystallographischer  Constan- 
ten und  deren  Zuverlässigkeit.    S.  19. 

Nr.  22.  Schrauf:  Bestimmung  der  optischen  Constanten 
krystallisirter  Kurper.  IL  Reihe.  S.  107.  —  SchSnfeld:  Beob- 
achtungen von  veränderlichen  Sternen,  S.  146.  -^  v.  Littrow: 
Ueber  Herrn  M.  Eble's  graphische'Metboden  der  Auflösung  sphä- 
rischer Dreiecke  mit  besonderer  Rflcksicht  aufsein  neuestes.^yStun- 
denzeiger"  oder  „Horoskop''  genanntes  Instrument.    S.  203. 

Nr.  24.    Mittheilung  des  Herrn  Buys  Ballet,  Directors  des 
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meteorologUchen  Instituts  io  Utrecht.    S.  299.  —  Weiss:  Ueber 
die  Bahn  der  Ariadne.    S.  371. 

Nr.  25.  und  26.  Mnruiann:  Ueber  die  Bahn  der  Europa 
(Fortsetzung).  S.  432.  —  v.  Waltenhofen:  Ueber  die  Stromrich- 
tung  der  Nebenschiiessungen  zusammengesetzter  Ketten.     S.  439 

Nr.  27.  Hornstein:  Elemente  und  Oppositi9ns-Ephemeri- 
den  (1861)  der  Calliope.  S.  519.  —  Resibuber:  Bericht  über 
die  im  Jahre  1859  auf  dem  magnetischen  Observatoriuni  zu  Krems- 
münster beobachteten  Störungen.  S.  533.  —  Derselbe:  Vor- 
iSuflge  Mittheiiung  über  die;  Bevrulkungsverhältnisse  des  Himmels. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata  pubblicati 
da  Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  E.  Bettt  a  Pisa, 
F.  Brioscbi  a  Pavia«  A.  Genocchi  a  Torino',  B.  Torto- 
lini a  Roma.    4^     (S.  Literar.  Ber.  Nr.CXLI.  8.20.) 

Nr.  4.  (Luglio  e  Agosto  1860)»  Sulla  ridnzione  di  od' 
int^rale  alle  funzioni  ellitiche.  Nota  del  Prof.  B.  Tortolioi  (Csd- 
tinuazione  e  fine).  p.  193.  —  Intorno  alla  moltiplicazioile  d'aleme 
forme  quadratiche.  Nota  di  Angelo  Genocchi.  p.2Q2.  —  Sdpm 
la  teorica  dei  numeri  congrui.  Nota  di  F.  Wo ep che.  p.  20&  — 
Sopra  una  trasformasione  deir  integrale  ellittico.  Nota  di  F.  Brio- 
scbi. p.  216.  •—  Discorso  commamoratiTO  pu  Gustave  Pietro 
Lejeune  Ditichlet  pronunclato  da  E.  E.  Kumnf  er.  Tradnsiooe  d^k 
tedesco  di  Feiice  CasoratL    p. 221. 

niTista  Mlilioipraplilca.  Sopra  la  propagazione  deile  onde 
piane  di  un  gaz,  di  E.  Betti.  p.232.  —  Sulie  superficie  di  se- 
cond'  ordine  omofocali>  di  L.  Creme  na.  p.  241.  —  Lezioni  di 
Meccanica  rationale  di  O.  F.  Hossotti.  La  Statica  dei  ^sistemi 
di  forma  invariabile  di  F.  Brioschi.  —  Element!  di  Meccaniet 
razionale  di  D.  Chelini  deile  Scuole  Pie.  Articolo  di  Giovanoi 
Novi.  p.  245.  — •  Sopra  un  teorema  di  Geometria.  Nota  di 
Alessandro  Dorna.  p.  252.  —  Intorno  ad  alcpni  integrali  de- 
finiti.    Articolo  di  F.  Brioscbi.    p.  254. 


Acad^mie  des  sciences  de  Paris. 

Grand  priz  de  mathömatiques  pour  1862. 

R^sumer,  discuter  et  perfectionner  en  quelque  pohit  imper- 
tant  les  resultats  obtenus  jusqu'ici  sur  la  tböoile  des  courbes 
planes  du  quatriöme  ordre. 
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Literarischer  Bericht 

CXLIV. 


Arithmetik. 

A  History  of  the  progress  of  the  Galcnlus  of  varia- 
:ions  during  the  nineteenth  Century.  By  I.  Todhuilfter, 
H.  A.  Felloiv  and  principal  mathematical  Leeturer  of 
St  Jobn's  College,  Cambridge.    Cambridge  and  London. 

1861.    8«.  .1 

Dieses  grosse,  532  Seiten  umfassende  Werk,  auf  welches  wir 
einen  Jeden,  der  an  den  neueren  Fortschritten  der  Variationsrech- 
nung Theil  nimmt,  aufmerksam  machen,  enthält  sehr  vollständig 
die  Geschichte  dieser  Wissenschaft  im  neunzehnten  Jahrhundert. 
Aber  es  ist  dies  nicht  eine  blosse  Geschichte,  sondern  der  gelehrte, 
mit  der  gesammten  betreffenden  Literatur  in  der  vollständigsten 
Weise  vertraute  Herr  Verfasser  liefert  uns  in  diesem  Werke  sehr 
ausführliche  Auszüge  aus  allen  neueren  wichtigeren  einzelnen  Ab- 
handlungen und  grösseren  Werken  über  die  genannte  Wissen» 
(ichaffc^  wobei  namentlich  auch  die  bekannten  Arbeiten  deutscher 
Gelehrten  die  sorgfältigste  und  eingehendste  Beachtung  gefunden 
baben,  so  dass  in  der  That  dieses  Werk  eine  ganze  Bibliothek 
von  Schriften  über  die  Variationsrechnung  fast  zu  ersetzen  im 
Stande  ist,  und  daher  dringend  zur  Beachtung  empfohlen  werden 
muss.  Der  Herr  Verfasser  selbst  betrachtet  sein  Werk  in  gewis- 
ser Rücksicht  als  eine  Fortsetzung  des  im^Jahre  1810  gleichfalls 
in  Cambridge  erschienenen  Buchs:  A  Treatise  on  Isoperi- 
metrical  Problems  and  the  Calcnlus  of  Variatlöns.  By 
Robert  Woodhouse,  A.  M..  F.  R.  S.,  Fellow  of  Caius  Col- 
lege,  Cambridge,  welches  uns  bisher  unbekannt  geblieben  und 
nicht  zu  Gesicht  gekommen  ist.     Auszüge  können  wir  natürlich 

Till. XXXVI.  Hft.  4.  4 
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hier  nicht  geben ,  (lihren  jedoch  im  Folgenden  dieUeberschrifteDdei 
einzelnen  Kapitel  an,  um  unsere  Leser  zu  einem  Urtheil  über  dkl 
grosse  Vollständigkei^  des  Werkes  vcenigstens  einigermaassen  i| 
den  Stand  zu  setzen:*  I.  Lagrange,  Lacroix.  II.  Dirksen,  Obs. 
111.  Gauss.  IV.  Poisson.  V.  Ostrogradsky.,  VI.  Delaunay.  VIL  Sat 
rus.  VlII.  Cauchy.  IX.  Legendre,  Brunacci,  Jacobi.  X.  Com- 
mentators  on  Jacobi.  (Delaunay,  Bertrand,  iMainardi,  Brioschl 
Eisenlohr,  Spitzer,  Hesse,  Clebsch).  XI.  On  Jacobi's  Memoir. 
(Bertrand,  Bonnet,  Heine,  zwei  Beispiele).  XII.  IVliseellaneoaji 
Memoire.  (Gräffe,  Minding,  Goldscbmidt,  Pagani,  Bjurling,  Ber- 
trand, Schellbach,  Spitzer,  Giesel,  Luffler,  Lindeloef).  Xlff.  Syste- 
niatic  Treatises.  (Strauch,  Jellett,  Stegroann).  XIV*.  Minor  Trea- 
tises.  (Brunacci,  Gergonne,  Verdam,  Verhulst,  Bordoni,  Bflomsen. 
Broun,  BjOrling,  Schläfli,  u.  s.  w.,  u.  s.  w.)  XV.  Miscellaneoos 
Artides.  XVI.  IVliscellaneous  Articies.  XVII.  Conditioos  oflote- 
grability. 

Es  ist  dies  ein  Werk  von  sehr  grosser  mathematischer  Ge- 
lehrsamkeit und  Bel^senheit,  und  um  so  dankenswerther  aufzu- 
nehmen, weil' es  bisher  unsers  Wissens  kein  Werk  giebt,  in 
welchem  man  alles  hierher  Gehurende  nur  annähernd  mit  so  gros- 
ser Vollständigkeit  beisammen  finden  dürfte,  wie  in  dem  Torlie- 
genden ,  höchst  schätzbaren  und  mit  besonderem  Dank  aofznneh* 
iQenden  Buche,  Mögen  die  obigen  kurzen  Bemerkungen  hinreicheo, 
um  die  so  wohl  verdiente  Aufmerksamkeit  auf  dasselbe  im  reich- 
sten Maasse  zu  lenken! 

Logarithmisch-trigonometrische  Tafeln  mit  sechs 
Decimalstellen.  Mit  besonderer  Beräcksichtigunig  für 
den  Schufgebrauch  bearbeitet  von  Dr.  0.  Bremiker. 
Berlin.  Nicolaiscbe  Verlagsbuchhandlung.  186a  8«. 
1  Thlr.  7V«  Sgrt 

Herr  Dr.  Bremiker,  schon  so  vielfach  verdient  durch  iie 
Herausgabe  trefflicher  logarithmisch -trigonometrischer  Tafeln  nüd 
andere  mathematische  und  nautische  Arbeiten,  hat  bereit«  im 
Jahre  1852  eine  sechsstellige  logarithmisch -trigonometrisch«  Tafel 
unter  dem  Titel: 

Logarithmorum  VI  decimalium  nova  Tabula  Bero- 
linensis  et  numerorum  vulgarium  ab  ]  usque  lOOOOü  et 
functiofium  trigonometricarum  ad  decades  mioutoruni 
secundorum,  auctore  Carole  Bremiker,  Dr.  Pb.  Bero- 
lini.    1852.    80. 

herausgegeben,  welehe  von  uns  im  Literar.  Efer.  Nr.LXXVlI.  S.963. 
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ingezeigl  utid,  vi'ie  sie  c»  sii  sehr  verdieDte,  dringend  xur  Beach- 
tung eiii|>lohleri  n'orden  ist.  In  <(er  lelirreicheii  Vorrede  zu  def  ^ 
vorliegenden  neuen  Aüsg;U»e  noldier  Tal'elo  setzt  der  Herr  Ver- 
fasder  deutlich  au»  einander,  dass  man  liei  den  meisten  Anwen- 
dungen der  Log^urithmen  mit  sechsstelligen  Tnfeln  vollaländig 
ausreicht,  worin  nir  ihm  durchaus  beiätimmen.  Süiumtliche  Rech- 
uuDgen,  »eiche  den  Zweck  haben,  au»  gemessenen  Stücken  an- 
dere irgendwie  daniil  lusammeiih fingen ile  ku  bestimmen,  sieben 
«in  fehlerhaltes  Resultat,  iveil  die  durch  Ben  bucht  urigen  oder  Ver- 
■Dcfae  ßcvionneneti  Data  fehlerhaft  sind,  und  dieser  Fehler  ist  i 
selbst  bei  den  ^enauesteu  und  mit  den  vorzSglichHlen  Instrumen- 
ten tingeslellten  MesNungen  mindestens  noch  fünfmal  griisser,  als 
derjenige,  welcher  durch  die  vernachlässigte  siebente  Deciutalstelle 
in  der  Rechnung  sich  aiihüiil'en  kann.  Der  ans  den  fehlerhaft 
gegebenen  Stücken  in  das  liechnungsresullat  übergebende  Fehler 
kann  daher  weder  erheblich  vermehrt,  noch  vermindert  werden, 
man  mag  die  siebente  Decimalstelle  mitnehmen  oder  ganz  fort- 
lassen, und  dies  ist  der  Grund,  uarnm  man  xum  gewühnlicheo 
(Gebrauche  auf  dem  Tische  des  Astronomen  und  Physikers  nar 
noch  die  tiechsslellige  Tafel  antrifft. 

Ueberlegt  man  nun  aber  dies,  so  ist  es  in  der  Tbat  schwer 
zu  begreifen,  weshalb  erfvihrungsmässig  auf  den  hiiheren  Lehran- 
stalten die  Schüler  immer  nocb  so  vielfach  mit  den  grossen  sie- 
benstelligen Tafeln  getjuiilt  »erden,  und  warum  man  nicht  schon 
l&ngst  zu  den  so  äusserst  bequemen  sechsstelligen  gegriffen  hat, 
wenn  man  mit  Itinfstelligen  sich  nicht  begnügen  zu  dürfen  glaubte. 
Wir  wünschen  dringend  die  Einführung  sechsstelliger  Tafeln  auf 
den  Schuten,  »ie  wir  dies  ^cbon  oft  genug  in  diesen  Herichten 
iiusge8)uochen  haben,  und  sind  daher  der  Meinung,  dass  der  Herr 
Verfasser  und  die  Verlagshandlung  sich  durch  die  Herausgabe 
dieser  auf  gutes  Papier  mit  sehr  scharfen  und  deutlichen,  den 
I)  Ziffern  gedruckten  sechsstelligen  Tafeln 
srdienst  um  die  Schulen  erworben  haben, 
>  durch  recht  vielen  Gebrauch  «iniger- 
Die  allgemeine  Einrichtung  ist  überall 
r  keineswegs  ganz  übereinstimmend-mit 
ich!  bedeutend  davon 
und  zu  diesem  Zwecke 


Augen  sehr  wohlthuendei 
ein  sehr  wesentliches  Ve 
welches  die  letzteren  nui 
niaassen  lehnen  mögen  I 
buchst  zweckmässig,  zwa 
der  bisher  meistens  üblichen,  aber  dm 
abweichend,  was  bei  einem  Buche  die 
nur  vollkommen  gebilligt  werden  kann;  aber  einen  sehr  wesent- 
lichen Vorzug  vor  dem  allen  Vegaiscben  Handbuche  hat  der  Herr 
Verfasser  seinen  Tafeln  dadurch  gesichert,  dass  in  der  triguno- 
nietrischen  Tafel  die^Vinkel  durchgängig  von  10  zn  10  Secunden, 
in  den  ersten  vier  Graden  noch  ausserdem  von  Secunde  eu  Se- 
cunde,  fortschreiten,    ein  Vorzug  vor  den  älteren  Tafeln,    der  ao 


4  Ulerufiseher  Berieht  CXLIV. 

wichtig  ist,  dass  nicht  oft  und  nicht  dringend  genug  cur  Erapleh-  * 
lung  dieser  neuen  Tafeln  aiuf  denselben  hingewiesen  werden  kaoi. 
Die  Einleitung  enthält  alles  den  Gebrauch  dfer  Tafeln  Betreffende 
in  der  deutlichsten  und  vol Istfindigsten  Weise,  und  den  Scblmts 
des  sehr  verdienstlichen,  jedweder  Empfehlung  würdigen  Baclu 
macht  eine  sehr  vollständige  Tafel  der  IVlaasse  and  Gewiehte. 
welche  auch  sugleich^  sehr  dankenswerthe  Nachweisungen  fibcr 
die  Dimensionen  der  Erde,  die  Längen  der  verschiedenen  Brei- 
tengrade in  geographischen  Meilen  und  Kilometern,  die  LfiogeD 
der  Grade  der  Parallelkreise  unter  verschiedenen  Breiten  in  den- 
selben Maassen,  die  Flächenräume  der  von  xwei  um  einen  Grad 
von  einander  abstehenden  Meridianen  und  Parallelkreisen  einge- 
schlossenen Gradabtheilung,  und  ausserdem  noch  ^ne  Tafel  hiafig 
in  Gebrauch  kommender  constanter  Logarithmen  enthält. 

Mochte  es  uns  gelungen  sein,  durch  das  Vorstehende  die 
Aufmerksamkeit  aller  Mathematiker  und  Physiker,  namentlich  aber 
und  zunächst  der  Schulen  auf  dieses  in  allen  Beziehungen  höchst 
empfehlenswerthe  Buch  zu  lenken  und  dieselben  zu  dessen  viel- 
fachem Gebrauche  zu  veranlassen! 


HitRücksicbt  auf  unsere  Anzeige  der  ausgezeichneten  Schrun- 
schen  Logarithmen-Tafeln  im  Literar.  Bericht  Nr.  CXLI.8.2. 
bemerken  wir,  dass  uns  jetzt  durch  besondere  Gfite  auch  die  An- 
sicht eine««  auf  meergrünes  Papier  gedruckten  Exemplars  dieser 
scbCnen  Tafeln  verstattet  worden  ist,  und  können  es  uns  nicht 
versagen,  nachträglich  unsere  Leser  noch  besonders  auf  diese 
Exemplare  aufmerksam  zu  machen ,  da  wir  die  Farbe  ^es  zu  den- 
selben verwandten  Papiers  den  Augen  (Iberaus  wohlthaend  gefan- 
den haben,  nnd  daher  der  thätigen  Verlagshandlung  von  Frie- 
drich Vieweg  und  Sohn  in  Braunschweig  unsern  besondereo 
Dank  sagen,  dass  sie  die  Erwerbung  solcher  Exemplare  m5glick 
gemacht  hat^  in  gleicher  Weise,  wie  dies  in  England  bei  elaij!^ 
Logarithmen-Tafeln  der  Fall  ist.  ' 


Astronomie. 

Ueber  die  Bestimmung  des  Längenunterscbiedes 
zwischen  Altena  nnd  Schwerin,  ausgeführt  im  Jahre 
1858  durch  galvanische  Signale.  Von  Professor  Dr.  C.  A. 
F.  Peters,  Director  der  K.Oniglichen  Sternwarte  in 
Altonau.  s.  w.    Altena  1861.    4^. 


UleutTisehFT  UrrUlii  f.\U\. 


Wir  liabei)  hier  ein  in  jeder  Besiolrang  au^gCEeichtietes  Werk 
vor  nnii.   «reiches  die  Leser  des  ArtliWs  keineewegK   allein  nacli 
der  3iif  dem  7'itel  i;cnaiinlen  Rpeciellen  Hstrüiiomischen  Operntion : 
.,die  Bestimmung  Ans  Lungenunterschiedes   attischen  Altnna  und 
Schwerrn  durch   »alvaiiifiche  Sicnnle",    welcher  es  KutiScbst  ge- 
widmet ist.   ZD    Iicurtheilen    hüben.     Vielmehr  ist  dieseK  '267  Sei- 
ten in  -l"   umfnssende  Werk  aln   die   vortrefflichste  uhd   ansführ-    ■ 
liebste  Anleilnnt;  iiir  Aiisführunf!  von  Längen be^timniun gen  durch    ! 
galvanische  Signale,    »eiche  wir  gegenivSTtlg  besitEeii ,   erlSuIert  1 
darch  die  Lürigenbcslimmung  üivischeti  den  beiden  auf  dem  Titel   J 
genannten  fjtädlen,    zu  betracbfen,    und  wird,    aus  diesem  allfse-    | 
lueinen    wisseiificbartlichen    Gesichtepunkte    belrac-btt-l ,    zu    allen 
Zeilen  eine  wicbligt  Stelle   in    ü^r   aslrononiiäi.-h-niathi-iii(iliscteil    ] 
Literatur  einnehmen.     So  vielen  Werth  wir  auch  auf  das  bei  der    ] 
)n  Reite  stehenden  besonderen  Lüngenbestimmnn^,  welche  unswci- 
fethaft   /u    den   genitueslen,    aul'  dem   Wege   der  tcle^rapfaischeii  - ' 
Verbindungen    gewonnenen  LSngenbeatimmiingen  gehurt,    die  ivir    I 
gflgenwürtig  besilten,   erhaltene  Resultat  legen:     so  iät  doch  Rfr    , 
uns   und    unsere   Zeitschrift   die    oben    hervorf^ebobene   atlgeniein  '^ 
wissenschaftliche  Seite  des  trefflichen  Buchs  zunächst  bei  Weitem    I 
die  wichtigMo,  ttnd  wird,  wie  schon  geaagt,   demselben  jederaeil   I 
einen  wichtigen  PialB  in  der  Literatur  sicberti.     Wir  ungeo  daher    { 
dem  Herrn  Verfasser   im  Namen  der  Wissenschaft  für  seine  aus-    ' 
g^xeichnete  Schrift,    von   der  wir  mit  der  vielfachsten  Belehrunf; 
genaue   Kennt niss  genommen   haben,    den    wärmsten   Dank,    und    1 
machen  alle  unsere  Leser,    die  sich    fiir  den   in  derselben  mit  so 
grossem  Reiss  und  s«  grosser  Sachkenntniss  behandelten  (Gegen- 
stand interes^iren,    ganz  besonders  aber  alle  diejenigen,    welche    ' 
selbst  Längenbestimnmngen  auf  tele  graphisch  eis  Wege  zu  niacken    i 
beabsichtigen,  dringend  auf  dieses  ausgezeichnete  Werk  aufmerk- 
sam,   indem    wir   der  Meinung  sind,    dasa  namentlich  Keiner  der   1 
Lretzleren    dasselbe    bei    seinen   Arbeiten    kundig  wird   entbehren  'i 
können,     Dass  ein  solches  Werk  eines  Anazugs   an  diesem  Orte 
nicht  fähig  ist.    welcher  immer  nur  ein  sehr  unvollständiges  Bild 
von  demselben  geben  würde,    versteht  sich  von  selb.^t,    weshalb    I 
wir  uns  darauf  beschränken  miissen,   hier  nur  kurz  zu  erwähnen,,   < 
dass  das  Werk  eine  genaue  Beschreibung  der  gebrauchten  Instm- 
mente  und   Apparate,    eine  sehr  sorglällige  Anleitung    zu   deren 
Gebrauch  und  Berichtigung,  so  wie  natürlich  eine  sehr  eingehend« 
Darstellung  der  sämmlMchen   angewandten    BerecbnungsrnelbodeD 
enthält,    in    welchen    Bexiebungen    der    Herr    Verfasser    für    uns 
durchaus  nichts  zu  wünschen  übrig   gelassen.hat.     üeber  die  so- 
genannten Personal -Differenzen,    welche  natürlich    bei  Längenbe- 
slimmungen  von  der  grüasten  Wichtigkeil  sind,   finden   sich   viele 
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sehr  wichtige  und  interessaote  Bemerkungen ,  auf  welche  wi^  nock 
hesonders  hinweisen,  eben  so  wie  auf  den  Anhang,  welcher  eine 
sehr  interessante  „Beschreibung  nebst  Abbildung  des  auf  der 
Altonaer  Sternwarte  aufgestellten  Registrir -  Apparats  (von  Krille) 
für  Durchgangsbeobachtungen ,  nebst  Vergleichuog  einiger  an  dem- 
selben bestimmten  Personaldifferenzeu  mit  solchen,  die  auf  ge- 
wöhnliche Weise  gefunden  sind''  liefert.  —  Möge  das  in  »*o  vielen 
Beziehungen  wichtige  und  interessante  Werk  der  Aufmerksamkeit 
unserer  Leser  nochmals  recht  dringend  empfohlen  sein! 


Nauttk. 

Ueber  Ebbe  und  Fluth  in,  der  Rhede  von  Triest. 
Von  F.  Schaub,  Director  der  k.  k.  Alarine-8  tern.warte 
In  Triest  (Mit  zwei  Tafeln  I.  und  IL)  Separatabdmck 
aus  den  Mittheiluhgen  der  k.  k.  geographischen  Ge- 
sellschaft.   IV.  Jahrg.    1.  Heft    Stück  7$.    W^ien  186a    8^. 

Die  Aenderungen  der  Wasserhuhe  durch  die  Ebbe  und  Fluth 
sind  in  der  ganzen  Ausdehnung  des  adriatischen  Golfs   zwar  nor 
gering,  eine  genauere  Kenntniss  derselben  ist  jedoch  sowohl  von 
wissenschaftlichem  Interesse,  als  auch  för  die  Schiffahrt  und  viele 
damit  zusammenhängende  Einrichtungen  von  Wichtigkeit.     Des- 
halb sind  die  regelmässigen  Beobachtungen,   welche  g;egenwirt^ 
darüber  an  einem  selbstregistrirenden  Fluthniesser  auf  dem  Molo 
Sartorio  in  der  Rhede  von  Triest  angestellt  werden,    von  denen 
wir -schon  ThI.  XXXI.  S.  1 15.  und  S.  485.  unseren  Lesern  nähere 
Nachricht  geben  zu  können  die  Freude  hatten,   von   grossem  In- 
teresse.    Die  ersten  sehr  verdienstlichen   Resultate   aus   diesen 
Beobachtungen   theilt  Herr  Director  Schaub  jetzt  in  der  vorlie- 
genden Abhandlung  mit  in  zwei  Tabellen  auf  S.  6.  und  S.  7.,  denen 
noch   zwei   graphische  Darstellungen   auf  zwei   besonderen  litho- 
graphirten  Tafeln  beigefugt  sind.     Wir  müyssen  einen  Jeden,  der 
sieb  för  diese  Gegenstände  interessirt,   auf  die  lehrreiche  Scbri/^ 
selbst  verweisen,   und  ivollen  nur  bemerken,   dass  die  Hafeose/^ 
nämlich  die  Zeit,  um  welche  an  den  Neu-  und  Vollmondstages  das 
Hochwasser  später  eintritt  als  die  Mondsculmination ,  die  io  Triest 
bis  jetzt  gleich  10^  30^  angenommen  wurde  (m.  s.  S.  3.)^  aus  die- 
sen neueren  Beobachtungen  sich  gleich  9*  30^  ergaben  hat  (m.  s.  S.7.)- 
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Juni  1860.  Dnve;  Ufber  FlQssigkeilen ,  welche  dir  Pnla- 
risationsebeiie  des  Lichts  Jreh«n.  S.  2»-;!— 293.  —  Borchanlt: 
Ueh«r  eine  Inlei|iolali(in(irormet  fär  eine  Art  symmet riechet  Fiinc- 
lioiicii  und  ühcr  deren  Anwendung.  S.  2il3.  (Blosse  Mittheilun^  des 
Titels' einer  gelesenen  Alihaiidlun^r-)  —  Dove:  Ueber  Compeii- 
satinn  gleichzeitJ!;  an  versehledenen  Orten  berahfallender  Kegen- 
niengeii.    S.  304-3H. 

Jnli  1860.  Kuniincr:  üeher  nlmn sphärische  Strahlenbre- 
chung. S.  405-420.  (Wir  können  uns  nicht  versagen,  sn  sehr 
es  uns  auch  an  Ranm  !;ebrichl,  Ztveck  und  Inhalt  dieser  inter- 
essanten Aliliandlung  mit  den  eigenen  Worten  des  Herrn  Verfaa- 
(ters  kurz  anzugelien :  „Die  alnio^pliKrisibe  Strahlenbrechung  ist 
bisher  faist  ausschliesslich  nur  unter  Zugrundelegung  der  GrOs- 
«enverhältnisse,  welche  l'ür  unsere  Erde  KuHiilig  Statt  haben,  fflr 
den  praktischen  Cebrnuch  der  Astronomie  und  Geodäsie  bearbei- 
tet worden.  Man  hat  darum  eine  Reihe  &ehr  interessanter  Er- 
scheinungen, welche  die  Theorie  darbietet,  wenn  sie  von  einem 
allgeMielneni,  mehr  mulbeniatiscbeii  Gesichtspunkte  aus  betrachtet 
wirO,  wie  es  scheint,  ganz  unbeachtet  gelassen.  Bine  kurze  Eni- 
nickelung  dieser  Erscheinungen,  welche  ich  hier  geben  will,  wird 
vielleicht  auch  darum  von  Interesse  eeiu,  »eil  dieselben,  wenn 
sie  gleich  auT  unt^er^r  Erde  nicht  eintreten,  doch  auf  den  grüsse- 
ren  Himniclskörpcrn,  wie  z,  B.  dem  Jupiter,  wirklich  Statt  haben 
messen,  seihst  nenn  die  Stfirke  der  Atmosphäre  eines  solchen 
Himmelskörpers  bedeutend  geringer  sein  sollte,  als  die  der  Erd- 
atmosphfire."  Wir  machen  die  Leser  des  Archivs  recht  seht  anf 
den  Inhalt  dieser  interessanten  Abhandlung  aurmcrksani.)  —  W«i-' 
erstrass:  Zur  Theorie  der  ellipliscben  Functionen.  S.  46ß.  (Blosse 
Mltlheilung  des  Titels  einer  gelesenen  Abhandlung.)  —  Kummer^  % 
Deber  allgemeine,  unendlich  diinnc  geradlinige  Strahlenbündel. 
S.  409—474.  (Interessante  Mittbeilungeii,  welche  an  die  Vorle- 
gung dreier  ans  Faden  verfertigter  Modelle  der  allgemeinen,  un-' 
endlich  dünnen,  geradlinigen  Strahlenbündel  geknüpft  worden,  mit 
Rücksicht  auf  die  aus  dein  57aten  Bande  des  Crelle'schen  Jour- 
nals bekannte  Abhandlung  Über  solche  Slrohleobündel.)  ~-  Mag- 
nus:   Ü*her  die  Leitung  der  Wärme  durch  die  Gase.    S.  485-489. 

August  1860,  Dovc:  Ueber  einen  besonderen  Farhenkrei- 
sei  des  Herrn  Lohmeier  in  Hamburg.  S.  491.  —  Paalzo  w:  Ueber 
die  Bichlung  und  die  Art  der  Entladung  des  Haupt-  und  des 
Nebeaatroroes  der  Leydener  Batterie,  mitgetheill  von  Herrn  Mag- 
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0^8.    S.  497—500.  «^  Encke:    Berichte  Über  die  totale  Sonnen- 

finsterniss.    S.  501-502. 

•• 

September,  October  1860.  Riess:  Ueber  die  Verschie- 
denheit der  Priestley'schen  Ringe.  S/517.  —  Clebsch:  Ueber 
eine  symbolische  Darstellungsweise  algebraischer  Formen,  mit- 
getheilt  von  Herrn  Borchardt.    S.  536—540. 

November  1860.    D o v e :   Vorlegung  von  13  Isothermcharteo 
in  der  Polarprojection.    S.  588.  —  Encke:    Ueber  den  Gang  bei 
deii  Störungsrechnungen  der  neueren  Zeit.   S.  593 — 594.  —  Dove: 
Ueber  die  periodischen  Aenderungen  des  Druckes  der  Atmosphäre. 
(Mit  2  Tafeln.)    S.  644—692.  —  Bremiker:    Bericht   ober   die 
Beobachtung  der  Sonnenfinsterniss  vom  18.  Juli  1860.  S.  693—709. 
(M.  s.  nnsere  ausführliche  Besprechung,  dieses  interessanten  Be-. 
richts  im  Literar.  Ber. Nr.  CXLII.  S.  5.)  —  Reuschle:  Fortsetzung 
der  Berechnung  complezer   Primfactoren,   mit  Bemerkungen  von 
Herrn  Kummer.   S.  714 — ^735.  —  Wiedemann:  Ueber  die  Mag- 
netisirung  des  Eisens  und  Stahles,   mitgetheilt  von  Herrn  Mit- 
scherlich.    S.  744r-746. 

December  1860.^  Steiner:  Einige  Folgerungen  aus  den 
Involutionssystemen  und  Involutionsnetzen.  S.  834.  (Blosse  1Mit- 
theilung  des  Titels  einer  gelesenen  Abhandlung.)  —  Du  Bois 
Reymond:  Ueber  den  secundSren  Widerstand,  ein  durch  den 
Strom  bewirktes  Widerstandsphänomen  an  feuchten  porösen  Kör- 
pern.   S.  846—906. 

Januar  1861.  Encke:  Ueber  eine  v^ichtige Arbeit  des  Herrn 
Axel  Möller,  Observator  an  der  Sternwarte  von  Lund.  S.  141 
— 148.  (Herr  A.  Möller  hat  nämlich  bei  der  Berechnung  des 
Faye'schen  Cometen  gefunden»  dass  auch  bei  diesem  Cometen, 
wie  bei  dem  Encke'schen,  eine  Hypothese  —  etwa  ivie  die  der 
Bewegung  in  einem  widerstehenden  Mittel  —  unumgänglich  noth« 
wendig  war,  -um  den  Zweck  der  Vereinigung  der  Beobachtungeo 
z«  erfGlIen;  jeden&lls  eine  wichtige  Entdeckung»  durch  welche 
die  Wahrscbeiitlichkeit  jener  Encke*scben  Hypothese  sehr  erhobef 
wird.)  —  Magnus:  Ueber  die  Temperatur  der  aas  kochenden 
Salzlösungen  und  gemischten  Flüssigkeiten  entwelcheoden  Dämpfe. 
S.  157-067.  --  Dove:    Ueber  das  Klima  von  PreusseD.    S.  169. 

Februar  1861.  Magnus:  Ueber  den  Durchgang  der  Wär- 
mestrahlen durch  die  Gase.  S.  246—260.  —  Riess:  Ueber  die 
elektrischen  Ringfiguren.  S.  262—263.  —  Dove:  Ueber Phospho- 
rescenz  durch  Bestrahlung  von  polarisirtem  JJcht.    S.  272. 

März  1861.    Hagen:  Ueber  Wasserwellen  bei  constaDler  und 


t 
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enaiicber  tiefe.     S.  348.     (TUel-Mittheiluni;.)  —   Poggendorff: 
|Deb«r  die  WärmoM irkung  «lektrischer  Funken.    S.  349 — 357. 

i  April  1861.  QuiocLe:  Ctber  die  Renegiin^^  materieller Thdl- 
Ehen  durch  etrilmende  Elektricitat ,  ini(i>elheilt  von  Herrn  Magnus. 
S.  40U— 423.  —  Tiiidurff:  Ueber  ilas  Gefrieren  des  \Va§sers  aus 
ISalElüsungen,  miCgetheilt  von  Herrn  Magnus.  S.  4-27—434.  - 
LAronhold:  Algebraische  Reducfinn  des  Integrals  /fX^,}/)Sx, 
M*o  F{x,y)  eine  beliebige  rationale  Function  von  x,  t/  bedeutet, 
und  zwischen  diesen  Crfissen  eine  Gleichung  dritten  tirades  von 
der  allgemeinsten  Purm  besteh),  auf  die  Grundfurm  der  ellipli- 
echen  Transcendenlen,  mit  eiuigen  einleitenden  Bemerkungen  vor- 
»elegl  von  Herrn  Welerstrass.     S.  4C2-468. 


SIlKungHbcrichte  der  kitniglichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  München.  (Vergl  Ltterar.  Bericht 
"Wr.  CXLI.  S,  17) 

Die  drei  ersten  Hefte  dieser  neuen  Sittungsherichle  einer  der 
ersten  deutschen  Akademiecn  der  Wisacnscbaflen  sind  a.  a.  0.  von 
uns  angezeigt  (Verden.  Die  drei  folgenden,  uns  jetzt  vorliegen- 
den Hefle  enthalten  niederulu  viele  sehr  nichtige  Abhandlun^o. 
die  aber  sämmtlich  »eniger  in  das  Gebiet  unserer  Zeitschrift  ge- 
hören, »'eiche  vorzugsvreise  nur  der  Mathematik  und  Physik  gewid- 
met ist,  so  dass  Tvir  uns  diesmal  grösstentheils  mit  der  folgenden 
nur  kurzen  Anga)>e  der  Titel  der  diesen  Wissenschaften  verwand- 
ten .Abhandlungen  begnügen  müssen  : 

1S60.  Heft  IV.  Schünbein:  Portselzung  der  Beiträge  zur 
ii&heren  Kcnntniss  des  Sauerstofls.  S.  370.  —  A.  Wagner:  Be- 
trachtungen über  den  gegen  »-artigen  Standpunkt  der  Theorie  der 
Erdbildung  nach  ihrer  gehchichtlichen  Entwicklung  in  den  letzten 
fünfzig  Jahren.  S.  375.  —  Jo  lly  :  t)eher  dae  speei^che  Ge^^icht 
des  flüssigen  Ammoniaks.     S.  403. 

1860.  Heft  V.  Erdmann:  Der  Gaspn'ifer,  ein  Instrument 
/,ut  Werthbeslinioiung  des  Leuchtgases  (mit  einer  Tafel).    S.  577. 

—  Witlstein:  Beobachtungen  und  Betrachtungen  über  die  Farbe 
des  Wwsers.  S.  603.  ~  Harlessr  Zur  inneren  Mechanik  der 
Mu^^kelzucbung  und  Beschreibung  des  Alwood'schen  Myographien 
(nicht  eigentlich  hierher  gehörend,  aber  allgemein  interessant).  S.  635. 

—  Pfaff ;  .Untersuchungen  übet  die  thermischen  Verhältnisse  der 
Krystalle.  S.  655.  —  Steinbeil:  Nachtrag  liebes  ilher  ein  Fem- 
rohr mil  Objectiv  nach  Gaus«.  S.  6ti3.  Herr  Steinheil  giebl 
in   diesem   korMn    Aufsalze   die   interessante  Nachrieb),    dass  m 
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ihm  gelungen  ist,  ein  Fernrohr  nach  diesen  Principien  von  5? 
Oeffnung  und  67"  Brennu-eite  zu  construiren,  welches  sich  durck] 
ungewiihnliche  Schärfe  und  Farblosigkeit  des  Bilctes  auszeichnet' 
so  dass  durch  dieses  Instrument  der  thatsächliche  Beweis  gcli^{ 
fert  ist,  dass  die  Ganss'sche  Construction  vollkomnienere  Refraf 
toren  als  alle  bisherigen  Constructionen  liefert ,  wobei  es  ahtt 
wesentlich  ist,  dass  die  Fassung  des  Objectivs  so  construirt  ist, 
dass  sie  eine  Verstellung  der  Linsen  durch  Schrauben  in  allei 
Richtungen  zulässt.  Nur  dadurch  ist  es  möglich,  alle  Fehler,  die 
in  dem  Bilde  eines  Objectivs  vorkommen  können,  nachträglich 
zu  heben,  und  zwar  so  streng,  als  das  Auge  sie  noch  zu  erken- 
nen vermag;  zuigleich  giebt  diese  Einrichtung  dep  Vortheii,  das« 
die  Abweichungen  des  Oculars  und  selbst  subjective  Fehler  des 
Auges  aufgehoben  werden  können.  Herr  St  glaubt,  durch  diese 
Instrumente  die  Dioptrik  ffir  grosse  Dimensionen  um  einen  «rese/it- 
lichen  Schritt  gefordert  zu  haben.      , 

1861.  Heftl.  Schonbein:  Beiträge  zur  i\äheren Kenntnis» 
.des  Sauerstoffs.  S.  22.  —  (larless:  Ueber  die  Leistung,  Er- 
müdung und  Erholung  der  Muskeln.  S.  43.  —  Seidel:  Ueber 
das  Werk  der  Brfider  Schlagintweit.  (Betrifft  das  namentlich  auch 
in  physikalischer  Rücksicht  wichtige  Werk,  welches  die  Gebrüder 
Hermann  und  Robert  von  Schlagintweit  über  die  mit  ihrem  ver- 
storbenen Bruder  Adolph  unternommene  Reise  nach  Indien  und 
Hochasien  erscheinen  lassen:  Results  of  a  scientific  Mis- 
sion to  India  and  High  Asia  etc.  by  H.  A.  and  R.  de  Seh. 
Vol.  L    Leipzig.  Brockhaus.  186L)    S.  95. 

1861.  Heft  n.  Dieses  Heft  enthält  mehrere  interessante 
Aufsätze,  aber  keinen  unmittelbar  in  den  Kreis  unserer  Zeitschri/it 
gehörenden.  Allgemein  interessant  sind  aber  zwei  AbhandIung«o 
von  Nägeli:  üeber  die  Verdunstung  an  der  durch  Korksub«tanz 
geschütztön  Oberfläche  von  lebenden  und  todten  Pflanzentbeileo. 
S.  238.  und :  <Jeber  die  Wirkung  des  Frostes  auf  die  Pflaozenzellen. 
S.  264. 


Annali  dl*  Matematica  pura  ed  applieata  pubblicati 
da  Barnaba  Tortolini  e  compilati  da  E.  Betti  a  Pisa, 
F.  Brioschi  a  Pavia,  A.  Genocchi  a  Torino,  B.  Torto- 
lini a  Roma.    4°     (S.  Literar.  Ber.  Nr.  CXLIU.  S.  8.) 

Nr.  5.  (Settembre  e  Ottobre  1860.)  Sülle con^cbe,  esulle 
superficie  di  secondo  ordine  congiunte.  Memoria  del  D.  Luigi 
Cremona.  pag.257.  —  Discorso  Commemorativo  su  Gustavo  Pietro 
Lejeune  Dirichlet  pronunciato  da  E.  E.  Kummer.   (Continuazione  e 
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fine.)  Tradazione  dal  Tedesco  di  Feiice  Casorati.  pag.283.  — 
La  Teorica  delle  fanzioni  ellitticbe.  Monogra6a  del  Prof.  Enrico 
Betti.  Parte  seconda.  p.  298.  —  8ur  la  courbe  parallele  ä  Teilipse 
par  M.  A.  Cayley.    pag.  311. 

Rivista  bibliographica.    Sulla  Curva  logociclica  del  Sig. 
Booth.    Articolo  del  Prof.  B.  Tortolini.    pag.  317.  -  Pubblica^ 
zioDi  r'ecenti.   pag.  324.    (Hier  finden  sich  a.  A.  folgende  in  Deutsch- 
'  land  weniger  bekannte  Scbriften  angezeigt: 

Carlo  Maria  Piuma:  Nota  sulla  determinazione  della  parte 
algebrica  neli*  integrazione  in  funzione  finita  esplicita.  Genora 
1860.    4«. 

D.  Luigi  Cremona:  Memoria  sulle  superficie  gobbe  del 
terz'-ordine.  Milan o  1861.  4^.  (Estratta  dalF  Instituto  Lombardo' 
Vol.  IL) 

Bj  erkn  es :  Ueber  die  geometrische  Repräsentation  der  Glei- 
chungen zwischen  zwei  veränderlichen  reellen  oder  complexen  Gros- 
sen. Christiania  1859.  (üniversitäts- Programm  fSr  das  zweite 
Halbjahr  1859.) 


Oberlausitzische   Gesellschaft   der  Wissenschaften   in 

Görlitz. 

Die  Oberlausitzische  Gesellschaft  der  Wissenschaften  so  Gör- 
litz hat  folgende  Preisaufgabe  gestellt: 

Lebensbeschreibung  des  Ehrenfried  Waltber 
Von  Tschirnhaus  auf  Kiesslingswalde  und  Wfir* 
digung  seiner  Verdienste. 

Einlieferungstermin :  31ste  Januar  1863.  Preis  50  Thir.  Die 
Abhandlongen  sind  versiegelt  und  mit  einem  Motto  versehen  an  den 
Sekretair  der  Gesellschaft  einzusenden.  Zugleich  haben  die  Verfas- 
ser ihren  Namen  in  einem  versiegelten  Zettel  beizufügen^  der  mit 
dem  gleichen  Motto  zu  bezeichnen  ist.  Auch  darf  die  Abhandlang' 
nicht  von  des  Verfassers  Hand  geschrieben  sein. 
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A  u  ffor  d  erun  g. 

lo  diesem  Jahre  werden  die  deutschen  Naturforscher  uod  Aerzte 
sich  in  der  alten  echt  deutschen  Stadt  Speier»  jenseits  des  deut- 
schen Rheiostromsy  in  deren  herrlichem  Dome  so  viele  deutsche 
Kaiser  in  deutscher  Erde  ruhen,  zum  36sten  Male  um  die  gewohn- 
liehe t  hinreichend  bekannte  Zeit  **)  versammeln.    Wie  wir  aus  zu- 
veriftssiger  Quelle  vernehmen ,  wird  von  allen  Seiten  —  von  Stadt 
und  Regierung  —  Alles  geschehen,  um  den  Theilnehmern  an  der 
Versammlung  dieselbe  so  angenehm  und  lehrreich  wie  muglich  zu 
machen,  worin  ja  Speier  in  der  schönsten»  für  alle  Zeiten  unver- 
gesslichen  Weise   im  Jahre   1858   das   nachbarliche   Carlsruhe 
vorangegangen  ist.     Wie  gern  hätten   wir  unter  den  Geschäft«- 
tiShrern  der  Versammlung  den  trefflichen  Schwerd,  auf  dessen 
Besitz  Speier  mit  Recht  stolz  ist,  gesehen!   jedoch  Aat  das  vor- 
gerückte Alter  des  verehrten  Mannes,  wie  wir  hören,  diesen  un- 
seren Wunsch  leider  nicht  in  ErfSlIung  gehen  lassen ;   gewiss  aber 
wird  er,  so  wie  der  Wissenschaft,  auch  dieser  Versammlung  als 
Mitglied   zur  besonderen  Zierde  gereichen.    Wenn  es  auch  un- 
zweifelhaft ist,  dass  diese  Versammlung  in  einem  der  schönsten 
Gaue   des  deutschen  Vaterlands  von  einer  gewiss  sehr  grossen 
Anzahl  trefflicher  Männer  aus  Süd  und  Nord  besucht  werden  wird: 
so  macht  es  uns  doch  besondere  Freude,    einem  mehrfach  gegen 
uns  ausgesprochenen  Wunsche  nachzukommen,  indem  wir  unsere 
weit  verbreitete  Zeitschrift  benutzen,  zunächst  an  alle  Physiker, 
Astronomen  und  Mathematiker  die  Aufforderung  zu  richten,    bei 
dieser  vielverspreeheoden  Versammlung  deutscher  Männer,  die  in 
der  jetzigen  Zeit  nicht  bloss  Ton  grosser  wissenschaftlicher  Wich- 
tigkeit, sondern  zugleich  von  besonderer  politischer  Bedeutung  ist, 
sich  10   recht  grosser  Zahl  einzufinden,    damit  auch   recht  zabi* 
reiche    Sectionen    für   „Physik'*    und    für   „Mathematik  und 
Astronomie ''  sich  bilden  können. 

Sollten  die  erwählten  hochachtbaren  beiden  Geschäftsführer 
uns  ül>er  die  Versammlung  vielleicht  einige  nähere  Mittheilungen 
zeitig  genug  zugehen  zu  lassen  die  Güte  haben,  so  wurden  wir 
dieselben  gern  in  unserm  nächsten  Literarischen  Berichte  zu  brei- 
terer Kenntniss  bringen. 

Greifswald  im  Juli  1861.  Grunert. 


•  •)  Nach  §.  9.  der  Statuten  (cntworfeo  am  18.  September  1822  in 
Leipzig)  fangen  die  Versammlungen  jedesmal  mit  dem  18.  September  an 
und  dauern  mehrere  Tage. 
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